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ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE ALGEBRAICAS, USANDO LA CALCULADORA TI-
Nspire™ CX CAS EN UN AMBIENTE DE APRENDIZAJE

José Carlos Cortés Zavala, Graciela Eréndira NUiiez Palenius, Christian Morales Ontiveros
Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo, México.

jcortes@umich.mx, erepalenius@hotmail.com, chris@umich.mx

Resumen

En este articulo se presentan los resultados que se obtuvieron al aplicar una de un conjunto de actividades
de aprendizaje del Algebra a estudiantes de primer ingreso de la carrera de Ingenieria Quimica en la
Universidad Michoacana de San Nicolds de Hidalgo, en las que se abordan los topicos de racionalizacion.
Esta actividad tiene el objetivo de interpretar y diagnosticar cudles son las representaciones mentales que
el estudiante utiliza al momento de hacer uso de la tecnologia, con la idea de contribuir de manera directa
en el proceso de aprendizaje de los topicos algebraicos antes sefialados, lo anterior utilizando la calculadora
TI-Nspire™ CX CAS.

Palabras clave: Actividad de Aprendizaje, Aprendizaje colaborativo, Uso de tecnologia.

1. Introduccion

En este trabajo se dan a conocer los resultados que se obtuvieron al implementar
actividades de aprendizaje con temas de Algebra, utilizando la calculadora TI-Nspire™ CX
CAS promoviendo el aprendizaje colaborativo, para que de esta manera los estudiantes
hagan suyas las competencias matematicas. Los trabajos de esta investigacion se
llevaron a cabo con estudiantes de nuevo ingreso de la Facultad de Ingenieria Quimica de
la Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo.

Actualmente, la educacion emplea las nuevas Tecnologias de la Informacion y la
Comunicacion (TIC) para apoyar la labor docente en el aprendizaje de conceptos
matematicos. Una de las caracteristicas mas importantes de esta investigacion, es la
implementacion y el uso de tecnologia, particularmente de la calculadora TI-Nspire™ CX
CAS, ya que a la fecha se tienen pocos antecedentes de su uso en México, aunque se han
elaborado algunos trabajos de investigacion con el uso de esta tecnologia.

Por otro lado, el estudio del algebra tiene una gran importancia como contenido
matematico ya que se integra en diferentes etapas del nivel basico educativo, y también
desde la Secundaria hasta la Universidad; algunos estudios realizados sobre el lenguaje
algebraico sefalan que éste se puede organizar desde ambitos diferentes, uno de ellos es
el que hace referencia a los tres campos de la didactica: Epistemoldgico (historia y
epistemologia), Cognitivo (cognicion y aprendizaje) y Didactico (enseiianza y desarrollo
curricular); poniendo énfasis en algunos de los aspectos mas relevantes de los tres
ambitos. Otro puede ser, tomar en consideracion las cuestiones basicas que han incidido
mas en las investigaciones en algebra en estos Ultimos 30 afios, como por ejemplo: La
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relacion entre la aritmética y el algebra, dificultades y errores; La busqueda de
significados para el algebra; La organizacion de la ensefianza y la formacion del
profesorado (Socas, 2011).

Para algunos estudiantes, el algebra representa una de las dificultades mas marcadas
tanto del nivel medio superior como en los primeros curso de educacion superior, ya que
en estos casos la transicion de la aritmética al algebra, en muchas ocasiones se ve como
un conjunto de reglas a memorizar y no como una generalizacion de la propia aritmética.
Una forma diferente de discernir esta problematica, es a través del uso de herramientas
tecnologicas que permitan la manipulacion simbolica.

2. Marco teodrico

El aprendizaje de las matematicas constituye un campo de estudio privilegiado
para el analisis de actividades cognitivas fundamentales como lo son: la
conceptualizacion, el razonamiento, la resolucion de problemas e incluso la compresion
de textos. Es por esto, que es necesario utilizar varios sistemas de expresion y de
representacion, distinta a los del lenguaje natural o de las imagenes.

En matematicas, las representaciones semidticas no solo son indispensables para fines de
comunicacion, sino que también son necesarias para el desarrollo de la actividad
matematica misma. Por lo anterior, es esencial no confundir los objetos matematicos con
sus representaciones. Toda confusidon entre objeto y su representacion, provoca una
pérdida de compresion de los conocimientos adquiridos, se hacen rapidamente
inutilizables por fuera de su contexto del aprendizaje, sea por no recordarlos o porque
permanecen como representaciones inherentes que no sugieren ninguna transformacion
productora. No puede haber comprension en matematicas, si no se distingue un objeto
de su representacion (Duval, 1993).

2.1Teoria de Registros de Representacion Semidtica

En este trabajo se ha privilegiado el uso de la Teoria de los registros de
representacion semidtica de Raymond Duval (1993). Habla de “representaciones
semiodticas”, como un conjunto de signos que son el medio de expresion de las
representaciones mentales para hacerlas visibles a otros individuos.

En sus investigaciones sobre los registros de representacion semidtica, Duval (1995)
sefiala que el conocimiento matematico se puede representar, bajo diferentes formas
semiodticas a través de las cuales un conocimiento es representado. Por lo tanto, las
representaciones mentales nunca pueden ser independientes de las representaciones
semioticas. La eleccion de un determinado registro de representacion, puede ser la clave
para facilitar la comprension de un determinado objeto matematico.

2.2 Aprendizaje colaborativo

2
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En la historia de la humanidad el trabajar y aprender juntos es algo bastante
difundido, a finales del siglo XX surge el concepto de aprendizaje colaborativo,
transformandose en un tema de estudio en el que se ha teorizado bastante.

La sociedad actual gestiona a nivel mundial, el paso a un nuevo tiempo aun en definicion.
A nivel nacional se plantean cambios significativos, que mas alla de la diatriba politica,
tocan cuestiones de fondo; por lo que es imprescindible concretar un verdadero interés
por superar los conflictos y resolver los problemas, que complican la concertacion vy el
necesario consenso en torno a asuntos fundamentales para el definitivo arranque del pais
en pos de su desarrollo. De ahi la necesidad de poseer una percepcidn que permita la
ponderacion y el equilibrio, indispensables para la constitucion de equipos de trabajo
eficientes.

El aprendizaje colaborativo es fundamentado por varias corrientes psicoldgicas; entre
ellas, la teoria de Vygotsky y la de Piaget.

2.3 Tecnologias de la informacion y la comunicacion en la educacion

Actualmente el crecimiento exponencial de la tecnologia, es por demas
sobresaliente y la forma en la que el individuo se comunica a través de esta es cada vez
mas comun y cotidiana. Sin embargo la tecnologia no esta apartada de la educacion, la
misma UNESCO (2006) senala:

“Es esencial que los ninos, los adolecentes y los adultos del mundo actual cuenten
con una nocion general de como utilizar las herramientas tecnoldgicas que encuentran en el
entorno”

Las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion (TIC) tienen un impacto muy grande
(Martinez, 2007), en ocasiones sirven para comprobar resultados, para reforzar conceptos
o0 para que el estudiante construya autdonomamente su propio conocimiento. Su
integracion dentro del curriculo, sirve como puente para la apropiacion de conceptos
matematicos. El uso de la tecnologia en el proceso de ensenanza-aprendizaje de las
matematicas, permite crear instrumentos atractivos con alto grado de interactividad que
facilitan la exploracion, el descubrimiento y la investigacion de conceptos y relaciones.

Diversos estudios (Area, 2008), concluyeron que a pesar de incorporar y tener
disponibilidad de los recursos tecnoldgicos en las instituciones, la practica docente en el
aula no ha variado mucho del modelo tradicional, usando las TIC para apoyar mas bien
las practicas expositivas donde solo se transmite informacion, lo cual no constituye una
innovacion al modelo de ensefanza. Siendo una tarea muy importante para las
instituciones formadoras de docentes, en disefar estrategias para que el futuro profesor
sea capaz de crear situaciones que favorezcan el aprendizaje significativo con apoyo de
las TIC.

Las herramientas de computo poderosas, ofrecen construcciones y representaciones
visuales a los estudiantes, ademas de acceso a contenidos matematicos y a contextos que
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de otro modo serian para ellos muy dificiles de explorar. El uso de herramientas
tecnologicas para trabajar en contextos de problemas interesantes, puede facilitar el
logro de los estudiantes en una variedad de categorias de aprendizaje de orden superior,
tales como reflexion, razonamiento, planteamiento de problemas, solucion de problemas
y toma de decisiones (NCTM, 2003).

2.4 Uso del CAS y sus ventajas

Los sistemas de algebra por computadora (CAS), desempenan un papel en
crecimiento. Sin embargo, una de las problematicas que se presentan al utilizar este tipo
de herramientas, es el como utilizarlas en el aula o como las deberia utilizar los
estudiantes, para asimilar los conceptos matematicos que se pretende aprendan.

Una de las principales funcionalidades del CAS, es la manipulacion de expresiones
matematicas mediante una forma simbdlica. Se ha encontrado que el uso de la
tecnologia CAS, alienta el uso del razonamiento general matematico y mejora la postura
del estudiante, esto de acuerdo a los reportes de investigacion presentados entre 2003 y
2008 en las conferencias del PME. De acuerdo a estos el uso del CAS:

e Permite generar, probary mejorar conjeturas.

e Permite desarrollar conciencia e intuicion.

e Conduce a los estudiantes a explorar sus propias conjeturas.

e Proporciona retroalimentacion sin prejuicios.

e Desarrolla la confianza del alumno.

e Otro autores afirman que el uso del CAS, puede ayudar al estudiante en el
desarrollo del conocimiento algebraico: en el entendimiento de equivalencias,
parametros y variables (Drijvers, 2003).

2.5 Problemas de aprendizaje relativos al algebra

Uno de los problemas mas comunes con los que se enfrentan los profesores de los
primeros cursos de las ingenierias, es que cuando se pretende ensefar un curso de calculo
basico, algunos de los estudiantes reportan serias dificultades algebraicas, impidiéndoles
asi entender con claridad lo relativo a la asignatura mencionada. Por mencionar
brevemente algunas de las dificultades algebraicas que los estudiantes muestran son:

e Enalgunos casos dificultades con el manejo de la aritmética

e Memorizar reglas y no identificar con claridad en qué momento se debe utilizar la
adecuada.

e Dificultades con el manejo de signos, paréntesis, corchetes, etc.

3. Metodologia

Este estudio es parte de un proyecto que explora el uso de la calculadora TI-
Nspire™ CX CAS como una herramienta didactica para el aprendizaje de conceptos

4



Revista AMIUTEM
Actividades de aprendizaje algebraicas...

algebraicos, con apoyo de actividades de aprendizaje redisefiadas por el equipo de
investigacion.

La toma de datos de la investigacion consistio en dos fases: el estudio piloto y la
experimentacion formal. El objetivo de la primera, fue obtener evidencia de la viabilidad
del proyecto de investigacion y para efectuar las modificaciones pertinentes en los
instrumentos de acopio de datos. La segunda, se llevé a cabo para contar con los datos
que provean evidencias acerca de la hipotesis planteada en la investigacion. La
recoleccion de datos en ambas fases, se llevdo a cabo en forma escrita y con video
grabacion del trabajo realizado; con tareas (actividades) disenadas con un enfoque
técnico-teorico. Es decir, en términos del marco conceptual adoptado para el analisis de
datos de esta investigacion.

En el desarrollo de la investigacion, se trabajo con alumnos de primer afo de la
licenciatura de Ingenieria Quimica. Estos estudiantes han seguido programas de
matematicas desde el nivel secundaria, lo que significa que el algebra es parte del curso
de estudio de cada ano. La actividad aplicada fue disefiada por Hitt y Kieran (2009),
investigadores de la Universidad de Quebec en Canada; la que cuenta con una estructura
didactica, de forma tal, que lleve a los estudiantes a desarrollar razonamientos que
aterricen en el aprendizaje de conceptos. Con el objetivo de que los estudiantes aprendan
algebra haciendo uso de papel y lapiz, y después de la calculadora; generando
razonamientos por medio de la discusion entre ellos; y que exista una conexidn entre el
razonamiento del estudiante y el uso de la tecnologia. La actividad aplicada a los
estudiantes, fue la Racionalizacion del denominador de una expresion.

La estructura de la metodologia se realizé de la siguiente manera:

e Una experimentacion piloto, para obtener evidencias de la viabilidad del proyecto de
investigacion y para efectuar las modificaciones pertinentes en los instrumentos de
acopio de datos.

e Una experimentacion formal, la cual se llevo a cabo para obtener las evidencias que
mostraran los razonamientos de los estudiantes al resolver las actividades de
aprendizaje con apoyo de la calculadora.

e Una entrevista, con los equipos que tuvieron razonamientos interesantes para el
proyecto de investigacion, al responder las actividades.

e Se recabo, organizd y analizd la informacion, presente en las evidencias escritas y
videograbadas.

e Se obtuvieron las conclusiones pertinentes, de los razonamientos vertidos por los
estudiantes en las evidencias analizadas.

4. Resultados y Analisis

Uno de los principales propdsitos de la actividad, es darse cuenta de como es que
los estudiantes usan la tecnologia y cual es el nivel de entendimiento de los mismos al
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utilizar diferentes representaciones semioticas cuando trabajan con actividades de
aprendizaje. Al finalizar cada una de las partes de la actividad, se tiene una discusion de
los resultados obtenidos por los equipos para institucionalizar el conocimiento. En el caso
que se presenta a continuacion, se les pide a los alumnos interpretar los resultados
arrojados por la calculadora TI-Nspire™ CX CAS, ver (Figura No. 1). Los estudiantes

introducen en el CAS, la expresion que se encuentra en la Parte I: Actividad con

calculadora asi como con papel y lapiz de la actividad; y ademas se le pide que expliquen el
resultado observado. Del analisis de la evidencia, podemos observar que el estudiante
analiza el resultado de la calculadora y comenta que la calculadora racionalizd la

expresion; pero ademas muestra, que al multiplicar por el coaenteﬁse obtiene el

resultado dado por la calculadora. Por lo que se puede concluir que en este caso, el
estudiante argumenta y procede correctamente.

Parte I: Actividad con calculadora asi como con papel y lapiz

a-i) Introduce en tu calculadora la expresién _<_y presiona ENTER ;qué observas?

13 cor 2 . X
O o\ ze \ G e XX

a-ii) {Qué célculos simbdlicos con papel y lapiz, producirdn el mismo resultado dado por la calculadora
| (en la parte a-i precedente)?

%
<
2

Figura No. 1

En la siguiente parte de la actividad se continua con el trabajo en torno a la
racionalizacion de denominadores de expresiones, nuevamente se le solicita al estudiante
introducir las expresiones dadas en la actividad a la calculadora una fila a la vez y que
proceda de arriba hacia abajo, y que analice los resultados que obtiene. Como se puede
apreciar en la Figura No. 2, la idea es aplicar el razonamiento que hicieron los estudiantes
en la actividad anterior. El alumno interpreta adecuadamente lo que el CAS de la
calculadora presenta, ademas en la siguiente figura, se muestra cémo el estudiante
desarrolla correctamente en papel y lapiz la transformacion de la expresion original a la
forma producida por el CAS de la calculadora, realizando los artificios aritméticos y
algebraicos necesarios.

6
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Figura No. 2

Expresion Introduce en tu calculadora cada Trabajo con papel y lapiz que transforma la
una de las expresiones dadas y expresion original en la forma producida por la
escribe el resultado mostrado. calculadora.
7 IS - D ;. . {5
ﬁ - = V= ~ =
1 5 &\ Ry Vo A > = @ \
V3-1 2 {5-\ Wsa A
1 = 2 \ (\1"—1 & -2 VE-Z
o) = = e > - ”1
7;4»2 | 3 Fy2\\3 -1 / =+ - 269
! | VB 2 {Z A waE, Balr
V52 B - &z 2
1 2 7 % L 3T +s _ 333 gf7 45
3V7-5 28 A7 -D 3fF 48 " 6%-25 ) -
G-l & =) - B _e-als+l 6-25 _ |2lz-¥5_3-5
e B el Ex1 -1 5 -\ H ¥ =
3 = B A5 _3nBn. yidE _ 22 4B) -2 N5
ZeT ( 3 +Z ) i = — R S e € aEEL -
B L =33 14d% - o 4

En la parte Il de la actividad, el estudiante trabaja con papel y lapiz una racionalizacion
para posteriormente introducirla en la calculadora, en la cual se le cuestiona que si la
calculadora muestra un resultado diferente al de él, qué puede hacer para ajustarlo. Como
se puede observar en la Figura No. 3, es el caso inverso de la actividad anterior, el
estudiante tiene un resultado que debe llevarlo al de la calculadora. Este trabajo que hace
el estudiante, de transitar entre papel y lapiz, y tecnologia; permite un entendimiento del
topico matematico involucrado en la actividad de aprendizaje.

a) (Qué manipulaciones simbélicas, con papel y lapiz. racionalizaran el denominador de la expresién

y = e I -
I_r_ﬁ__'"h = t‘,‘;" ,donde a, 5>0? ole — el NCx +N \,—,, e _Zab e e

ja — o — -

i o - J\, M O Y Ch —\n

IT b) Introduce en tu calculadora la expresion f')/Z’ —M presiona ENTER y escribe, en la parte de abajo, |
Ja-<Jb
el resultado obtenido:

11 ¢) Si la calculadora muestra un resultado que difiere del obtenido en la Parte 11 a), ;qué puedes hacer para
ajustarlos?

-.*‘Ig_ '\_.,‘/.7 - 7y o) wlza 2 =
sl — - " - . \ CA

O\ =N Cr — =

w1
e \Nb&

Figura No. 3

5. Conclusiones
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Como cita Avila (2003), las nuevas tecnologias son uno de los factores mas
influyentes en el desarrollo alcanzado por la sociedad contemporanea, su incidencia en la
educacion es tal, que constituye un valioso recurso que permite llevar a cabo un proceso
educativo centrado en el aprendizaje del alumno. Sin embargo, no es necesario que el
profesor haga uso de la tecnologia computacional en todas las actividades, sino sélo en
aquellas en las que su uso mejore el proceso de aprendizaje.

Por otro lado, las TIC pueden apoyar las investigaciones sobre el aprendizaje de los
alumnos en varias areas de las matematicas, como geometria, estadistica, algebra, pues
se espera que cuando dispongan de ellas logren concentrarse en tomar decisiones,
razonar y resolver problemas, mas que en el apoyo operacional de las calculadora. La
existencia, versatilidad y poder de las TIC, hacen posible y necesario reexaminar qué
matematicas deben aprender los alumnos, asi como la mejor forma en que puedan
aprenderlas (Castillo, 2008).

El uso de la calculadora TI-Nspire™ CX CAS es parte fundamental de ésta investigacion en
conjunto con la actividad de aprendizaje que resolvieron los estudiantes, porque lograron
entender y aprender la racionalizacion algebraica, esto por los razonamientos mostrados
en la evidencia de lo que hicieron en la actividad, destacando que ellos pueden aprender
algebra usando el CAS de la calculadora a partir de que puedan identificar los errores
sintacticos de escritura. Lo cual, les puede permitir modificar sus representaciones
mentales semioticas; asimismo, podemos afirmar que se fortalece el trabajo en equipo en
cada una de las discusiones generadas, para asi, promover el aprendizaje colaborativo
que se pretende alcanzar.

Con las evidencias que se tienen, tanto en forma escrita como en las videograbaciones, se
pudo observar que el alumno tuvo razonamientos con los que conceptualizd topicos
algebraicos. Lo anterior se logrd por el trabajo del estudiante con la calculadora y las
actividades de aprendizaje, sin embargo, también es necesario resaltar que el usar la
calculadora no implica que efectivamente se este utilizando adecuadamente la
tecnologia, es claro que si se concibe mal una representacion o no se tiene claro algun
concepto, este mismo puede ser reproducido en la herramienta tecnoldgica. Sin
embargo, apoyados de una actividad de aprendizaje con una estructura didactica en la
que se plasmen las evidencias y posteriormente se discutan de manera colaborativa, el
estudiante puede lograr un apropiamiento de los conceptos algebraicos.
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CONSTRUYENDO Y COMUNICANDO CONJETURAS EN NIVEL BASICO CON AYUDA
DE GEOGEBRA

Noelia Londofio Millan, Maria Magdalena Alarcén Delgadillo, Alibeit Kakes Cruz
Universidad Autdnoma de Coahuila, México
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Resumen

El presente articulo hace referencia a resultados de una investigacion realizada con alumnos de segundo
afno de secundaria sobre aspectos geométricos a través del uso de hojas de trabajo, archivos electrdnicos y
material concreto, se propicid el desarrollo de la competencia comunicativa a través de varias etapas; la
primera de ellas fue diagndstica, en la segunda se aplicaron actividades y se evaluaron tanto el proceso
como el desemperio de los alumnos. En los resultados se puede observar que a pesar de estar en educacion
basica, al proporcionar un conjunto de herramientas de ensefianza apropiadas los alumnos son capaces de
conjeturar, encontrar patrones, aunque sus mayores dificultades se pongan en evidencia en la competencia
comunicativa.

Palabras clave: Poligonos, Angulos, Conjetura, Comunicacion, GeoGebra

1. Introduccion

En la ensefanza tradicional los alumnos conocen los distintos resultados
matematicos a través de la informacion proporcionada exclusivamente por sus maestros.
Hoy dia se promueve una ensefianza donde el alumno sea el actor principal y el maestro
sea el mediador del conocimiento, asimismo se sugiere que se incorpore el uso de la
tecnologia computacional como herramienta que contribuye a la construccion de ese
conocimiento.

El desarrollo de la investigacidon centrd la atencion en la pregunta: ;De qué manera se
puede contribuir al desarrollo de competencias geométricas con estudiantes de segunda
ano de secundaria? Para dar respuesta a dicha pregunta es necesario retomar tanto la
normatividad vigente, algunos planteamientos vigentes entorno a la ensefianza de las
matematicas, a ese respecto la reforma integral de la educacion secundaria RIES (2006)
plantea que los alumnos deben: resolver problemas de manera auténoma, comunicar
informacion matematica, validar procedimientos, resultados y manejar técnicas de
forma eficiente. Especificamente en lo que respecta a geometria se enuncia “Las
actividades propuestas en el programa de estudios en la clase de geometria tiene como
objetivo llevar a los estudiantes a experiencias mds significativas: visualizar, explorar y
analizar, abstraer propiedades, clasificar, elaborar conjeturas y tratar de validarlas (SEP,
2009).

Otro aspecto relevante en el estudio fue el proceso de comunicacion, aqui se analizaron
diferentes tipos de escritos elaborados por los estudiantes y en ellos puede verse
categorias diferentes de comunicacion. De acuerdo a la NCTM (2000) que a la letra dice:
la comunicacion matematica es un camino para compartir y clarificar ideas matematicas.
A través de la comunicacidn, las ideas se transforman en objetos de reflexion,
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perfeccionamiento, discusion y rectificacion. Cuando los estudiantes son motivados a
comunicarse con otros estudiantes sus resultados y razonamientos, sea en forma oral o
escrita, ellos aprenden a ser mas claros, convincentes y precisos en el uso del lenguaje
matematico.

La investigacion tuvo como referente tedrico el modelo de razonamiento geométrico de
Van Hiele, el cual esta conformado en niveles de razonamiento, propiedades y fases
(Gutiérrez y Jaime 1994). Para el disefio de las actividades en esta investigacion se
tuvieron en cuenta particularmente las fases del modelo (informacion, orientacion
dirigida, explicitacion y orientacion libre). A continuacion se describen solamente los dos
primeros niveles ya que los alumnos involucrados en la fase diagndstica del estudio sélo
llegaron hasta el primer nivel.

* Niveles de razonamiento: Nivel o: Visualizacion o Reconocimiento. Los objetos se
perciben en su totalidad como una unidad, sin diferenciar sus atributos vy
componentes, se describen por su apariencia fisica mediante descripciones
meramente visuales y asemejandoles a elementos familiares del entorno (parece una
rueda, es como una ventana, etc.) No hay lenguaje geométrico basico para llamar a
las figuras por su nombre correcto, ademas no se reconocen de forma explicita
componentes y propiedades de los objetos de estudio.

* Nivel 1: Analisis. Se perciben las componentes y propiedades (condiciones necesarias)
de los objetos y figuras. Esto lo obtienen tanto desde la observacion como de la
experimentacion, de una manera informal se pueden describir las figuras por sus
propiedades pero no de relacionar unas propiedades con otras o unas figuras con
otras. Como muchas definiciones en Geometria se elaboran a partir de propiedades
no pueden elaborar definiciones.

Experimentando con figuras u objetos pueden establecer nuevas propiedades, sin
embargo no se realizan clasificaciones de objetos y figuras a partir de sus
propiedades.

2. Propiedades del Modelo

El modelo de los Van Hiele identifica algunas propiedades que lo caracterizan. Se
considera apropiado incluirlas ya que conforman una parte fundamental del estudio,
particularmente la que hace referencia al uso del lenguaje matematico.

Secuencialidad (el avance lleva un orden), Lingiistico. Cada nivel tiene sus propios
simbolos lingUisticos y sus propios sistemas de relaciones para conectar esos simbolos.

Continuo o discreto. Los avances se hacen de forma continua mediante pequenos saltos,
existiendo periodos durante el cual aparecen razonamientos de dos niveles consecutivos.

Globalidadad o localidad. Se refiere que el nivel de razonamiento es local, es decir si un
individuo razona a cierto nivel en un concepto, es posible que razone a otros niveles en
otro concepto.
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Instruccidn. La adquisicion de los niveles no es un aspecto bioldgico y la mayoria de los
estudiantes no alcanzan el tercer nivel y algunos no superan el sequndo, la instruccion
recibida en el aula no es la Unica que influye.

Explicito e Implicito. Los objetos inherentes a un nivel se convierten en objetos de estudio
en el siguiente. Bien podria entenderse la parte prescriptiva del modelo como la
propuesta metodoldgica que debiera sequirse en la practica docente, denominada como
fases de aprendizaje. En esta investigacion esta parte fue esencial para el disefio e
implementacion de las actividades.

3. Fases de aprendizaje

* Fase 1a: Informacion: En esta fase se trata de acercarse lo mas posible, a la situacion
real de los alumnos.

* Fase 2a: Orientacidn: Aplicacion de la capacidad didactica del profesor.

* Fase 3a: Explicacion: Es una fase de intercambio de ideas y experiencias entre alumnos
y en la que el papel del profesor/a se reduce en cuanto a contenidos nuevos vy, sin
embargo, su actuacion va dirigida a corregir el lenguaje de los alumnos conforme a lo
requerido en ese nivel.

* Fase 4a: Orientacion libre: Aparecen actividades mas complejas fundamentalmente
referidas a aplicar lo anteriormente adquirido, tanto respecto a contenidos como al
lenguaje necesario.

* Fase s5a: Integracion: En esta fase, no se trabajan contenidos nuevos sino que sdlo se
sintetizan los ya trabajados. Se trata de crear una red interna de conocimientos
aprendidos o mejorados que sustituya a la que ya poseia.

Se espera que finalizada la quinta fase los alumnos ya hayan alcanzado un nivel de
razonamiento geométrico superior al inicial, sin embargo debe tenerse en cuenta que en
la ensefanza de las matematicas no existen formulas magicas que solucionen los
problemas de aprendizaje. Pensar que seguir un instructivo hara que el alumno aprenda
matematicas es algo incongruente, por tanto se deben disenar actividades didacticas
teniendo en cuenta varias variables, que el modelo no plantea.

Algo que también centrd nuestra atencion en esta investigacion fue el proceso de
comunicacion que realizaron los alumnos, al principio ellos no estaban familiarizados con
la idea de expresar sus ideas, siempre estaban esperando que fueran las maestras
quienes dijeran las cosas, se notd temor para hablar, aunque estuviera bien su proceso
racional, dudaban de como decirlo, y esto es entendible y explicable ya que hay varios
procesos que se descuidan durante la ensefianza, esto se pudo percibir a través de
lecturas, los alumnos no estan acostumbrados a leer texto matematico y al hacerlo en
voz alta se les dificultaba el uso del lenguaje de manera apropiada, sin entrar en detalles
sobre la comprension lectora.

Otro aspecto hace referencia a la creacion y composicion de texto matematico, lo

13



Revista AMIUTEM
Construyendo y comunicando conjeturas en...

cotidiano es leer lo que otros han escrito, por ejemplo, los libros de texto o los dictados
del maestro, por tanto esperar que la redaccion de sus conjeturas fueran las adecuadas
era pedir demasiado, principalmente en los primeros intentos, y se traen a colacion
porque estas fueron algunas de las dificultades mayores que se tuvieron que afrontar
durante el desarrollo de investigacion.

4. Aspecto metodoldgico

De manera anticipada los alumnos que participaron en el estudio recibieron un
curso corto de GeoGebra, el cual consistio en dar a conocer las herramientas basicas del
software, especialmente lo referente al uso de las distintas ventanas disponibles,
particularmente la vista grafica, también aprendieron acerca de la sintaxis de algunos
comandos elementales como marcar y medir angulos, poligonos, mover objetos,
visualizar mediciones, etc. Esto con la idea de ambientar a los alumnos en el uso del
software, atendiendo los principios basicos del uso de la tecnologia acorde a Goldenberg

(1995).

Lo primero que se hizo fue disefar y luego aplicar un diagnostico, el cual permitid
establecer los antecedentes de los alumnos respecto a los dos teoremas que se querian
explorar y la precision del lenguaje y poder entonces precisar la pertinencia de las
actividades respecto a dos temas de geometria, suma de angulos internos y suma de
angulos externos de un poligono. Durante la investigacion se obtuvo informacion a través
de varias fuentes a saber: una fueron las encuestas directas a los estudiantes, otra fue la
observacion persistente durante la implementacion de las actividades, otra fuente fueron
los archivos electrénicos que los alumnos elaboraron y por Ultimo las hojas de trabajo
también sirvieron como fuente de informacion. El trabajo lo realizd cada alumno de
forma individual. Las actividades se implementaron a través de diferentes fases de
aprendizaje, las cuales se llevaron a cabo en momentos distintos:

e Exploracion por parte del estudiante apoyado por software dinamico.
e Descubrimiento de propiedades apoyandose con material concreto.
e Formulacion de conjeturas a partir de la visualizacion.

e Redacciony composicion de los resultados obtenidos.

e Participacion de los estudiantes expresando sus respuestas y sus justificaciones de
forma oral.

e Institucionalizacién con mediacidn del profesor.

e Evaluacion de los aprendizajes.

5. Resultados

Los resultados estan separados en tres partes, la primera se habla sobre el
diagndstico, la sequnda sobre los resultados de la interaccion con el software y la Ultima
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lo que se obtuvo con el recortado de papel (Alarcon 2013) Partiendo del hecho que
alumnos deben conocer de manera anticipada algunos elementos geométricos como son
elementos de un poligono, definiciones, (uso del lenguaje) se les proporciono varios
poligonos y se les pidio que realizaran lo siguiente (ver figura 1):

En el siguiente poligono traza los elementos indicados

a) Con rojo los lados

b) Con azul los angulos internos

C) Con verde los angulos externos
d) Con negro los vértices

e) Con morado traza las diagonales

En la grafica 1 puede observarse como los alumnos identifican de manera apropiada la
mayoria de los elementos solicitados, en general, sin embargo en esta parte del
diagndstico se noté mayor desconocimiento en lo referente al angulo externo, hubo
quienes aunque si prolongaron uno de los lados, como se indica en la definicion de angulo
externo, pero lo eligieron de manera equivocada, en vez de él marcaron el opuesto por
vértice del angulo interior; también, como se nota en la imagen figura 1, algunos
alumnos, formaron el angulo externo con dos lados consecutivos, es decir, el conjugado
del angulo interior y este error fue muy notorio en la mayoria de los alumnos. Aunque
parece una tarea demasiado simple, explorar sobre el dominio del lenguaje, considerando
que quienes participaron son alumnos de secundaria, el hacerlo permitid conocer los
antecedentes y dificultades en torno a definiciones y uso del lenguaje. Estas dificultades
fueron solucionadas antes de dar inicio al objeto central de esta investigacion.

100%
80%
60%
40%
20% M correcto
0% I T T T T 1
5 o S S S M incorrecto
@a’o &(\o @0 ‘ ‘\(g, le}e
X 2 <& 0 o
& e > B0
\o‘o \0‘9 S
& &
NS

Figura 1. Identificacion de elementos de un poligono.
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En el diagnostico también se indagd respecto a la suma de angulos internos y externos
de los poligonos regulares, pero los alumnos desconocian esos resultados, ver figura 2.

E

@m CORRECTOS
= INCORRECTOS
mm NO CONTESTO

2a 2-b 2c 2d 2 21
Grafica 2. Resultados acerca de la suma de angulos internos de poligonos

Luego de conocer los resultados del diagndstico se les proporciond a los alumnos un
conjunto de poligonos en GeoGebra, para que realizaran la exploracion, también una hoja
de trabajo que debian ir completando a medida que fueron explorando. Aqui se tuvo
interés en varios aspectos el primero que los alumnos hallaran la conjetura respecto a la
suma de los angulos interiores, de manera apropiada, que reconocieran los nombres de
los poligonos, que hicieran las propias redacciones de esas conjeturas, y por Ultimo el
recortado de papel. Esto Ultimo no tuvo el mismo objetivo para todos, ya que algunos
solo corroboraron el resultado, mientras los que tuvieron dificultades para identificar la
propiedad, esta Ultima actividad les favorecio para encontrarla.

i \\ /,//

/
N\

Figura 2. Identificacion de la suma de los angulos internos de un poligono recortando
papel
A continuacion se muestran ejemplos del descubrimiento de las conjeturas matematicas

observadas desde la competencia comunicativa, en lo referente a la suma de los angulos
internos de un triangulo.
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Figura 3. Tres conjeturas de diferentes alumnos acerca de los angulos internos del
triangulo

Los tres ejemplos anteriores (ver figura 3) son muestras de diferentes niveles de
comunicacion, ya que en el primero el estudiante no indica que los angulos deben de ser
los internos, en el sequndo falta indicar en qué tipo de figura se cumple y en el tercero el
alumno utiliza mayor cantidad de elementos para expresar de una manera mas precisa su
idea. Un grupo ideal seria aquel que expresara sus ideas de manera precisa, esta actividad
también permitio observar alumnos que obtuvieron conjeturas correctas, pero el proceso
de comunicacion les quedd erroneo. Un maestro ocupado del aprendizaje de sus
alumnos, debe ser consiente de estos distintos niveles y ayudar a sus alumnos para que
todos alcancen una comunicacion con sentido completo, efectiva, y usando términos
matematicos de manera apropiada.

En cuanto a los nombres de los poligonos estuvieron un poco perdidos especialmente en
el pentagono y el hexagono. En cuanto a la suma de los angulos internos de un poligono
se obtuvieron diferentes tipos de resultados, los que con la interaccidon con el software
pudieron hallar el resultado, 60%, otros que hallaron cosas disparatadas y mostraron
notoria dificultad para elaborar la conjetura, sus procesos no tenian sentido, hicieron un
conjunto de operaciones que no los llevé al resultado correcto, ver figura 4.

Poligono Nombre Suma de angulos internos
A ‘o0 QUI0 | 8O °
B COOF g o\ c od0 1 =
c dc ccopc o Sy
D ) 1%6 -
E cbtaano Hp RYek
F " O

s %

1050

Figura 4. Acerca de la suma de angulos internos de poligonos

En la exploracion de la suma de los angulos externos de un poligono con la interaccion
con el software se obtuvieron mayor cantidad de aciertos 76%, aunque también se
hallaron situaciones parecidas que no se expondran aqui por cuestion de espacio, solo
resta decir que fueron superadas utilizando el material recortable.
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A E @ @
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Figura 5. Conjunto de poligonos proporcionados a los alumnos para conjeturar respecto
ala suma los angulos exteriores, usando GeoGebra

6. Conclusiones

Acorde a los que se plantea para la ensefianza, en general, debe ser el alumno el
actor principal de su propio aprendizaje, y para la geometria, en lo particular, en este
estudio se promovid el uso de herramientas tecnoldgicas que motivaron a los alumnos
para las exploraciones, la mediacion que se dio entre hojas de trabajo, software dinamico
y recortado de papel. El uso del lenguaje fue algo que se vivid a través de un proceso, fue
necesario ensenarles a los alumnos como escribir y estructurar las oraciones y que
tuvieran sentido completo. Es necesario establecer una interrelacidon directa entre los
docentes que ensefian espafiol y los de matematicas, porque la competencia
comunicativa debe desarrollarse desde diferentes perspectivas. en este estudio se pudo
observar que si se realiza dandole seguimiento, correccién oportuna y animando al
alumno a hacerlo cada vez mas sequido, tiene opciones de mejorar.

El trabajo con las hojas de trabajo también se vio reflejado en el ambiente de aula, donde
persistio la cordialidad y el respeto.

Los alumnos se sentian motivados e interesados para realizar cada una de las actividades.

La competencia comunicativa se desarrollé de una manera progresiva, las actividades
tenian la caracteristica de que invitaban de una y otra manera al estudiante a que
expresara sus ideas.

Sin embargo al momento de comunicar nos enfrentamos con dificultades para redactar.

Se concluye que la propuesta que se presenta es una opcidn que nos da la posibilidad de
que los estudiantes desarrollen una de las competencias mas complicadas que es la
comunicacion.

En el disefio de estas actividades tuvo un rol importante el uso de la tecnologia,
especificamente lo que fue el GeoGebra, ya que los alumnos realizaron mediciones, que si
bien es cierto las podian hacer con un transportador, hubo algo que les resultéd mas facil y
era medir y realizar cambios en la figura y sequir observando el patrdn existente.

La investigacion mostré que al principio los estudiantes tuvieron serias dificultades al
momento de expresar sus ideas, pero con el desarrollo de las actividades propuestas en
las hojas de trabajo, con el uso de latecnologia y material concreto:

- Conjeturaron ellos mismos los resultados de los dos teoremas estudiados.
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- Adquirieron un nUmero mayor de elementos, especialmente precision en el lenguaje
matematico que debia usarse.

- Corroboraron las conjeturas a través de distintas fuentes.
- facilito el ordenar y comunicar sus ideas tanto de forma oral como escrita.

- Se promovid el uso de valores como el respecto por las ideas ajenas, la tolerancia con
los otros, asi como también el reconocimiento de los errores propios.

Para quienes deseen implementar estas actividades o una similares tenemos las

siguientes recomendaciones:

- Uso de una metodologia basada en secuencias didacticas que propongan actividades
que desarrollen conocimientos, habilidades y valores en los estudiantes.

- Diseno de hojas de trabajo que utilicen software dinamico y material concreto que
faciliten los procesos de ensefianza y aprendizaje de la geometria.

- La capacitacion de los docentes en el uso de software dinamico que los apoye en la
ensefianza de la geometria.

Dentro del proceso de ensefianza una tarea mas facil de hacer, pero menos reveladora

para el estudiante es darle a conocer los resultados, desde el principio, la propuesta que

se implemento tiene connotaciones diferentes, en ella se abord6 cada una de las etapas

que se proponen en las fases de aprendizaje de Van Hiele dando siempre la oportunidad

de involucrar al estudiante en la adquisicion del conocimiento. Las actividades propuestas

en el programa de estudios en la clase de geometria, tuvo como objetivo llevar a los

estudiantes a experiencias mas significativas: que le permitieron visualizar, explorar con

ayuda del software, analizar, comparar datos, abstraer propiedades, elaborar conjeturas

y tratar de validarlas.

Conclusion final: los resultados de la presente investigacion nos muestran un impacto
importante en la implementacion de una metodologia apoyada en el disefio de hojas de
trabajo con el uso de tecnologia y material concreto.
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ACTIVIDAD DIDACTICA PARA PROMOVER EL CONCEPTO DE CORRELACION LINEAL,
UTILIZANDO TECNOLOGIA

Irma Nancy Larios Rodriguez, Benjamin Moran Medina, Enrique Hugues Galindo, Gerardo Gutiérrez Flores
Universidad de Sonora, México

nancy@mat.uson.mx, bmoran@cetmaro3.com.mx, ehugues@mat.uson.mx, gerardo@mat.uson.mx

Resumen

En el trabajo se describen los analisis a priori de una actividad didactica cuyo objetivo es promover la
construccion al concepto de correlacion lineal realizando translaciones entre los diagramas de dispersion,
tablas numeéricas e interpretaciones verbales, en estudiantes del curso de Probabilidad y Estadistica del
Centro Estudios Tecnolégico del Mar 03 (CETMar 03). También se describen los resultados generales de su
implementacion. La actividad didactica forma parte de una secuencia de actividades didacticas de un trabajo
de tesis de desarrollo docente para obtener el grado en la Maestria en Ciencias con Especialidad en
Matematica Educativa de la Universidad de Sonora.

Durante el semestre 2013-1 se realizdé una experimentacion cualitativa, mediante un estudio de casos con
25 estudiantes. En el desarrollo de la propuesta se evidenciaron una serie de concepciones erroneas en los
estudiantes que fueron documentadas en la revision de investigaciones en torno al concepto de correlacion,
realizando esfuerzos durante la metodologia de implementacion para disiparlos, de tal forma que se
concluyd que se incide favorablemente en un acercamiento intuitivo adecuado al concepto de la correlacion
lineal.

Palabras clave: Actividad didactica, Correlacion lineal, ACODESA, Fathom, Excel

1. Introduccion

Como antecedente importante se sefala que el Bachillerato Tecnoldgico se
encuentra en una transicion hacia el Sistema Nacional de Bachillerato (SNB), basado en la
Reforma Integral del Sistema Medio Superior (RIEMS). Los programas de estudio de los
componentes profesionales del Técnico en Electrénica tienen el propodsito de que el
egresado posea competencias en el mantenimiento a sistemas electronicos
automatizados (CoSDAc, 2010), competencias que deben estar unidas en un marco de
formacion integral con las competencias genéricas y disciplinares, para asegurar que los
propositos formativos de la RIEMS se cumplan.

Cada vez es mayor el numero de investigadores educativos que se unen al estudio de los
errores y dificultades alrededor de los significados que desarrollan los estudiantes sobre la
correlacion y regresion lineal, asi como los retos didacticos que se desprenden a partir su
identificacion. Desde el punto de vista de Gea y Estepa (2012), la investigacion
desarrollada acerca de la ensefanza de las nociones estadisticas de correlacion establece
un compilado de creencias previas que influyen directamente en la emision de juicios de
asociacion. Entre ellas sefialan la existencia de concepciones erroneas como obstaculos
para el aprendizaje y la dificultad de distinguir distribuciones bidimensionales como una
clara evidencia de la necesidad de desarrollo de herramientas interpretativas que
permitan el acceso al concepto en cuestion, de las cuales se rescata para el presente
trabajo las siguientes:
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e La estimacion del coeficiente de correlacion es mas precisa a partir del diagrama de
dispersion que de otras representaciones, ademas, depende del tipo de actividad,
intensidad de la correlacion, tipo de covariacion, y tipo de dependencia (Sanchez,
Estepa y Batanero, 2000).

e Existe una gran dificultad para el razonamiento covariacional negativo (concepcion
unidireccional), esto es, los estudiantes perciben la dependencia sélo cuando ésta es
positiva, y asignando independencia al caso de asociacion inversa (Estepa, 1994;
Batanero, Estepa y Godino, 1997; Estepa y Batanero, 1996)

e La concepcion determinista de la asociacion. Los alumnos solo consideran la
asociacion desde un punto de vista funcional (Estepa, 1994; Batanero, Estepa y
Godino, 1996; Estepa y Batanero, 1996)

e La concepcion local de la asociacion. Los alumnos utilizan parte de los datos del
estudio y no el conjunto de todos los datos para emitir el juicio de asociacion (Estepa,
1994; Batanero, Estepa y Godino, 1996; Estepa y Batanero, 1996).

Consideramos que las dificultades y errores anteriormente descritos, estan presenten en
la mayoria de los estudiantes cuando se enfrentan al estudio de la regresion y correlacion
lineal.

En el CETMar o3, institucion donde se ha llevado el proyecto de docencia, existe una
ausencia de materiales didacticos, bibliografia, notas de clase de apoyo pertinentes para
la ensenanza de la estadistica que propicie aprendizajes significativos. Debido a lo
anterior se utiliza el libro de texto de probabilidad y estadistica del subsistema de la
Direccion General de Educacion Tecnoldgica Industrial (DGETI) en el cual se omite el
tema de medidas de correlacion, donde se encuentra el concepto de correlacion lineal,
ademas de establecer estrategias tradicionales de ensefianza que proponen la
mecanizacion de ejercicios, lo que no resulta acorde con nuestra vision educativa ni con
los planteamientos emanados de la RIEMS.

Ademas, existe una escasa aceptacion del uso de la tecnologia y en los casos en que se
acepta, generalmente es usada bajo un enfoque en que se percibe como una herramienta
solo para potenciar las capacidades humanas, a este entendimiento de la tecnologia se le
conoce como metafora amplificadora (Pea, 1987).

Diversas tendencias en la ensefianza y el aprendizaje de la matematica en general y de la
probabilidad y la estadistica en particular, sefialan la importancia de incorporar tecnologia
en la educacion estadistica tales como: calculadoras avanzadas, hojas de calculo,
paquetes estadisticos, software educativo; por mencionar algunas opciones, los cuales
son herramientas técnicas sumamente Utiles para resolver problemas de diferentes areas
profesionales pero también son Utiles como recursos didacticos pues pueden apoyar
automatizando calculos y graficas, en la exploracidn de los datos, en la visualizacion de
conceptos abstractos, en la simulacion de fendmenos, en la simulacién de problemas
reales, y/o constituyéndose en herramientas de colaboracion entre estudiantes, como lo
sefialan especialistas en educacion estadistica (Chance, 2007).
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No incorporar recursos tecnologicos como los anteriormente mencionados, es por un
lado una incongruencia con RIEMS en relacion a incorporar y desarrollar competencias en
el uso de tecnologias en los estudiantes y por otro lado es no atender uno de los
elementos presentes en las tendencias actuales en educacion estadistica en relacion a la
incorporacion del uso de la tecnologia para la reorientacion de la obtencion de los
resultados estadisticos arrojados por calculos, férmulas y/o técnicas hacia el analisis
estadistico encaminado a reducir la incertidumbre en una situacion dada, basado en la
interpretacion, evaluacion, aplicacion y reflexion acerca de dichos resultados (Ben-Zvi,
2001).

En consideracion a la problematica anteriormente planteada es que se propone como
trabajo una tesis de desarrollo docente cuyo objetivo general, el disefio de una secuencia
de actividades didacticas para promover un acercamiento intuitivo al concepto de
correlacion en los alumnos de Técnico en Electronica (TE) que cursan la asignatura de
Probabilidad y Estadistica en el CETMar 03.

2. Marco Teorico

El marco tedrico metodoldgico principal para el disefio e implementacion de las
actividades didacticas es la metodologia ACODESA (Aprendizaje en Colaboracion,
Debate Cientifico y Auto-reflexion) propuesto por Hitt y Cortes (2009), la cual es una
adaptacion a un acercamiento sociocultural del aprendizaje de las matematicas. Es
importante senalar que en esta metodologia, el profesor presenta una situacion
problematica que provoca la reflexion, no se pretende explicitarle a los estudiantes la
matematica que debe ser utilizada, ni dictaminar sobre lo realizado por los mismos en las
primeras etapas, salvo al final en el proceso de institucionalizacidn, es decir, es deber de
los estudiantes argumentar y validar sus producciones y es en el proceso de
institucionalizacion, donde el profesor resalta y presenta las diferentes representaciones
institucionales. A continuacion se describen muy brevemente las fases de la metodologia
ACODESA.

e Fase |. Trabajo individual (produccion de representaciones funcionales para
comprender la situacidn problema).

e Fase Il. Trabajo en equipo sobre una misma situacion. Proceso de discusion vy
validacidn (refinamiento de las representaciones funcionales).

e Fase lll. Debate (que puede convertirse en un debate cientifico). Proceso de discusion
y validacion (refinamiento de representaciones funcionales).

e Fase IV. Regreso sobre la situacion (trabajo individual: reconstruccion y auto-
reflexion).

e Fase V. Institucionalizacion. Proceso de institucionalizacion y utilizacion de
representaciones institucionales.

Aunque ACODESA establece cinco fases, después del debate (Fase Ill) se considera la
necesidad de regresar al trabajo en equipo (Fase Il) como preambulo a la auto-reflexion
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(Fase 1V) para que al interior de los equipos se socialicen las ideas planteadas en el debate
y se establezcan conclusiones sobre el trabajo que se realiza con el software Excel y
Fathom (herramientas utilizadas en la propuesta), en esta fase a través de los registros
tabular y grafico. Este tipo de trabajo se evitd antes a fin de no cohibir el surgimiento
espontaneo de representaciones funcionales que consideran pertinente fueran llevadas al
debate, pero que juega un papel importante para el acercamiento hacia las
representaciones institucionales brindando la oportunidad de que posteriormente sean
interiorizadas por el estudiante a través de la auto-reflexion.

3. Exposicion de la propuesta

La propuesta consta de tres actividades didacticas: La Catapulta, El Servomotor y
Celdas Solares, mismas que se han planeado de manera secuencial, representando, en el
momento de cierre de cada una de las actividades didacticas, una apertura para la
actividad didactica siguiente.

En su conjunto, las actividades didacticas buscan promover un acercamiento intuitivo al
concepto de correlacion en los estudiantes de Técnico en Electrdnica, que cursan la
asignatura de probabilidad y Estadistica en el CETMaro3. En este trabajo se presenta la
ultima de las actividades didactica titulada “Celdas Solares”, cuyo objetivo general es:

Que el estudiante construya un concepto cercano a la correlacion lineal realizando
translaciones entre los diagramas de dispersion, tablas numéricas e interpretaciones
verbales.

Y los objetivos especificos, que el estudiante:

a) Argumente los tipos de relaciones entre las variables observadas a través del uso de
la covarianza (Direccion).

b) Calcule el coeficiente de correlacidn lineal utilizando la covarianza y las desviaciones
estandar de las variables involucradas.

c) Participe de manera efectiva en equipos colaborativos.
d) Incorpore el uso de tecnologia para procesar e interpretar informacion.

Es importante enfatizar que no se pretende que en la actividad el estudiante realice los
calculos complejos que implican el coeficiente de correlacion, sino el acercamiento a la
comprension del concepto.

3.1 Caracteristicas de la actividad didactica.

Una caracteristica importante es que el contexto de la actividad esta relacionado
con una problematica familiar, su entorno social y profesional; el uso del software Excel y
Fathom; el uso de hojas de trabajo disefiadas de acuerdo a las fases de la metodologia
ACODESA, con la intencion de plantear las diferentes situaciones de la actividad
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didactica, y asi, brindar espacios para que los estudiantes registren sus respuestas a los
diferentes cuestionamientos.

3.2 El contexto de la situacion problematica de la actividad.

En la presente actividad se planea utilizar informacion histdrica real del consumo
de una familia de la regién y de las mediciones mensuales de los parametros
climatoldgicos de su ciudad desde Junio de 2011 hasta Mayo 2013. En este caso no se
utilizan los manipulables como apoyo didactico sino que se trabajara con la informacion
representada en la tabla de la actividad didactica, misma que se espera sea significativa
para los estudiantes, que permita el desarrollo de representaciones funcionales a partir de
informacion sobre un clima conocido y un elemento tecnoldgico (Celda solar) propio de la
carrera de Técnico en Electrdnica. Las temperaturas en el estado de Sonora, México,
durante el verano suelen ser muy elevadas, aproximandose con frecuencia a los 50 grados
centigrados.

3.3 Planteamiento de la situacion problema

La familia Gonzalez quiere instalar celdas solares en su casa para reducir el gasto
en consumo de energia eléctrica. Para conocer mejor el ahorro que puede significar su
instalacion, han solicitado a la compania proveedora de energia eléctrica un historial de
los registros del consumo mensual en los Ultimos afnos, ver Tabla 1.

Mes-afio | Consumo total deKwh | TM | Tm | SLP H PP \Y
jun-11 255 34.7 | 27.7 | 1007.5 | 42.3 o 9.4
jul-12 496 35 29 |1008.2 | 52.5 | 80.51 | 9.3
ago-11 539 35 29 |1008.6 | 52.5 | 71.89 | 7.9
sep-11 555 35.7 | 28.4 | 1009.6 | 56.1 | 40.13 | 6.6
oct-11 448 33.3 | 23.3 | 1010.6 | 45.3 o 5.2
nov-11 289 26.5 | 15.4 | 1015.1 | 52.2 | 30.23 | 5.2
dic-11 177 21.9 | 10.6 | 1017.5 | 48.7 | 3.56 | 4.3
ene-12 152 25.6 | 12.1 | 1016.7 | 46.9 o 4.2
feb-12 155 23.7 | 12.4 | 1015.4 | 45.4 | 0.51 | 5.7
mar-12 102 27.2 | 14.6 | 1013.7 | 30.6 0 6.7
abr-12 142 29 |[18.3|1011.8 | 33.9 o 7.5
may-12 197 33.5 | 23.8 | 1008.7 | 28.8 o 9
jun-12 380 34.9 | 28.3 | 1007.2 | 47.9 | 4.57 | 103
jul-12 615 34.9 | 29.4 | 1010 | 57.3 | 41.41 | 9.4
ago-12 801 35.3 | 29.5 | 1009.2 | 63.2 [ 117.34| 8
sep-12 606 34.3 | 27 |1010.9 | 63.5| 34.8 | 6.6
oct-12 492 32.4 | 22.3 | 1011.1 | 48.5 o 5.5
nov-12 328 28.7 | 18.3 | 1014.8 | 65.3 o 4.3
dic-12 229 24 | 13.7 | 1015.5 | 49.4 | 19.05 | 4.1
ene-13 323 22.9 | 11.3 | 1017.7 | 38.6 <] 4.9
feb-13 200 23.4 | 12 | 1015.5 [ 34.8 | 4.57 | 5.8
mar-13 179 28.5 | 16.4 | 1013.7 | 33.8 | 0.25 | 7.5
abr-13 156 28.9 | 18.5 | 10111 [36.4| o | 87
may-13 228 31.8 | 23.4 | 1010.7 | 39.1 o 9.4

Tabla 1. Relacidn entre la variable consumo de energia eléctrica y parametros
climatoldgicos.
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Ellos creen que debe existir una relacion entre el consumo de energia eléctrica y las
condiciones climaticas de la region, por lo cual obtuvieron en internet un historial de las
mediciones mensuales de los parametros climatologicos de su ciudad. ;Como corroborar
su creencia? ;Se tratara de una relacion lineal o de qué tipo?. Los parametros
climatoldgicos involucrados son los siguientes: Temperatura maxima (TM), Temperatura
minima (Tm), Presion atmosférica al nivel del mar (SLP), Humedad relativa media (H),
Precipitacion total de lluvia (PP), Velocidad media del viento (v).

3.4 Breve descripcion del analisis a priori de la actividad didactica

La descripcion se realiza considerando las diferentes fases de la metodologia
ACODESA. Para un mejor entendimiento de los analisis, la hoja de trabajo de la actividad
didactica “Celdas Solares” se presenta como anexo.

Fase |. En esta fase se espera que los estudiantes ya cuenten con el recurso de
representaciones funcionales del diagrama de dispersion para bosquejar una relacion
entre dos variables, dado que esto, fue promovido en las actividades didacticas
anteriores, que puedan hacer declaraciones mas puntuales de la direccion de la asociacion
a través de la covarianza.

En cuanto a la fuerza de la relacion solo se espera de los estudiantes un acercamiento
cualitativo a partir del bosquejo, debido a que no se ha profundizado en las actividades
anteriores en cuanto a esta caracteristica de la asociacion. Ademas se espera que los
alumnos incorporen argumentos mas acertados acerca de la direccion, utilizando un
bosquejo que se asemeje a un diagrama de dispersion para obtener a través de la
representacion grafica de la covarianza.

Fase Il. Aqui se espera que en equipo de triadas, los estudiantes utilicen la herramienta de
Excel para reafirmar la generalizacion de la covarianza a la cual se llego en la actividad
anterior, y a partir de ella puedan refinar los criterios para describir el tipo de relacion. De
manera que con el coeficiente de covariacion se puedan definir la direccion de la relacion,
pudiendo ser positiva, negativa o nula, asi como identificar si la forma de la relacion no
fuese lineal el valor del coeficiente de covariacion sera cercano a cero.

Ademas se espera que los estudiantes puedan tomar conciencia de la falta de argumentos
para describir la fuerza de la relacion. A manera de ejemplo en la Figura 1 se muestra una
pantalla de Excel para la variable temperatura minima.
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Figura 1. Pantalla de Excel de la Fase II. Calculo de covarianza para la variable
temperatura minimay la variable consumo de energia eléctrica

Fase lll. En esta fase se exponen los consensos de los equipos para ser cuestionados por
sus companeros, acerca de la relacion entre el parametro climatoldgico correspondiente y
el consumo de energia eléctrica en el hogar de los Gonzalez. Lo anterior se dara en un
primer momento utilizando el registro grafico para después realizar la translacion a
interpretacion numeérica del grafico. De esa forma se espera que se logren refinar un poco
mas las representaciones funcionales (graficas y numéricas) a través del debate y la
argumentacion. La situacion problema permitira tener datos reales en los cuales se podra
percibir lo que sucede en las posibles relaciones entre las variables consideradas y extraer
argumentos

Regreso a la Fase Il. En esta fase los equipos de tres estudiantes conformados
previamente incorporan la informacion de la Tabla 1 en el archivo de Fathon “Celdas
solares” donde podran apreciar:

e Undiagrama de dispersion con dos lineas trazadas en los valores medios (una pasa
por el eje x en el valor de media de los datos de la variable ubicada en ese eje y
otra pasa por el otro eje analogamente) que permite apreciar de manera rapida el
tipo de la posible relacion que existe entre el parametro o variable seleccionada y
del mesy el consumo mensual de energia en Kwh.

e Una tabla las desviaciones de cada variable (x; — X, y; —¥ ) y los productos de
estas.

e Un grafico que presenta los productos de las desviaciones y despliega el valor de
la media de los mismos (representando esta uUltima a la covarianza entre las
variables implicadas).
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Los cuestionamientos de las hojas de trabajo de esta fase, tienen como intension que los
estudiantes se acerquen a la construccion conceptual del coeficiente de correlacion a
través de la covarianza y las desviaciones estandarizadas, observando que cuando estas
son iguales los puntos en el diagrama de dispersion describen una forma lineal, como se
muestra en la Figura 2.

Al realizar el cociente entre valor de la covarianza y el producto de las desviaciones
estandarizadas, solicitado en la hoja de trabajo, los estudiantes podran observar en el
resumen del archivo de Fathom, el coeficiente de correlacion lineal, mismo que se
actualiza al manipular los datos del grafico. La Figura 3, muestra una pantalla de Fathon
donde se muestra lo anterior.

e S, P
o (V)
-

[ P = x o L

Figura 2. Pantalla de archivo Fathom usado en la Fase II.
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Figura 3. Pantalla de resumen de archivo Fathom usado en la Fase II.

Por Ultimo, se pretende que mediante la manipulacion grafica los estudiantes
establezcan el rango de valores que puede tomar el coeficiente de correlacion. Se espera
que se identifiquen que los valores solicitados en la hoja de trabajo de 20y -2 son valores
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imposibles de alcanzar y que en el proceso de manipulacion concluyan que los valores se
encuentran en el intervalo del 1 y -1. Asi mismo podran observar la tendencia de los
diagramas de dispersion en relacidon a los valores del coeficiente de correlacion lineal
como se muestra en la Figura 4 y la Figura 5.
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Figura 5. Pantalla de archivo de Fathom celdas solares para la variable SLP.

Fase IV. Los estudiantes realizan un trabajo extra clase, donde se espera que reflexionen
sobre lo construido en las fases anteriores y en las actividades anteriores sobre el analisis
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de datos bi-variados, la covarianza. Siendo estos conocimientos base para estructurar el
concepto de la correlacion (aunque hasta este momento no se le ha dado nombre).

Fase V. Para iniciar esta fase el docente usa el archivo de Fathom Illamado
Celdas_solares.ftm, que los estudiantes manipularon en el regreso a la Fase 2, que se
presentd en el proyector de video, para retomar los las preguntas cuestionamientos de la
hoja de trabajo de dicha fase y se recuperan participaciones de los alumnos, solo que en
esta ocasion el docente interviene para unir las respuestas que han surgido de los
estudiantes con una formalizacion mas institucional del concepto de covarianza.

También se presenta el archivo Simulacion de correlacion.ftm en el proyector de video,
para mostrar en una simulacion la manera en que cambia la correlacion en el diagrama de
dispersion, en la Figura 6 se muestra pantalla de Fathom de dicho archivo. Lo anterior
sucede al variar las medias, las desviaciones estandarizadas y el coeficiente de correlacion
por medio de controles deslizantes en el software, mientras se visualiza el valor de la
covarianza.

Se utilizara este archivo para institucionalizar las siguientes propiedades de la correlacion:

e La correlacion lineal solo mide la fuerza de una relacion lineal entre dos variables, es
decir, no describe relaciones curvilineas entre variables aunque sean muy fuertes.

e Una r positiva indica una asociacion positiva entre las variables. Una r negativa indica
una asociacion negativa.

e Lacorrelacion r siempre toma valores entre -1y 1 de manera que valores de r cercanos
a o indican una relacion lineal muy débil y su fuerza aumenta a medida que r se aleja
de oy se acerca a 1 0 a -1. Dicho de otra manera los valores extremos de r (-1y a 1)
solo se dan cuando existe una relacion lineal perfecta y los puntos del diagrama de
dispersion estan exactamente sobre una recta.

e "r" utiliza valores estandarizados de las observaciones, de manera que no varia
cuando cambiamos las unidades de medida de x, de y o de ambas.

S T T Ta——— . - -

- -_&'v.

Figura 6. Pantalla del archivo Simulacion de correlacion.ftm.

30



Revista AMIUTEM
Actividad didactica para promover el concepto...

4. Experimentacion: Un estudio de casos

A finales del semestre 2013-1 se realizd la experimentacion de la secuencia de
actividades didacticas disefiadas en este trabajo, misma que se aplicé a un grupo de
electronica de sexto semestre, que ya habian llevado el curso de Probabilidad vy
Estadistica durante el quinto semestre. Se considera que lo anterior, no influye en los
resultados de la propuesta, debido a que el tema de correlacion esta ubicado en la parte
final del curso y este fue atendido por el profesor con una presentacion de Power Point en
una sesion de una hora. Se contd con la participacion de 22 estudiantes en las tres
actividades de la secuencia didactica. El trabajo se realizé en el laboratorio de electrdnica,
mismo que esta acondicionado con estaciones de trabajo que cuentan con
computadoras, fuentes, osciloscopios, y equipo de medicion electrénica en general
necesario para el desarrollo de las actividades didacticas. El analisis de los resultados se
realizo mediante un estudio de casos, tomando como referencia los analisis a priori de las
diferentes etapas de la metodologia ACODESA de cada actividad didactica. Como
evidencias para los analisis se consideraron las hojas de trabajo, los archivos de Fathom y
Excel de los estudiantes, esto fue complementado con entrevistas y grabaciones del
trabajo realizado por los estudiantes.

5. Resultados

El analisis a posteriori detallado de la puesta en escena no se presenta en este
trabajo por cuestiones de espacio. En este momento solo se presentan algunos
comentarios de caracter general.

Para valorar en qué medida se alcanzd el objetivo general, se presentan las conclusiones
orientadas a analizar el logro de objetivos especificos planteados.

El primer objetivo especifico fue que el estudiante:

a) ldentifique la(s) variable(s) dependiente(s) e independiente(s) en un contexto
especifico.

Después de realizar un analisis de los resultados de la implementacion de la secuencia de
actividades didactica propuesta, se considera que el proceso al cual es sometido el
estudiante promueve de manera gradual pero efectiva la identificacion de las variables
dependientes e independientes. Sobre todo en la actividad didactica "celdas solares"
resulta ostensivo que la mayoria de los estudiantes identifican los tipos de variables que
se presentan en la situacion problema al realizar la produccion de un diagrama de
dispersion declarando las variables en los ejes respectivos. Hay que decir que en las
actividades anteriores existen muestras de que los estudiantes pueden realizar la
identificacion de las variables en cuestion solo que de manera menos consistente.

El sequndo objetivo especifico fue que el estudiante:

b) Use e interprete informacion presentada en graficos de datos bi-variados.
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En la revision de los analisis a posteriori, se encontré que la generacion de una
interpretacion verbal o numérica a partir de un diagrama de dispersion no es una
translacion sencilla para los estudiantes, al grado de que para algunos alumnos resultaba
dificil incluso la transcripcion de un grafico de este tipo. Sin embargo, conforme se
generaron representaciones funcionales, mismas que se fueron refinando vy
reconstruyendo en el transcurrir del desarrollo de las actividades didacticas, se observd
una mejora significativa en el dominio e interpretacion de la informacion representada en
un diagrama de dispersion.

El tercer objetivo especifico fue que el estudiante:
c) Cuantifique e interprete la direccion y la fuerza entre las variables.

Las primeras declaraciones realizadas por los estudiantes en la actividad "la catapulta"
acerca de la direccion de las relaciones en su mayoria fueron en términos de
proporcionalidad, mientras que para establecer la fuerza de las relaciones no se obtiene
evidencia de los alumnos expresen de manera verbal, numérica o grafica la fuerza de las
relaciones. Aunque en la seqgunda actividad se mejoraron las interpretaciones de la
direccidn y esto se logrd a través de la cuantificacion de la covarianza aunque persistian
los conflictos para la interpretacion de la fuerza. Los conflictos anteriores se minimizan en
la Fase IV y la Fase V de la ultima actividad didactica "Celdas solares", al realizar
translaciones entre registros para calcular el coeficiente de correlacion permitiéndoles
una interpretacion mas acertada.

El cuarto objetivo especifico fue que el estudiante:

d) Calcule el coeficiente de correlacidn lineal utilizando la covarianza y las deviaciones
estandarizadas de las variables involucradas.

En la Fase IV de la actividad “Celdas solares”, los estudiantes realizaron calculos del
coeficiente de correlacion de manera acertada, que integrado con el logro del objetivo
anterior permite que los estudiantes tengan acercamientos significativos a la
conceptualizacion de la correlacion lineal.

El quinto objetivo especifico fue que el estudiante:

e) Supere algunas de las concepciones errdneas y/o dificultades propias de la correlacion
lineal.

A través de los andlisis a posteriori de la secuencia didactica, se evidencian una serie de
concepciones erroneas de los estudiantes que fueron documentadas en la revision de
investigaciones en torno al concepto de correlacion, como son las concepciones erroneas
local, determinista y unidireccional. En el disefio de la secuencia didactica mismas se
realiza un esfuerzo por disiparlas. Se considera que dicho esfuerzo rinde frutos mientras
avanzan las actividades didacticas y se hacen ostensivos en las producciones graficas
generadas por los estudiantes para establecer una relacidn entre las variables asociadas.
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6. Conclusiones
Como conclusiones se plantean las siguientes:

El incorporar el uso de tecnologia en las actividades didacticas tanto del Software Excel,
como del Software Fathom, permitio trabajar simultaneamente con diferentes registros
de representacion semidtica del concepto de coeficiente de correlacion lineal,
promoviendo la coordinacion y/o asociacion de estos en la construccion del concepto en
estudio. Ademas el uso del software también permitio obviar calculos que son realmente
largos y tediosos, y que frecuentemente distraen a los estudiantes sobre el analisis y la
interpretacion correcta de conceptos que se ponen en juego en las actividades didacticas.
El uso de la tecnologia fungid como un puente entre los contextos y el objeto
matematico.

El incorporar a los estudiantes en un trabajo con la metodologia de ACODESA, abono al
desarrollo de algunas de las competencias genéricas que la RIEMS demanda, como son
que los estudiantes jueguen un rol activo en el proceso educativo, que expresen vy
comuniquen sus opiniones al resto de sus compaferos, fomentar el trabajo en equipo.

En relacion a los contextos se considera que lograron motivar a los estudiantes,
permitiendo que la mayoria de los estudiantes se involucraran activamente en el
desarrollo de las actividades didacticas.

Finalmente en base a los resultados de la puesta en escena de la secuencia didactica y de
los logros alcanzados de los objetivos particulares, se considera que el desarrollo de la
secuencia de actividades didacticas por los estudiantes, incide en buena medida en el
acercamiento intuitivo del concepto de la correlacién lineal.

Siendo la presente propuesta un primer acercamiento al logro del objetivo de la secuencia
didactica, se considera pertinente proponer las siguientes modificaciones con la intension
de lograr mejorar la propuesta y asi tener una mayor incidencia al logro del objetivo
planteado.

Concluimos planteando que el disefio de actividades didacticas utilizando la metodologia
ACODESA, implica una planificacion del docente bajo un rol docente centrado en el
aprendizaje, lo cual esta acorde con los planteamientos realizados por la RIEMS.
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Anexo

Hoja de trabajo de la actividad didactica “Celdas solares”

La familia Gonzalez esta a punto de instalar celdas solares en su casa para reducir el gasto
en consumo de energia eléctrica. Para conocer mejor el ahorro que puede significar antes
de instalar los paneles han solicitado a la companiia proveedora de energia eléctrica un
historial de los registros del consumo mensual del junio del 2011 a mayo del 2013. La
familia Gonzalez piensa que debe existir una relacidn clara entre el consumo de energia
eléctrica y las condiciones climaticas de la region, por lo cual obtuvieron en internet un
historial de las mediciones mensuales de los parametros climatoldgicos de su ciudad, ver
Tabla 1. ;Cémo corroborar su creencia? ;Se tratara de una relacion lineal o de qué tipo?

Tabla 1. Historial de las mediciones mensuales de los parametros climatoldgicos.

Mes-ano ™ Tm SLP H PP Vv
jun-11 34.7 27.7 |1007.5| 42.3 ) 9.4
jul-11 35 29 [1008.2| 52.5 | 80.51 | 9.3
ago-11 35 29 [1008.6| 52.5 | 71.89 7.9
sep-11 35.7 28.4 [1009.6| 56.1 | 40.13 6.6
oct-11 33.3 23.3 |1010.6 | 45.3 ) 5.2
nov-11 26.5 | 15.4 [1015.1| 52.2 | 30.23 | 5.2
dic-11 21.9 | 10.6 [1017.5| 48.7 | 3.56 4.3
ene-12 25.6 12.1 | 1016.7 | 46.9 0 4.2
feb-12 23.7 | 12.4 |1015.4| 45.4 | 0.51 5.7
mar-12 27.2 14.6 | 1013.7 | 30.6 o 6.7
abr-12 29 18.3 |1011.8| 33.9 ) 7.5
may-12 33.5 23.8 |1008.7| 28.8 o 9
jun-12 34.9 28.3 |1007.2 | 47.9 4.57 10.3
jul-12 34.9 | 29.4 | 1010 | 57.3 | 41.41 | 9.4
ago-12 35.3 29.5 [1009.2 | 63.2 |117.34 8
sep-12 34.3 27 |1010.9| 63.5 | 34.8 6.6
oct-12 32.4 22.3 |1011.1 | 48.5 0 5.5
nov-12 28.7 18.3 [1014.8| 65.3 o 4.3
dic-12 24 13.7 |1015.5| 49.4 | 19.05 | 4.1
ene-13 22.9 11.3 |1017.7 | 38.6 0 4.9
feb-13 23.4 12 | 1015.5| 34.8 | 4.57 5.8
mar-13 28.5 16.4 |1013.7 | 33.8 0.25 7.5
abr-13 28.9 | 18.5 |1011.1| 36.4 ) 8.7
may-13 31.8 23.4 |1010.7| 39.1 o 9.4

TM  Temperatura maxima (°C)
Tm  Temperatura minima (°C)
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SLP  Presion atmosférica a nivel del mar (hPa)
H Humedad relativa media (%)

PP Precipitacion total de lluvia (mm)

\Y Velocidad media del viento (Km/h)

Fase I. El docente les asignara un parametro climatoldgico para asociarlo con el
consumo de energia eléctrica y dar respuesta de manera individual a las siguientes
preguntas tomando en cuenta la informacion descrita en la Tabla 1.

En el espacio en blanco que aparece mas abajo, bosqueja la relacion entre el
parametro que te corresponde y el consumo de energia eléctrica. ;El bosquejo
sugiere la existencia de alguna relacion entre las variables? ;De qué tipo parece
ser?

Si la relacidn entre el pardmetro asignado y el consumo de energia eléctrica para
los Gonzalez se supone que es lineal ;Qué direccion tendria esa asociacion?
Argumenta.

Sosteniendo el supuesto anterior ;Qué tan fuerte consideras que es la relacion
entre estas variables?

a. Nula
b. Débil
c. Relativamente fuerte
d. Muy fuerte
Fase Il. (Parte 1) Capturen los datos en una hoja de Excel.

Obtengan el valor numérico de la covarianza entre el parametro asignado y el
consumo de energia eléctrica.

Contesta las siguientes preguntas a partir de lo obtenido en Excel:

2.

V.

En el espacio en blanco que aparece mas abajo, describe la direccion, la fuerzay la
forma de la relacion en funcion del valor de la covarianza.

Fase Ill. En el siguiente espacio representa las conclusiones a las que lleguen en el
grupo, a través de presentacidn resumida de las respuestas de los equipos y las
discusiones que se deriven de estas.

Fase Il (Segunda parte) Captura los resultados obtenidos en consenso grupal en la
parte anterior de la actividad en el archivo de Fathom "Celdas_solares.ftm".

Al capturar en el archivo los datos obtenidos podras apreciar:

Un diagrama de dispersion con dos lineas trazadas en los valores medios (una pasa
por el eje x en el valor de media de los datos de la variable ubicada en ese eje y
otra pasa por el otro eje analogamente) que permite apreciar de manera rapida el
tipo de la posible relacion que existe entre la temperatura media del mes vy el
consumo de energia (kWh).
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Una tabla las desviaciones de cada variable (x; — X, y; —¥ ) y los productos de
estas.

Un grafico que presenta los productos de las desviaciones y despliega el valor de
la media de los mismos (representando esta Ultima a la covarianza entre las
variables implicadas).

Por Ultimo, se muestran en un resumen los valores de las desviaciones
estandarizadas para el parametro asignado y el consumo de energia (kWh).

Después de analizar la informacion presentada responde con tu equipo las siguientes
preguntas:

1.

2.

¢Como es la direccidn de la relacion entre estas variables? Argumenta.

Manipulen los datos brutos del diagrama de dispersion hasta que la covarianza y el
producto de las desviaciones estandarizadas sean iguales.

Dividan el valor de la covarianza entre el producto de las desviaciones
estandarizadas. ;Qué valor han obtenido? Argumenta.

¢Qué pasa con las unidades de la covarianza y las desviaciones estandarizadas al
dividirlas?

Manipulen de nuevo los datos brutos del diagrama de dispersion de manera que
los resultados de la division sean los de |a tabla de abajo para después bosquejar el
grafico que obtuvieron en el espacio correspondiente al valor de la tabla:

20 0o -2 -1

Fase IV. La division entre la covarianza y el producto de las desviaciones
estandarizadas se representa con "r" y cuantifica la fuerza con la que estan
relacionadas las variables.

Encuentra r para los siguientes diagramas de dispersion dados la covarianza y las
desviaciones estandarizadas.

CV=5.83 Sx=6.665 Sy=13.25 r = Cv=78.6 Sx=6.75 Sy=13.96 r=___
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CV=2015.5 Sx=37 Sy=55.7 r=
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CV=-87.13 Sx=6.62 Sy=13.25 r=

2. ¢Cual es el rango de valores que puede tomar r? Argumenta.

3. Describe cdmo se comportan los valores de r cuando la relacion gana o pierde

fuerza.

4. ;Cémo es afectado el signo de r por la direccion de la relacion entre las variables?
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LAS TECNOLOGIAS EN LA PRACTICA DOCENTE DE LOS PROFESORES DE
MATEMATICAS DE UN CENTRO UNIVERSITARIO

Martha Elena Aguiar Barrera, Humberto Gutiérrez Pulido y Gabriela Interian Gomez
Universidad de Guadalajara, México

aguiarbarra@yahoo.com, humpulido@yahoo.com, gabrielita_yo@hotmail.com

Resumen

En este trabajo se reportan los resultados de un cuestionario que indaga aspectos tecnoldgicos de la
practica docente. La poblacion encuestada es el profesorado del Departamento de Matemaéticas del Centro
Universitario de Ciencias Exactas e Ingenierias (CUCEI) de la Universidad de Guadalajara. Se encontro que la
mayoria de los profesores manifiesta estar de acuerdo con el uso de las tecnologias para la ensefianza, pero
también la mayoria se da una calificacion reprobatoria en su uso. Existen diferencias en aceptacion de las
tecnologias por edad.

Palabras clave: Tecnologias, practica docente, matematicas.

1. Introduccion

La importancia que los profesores le otorgan al uso de las tecnologias para su
ensefianza y el uso que de ellas hacen, es el objetivo fundamental de este trabajo. Para
indagar sobre ello se analizan los resultados de la aplicacion de un cuestionario sobre el
conocimiento y uso de las tecnologias en el aula por parte de los docentes del
Departamento de Matematicas, que imparte materias de esta disciplina a las carreras del
Centro Universitario de Ciencias Exactas e Ingenierias (CUCEI) de la Universidad de
Guadalajara

Este cuestionario corresponde a la investigacion: La ensefianza de las matematicas desde
una perspectiva de género. El objetivo de dicho cuestionario fue obtener informacion de
la practica docente del profesorado del Departamento de Matematicas del CUCEI
considerando aspectos éticos, pedagogicos, cientificos, humanisticos y tecnoldgicos que
influyen en dicha practica. En este reporte solo se analiza la parte del cuestionario que
tiene que ver con las tecnologias. En especifico sobre el uso que el profesorado hace del
las tecnologias, tanto para integrar en sus clases los recursos digitales como son software,
documentos, pagina web, asi como, acceder a nuevos conocimientos a través del
Internet.

2. Objetivo

El objetivo fue analizar los aspectos tecnoldgicos de un cuestionario aplicado a los
académicos del Departamento de Matematicas del Centro Universitario de Ciencias
Exactas e Ingenierias e identificar si existen diferencias por edad y en el uso que de ellas
hacen.
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3. Marco Tedrico

De acuerdo con economistas, la utilizacion generalizada de las Tecnologias de la
Informacion y la Comunicacion (TIC) revoluciond la forma de producir, distribuir y vender
las mercancias (Serrano, 2006). De tal forma que actualmente las TIC son parte cotidiana
de un gran segmento del sistema productivo en el pais, por lo que su importancia en la
educacion no solo se deriva de su utilidad en el proceso de ensefianza aprendizaje, sino
también de su relevancia en los sistemas productivos y la necesidad de su utilizacion, por
parte de los futuros profesionistas, como herramienta para acceder al conocimiento y a
la informacion, y sequir aprendiendo durante la vida laboral. Se consideran analfabetas
cibernéticos y computacionales a aquellas personas que no tienen las competencias para
manejar las TIC (Garcia, Castillo y Aguilera, 2008); por lo que dejarlas fuera del proceso de
ensefnanza aprendizaje es un grave error. Sin embargo, a pesar de lo anterior, las TIC son
muy poco utilizadas en la escuela, mucho menos de lo que se requiere. Almerich, Suarez,
Jornet, y Orellana (2011) sefialan que el profesorado las usa poco para su autoformacion y
por consiguiente mucho menos en el aula.

Estos mimos autores, sefialan que las competencia de los profesores en el manejo de las
TIC se ha estudiado poco y al parecer se esta cumpliendo la paradoja de que coexiste un
elevado acceso a ellas junto con una reducida aplicacion en la actuacion docente
(Almerich et al, 2011). Aunque no necesariamente existe una relacidon directa entre el
manejo que tiene el profesorado de las TIC con su uso en el aula, lo que si es un hecho, es
que para poder hacerlo es necesario primero ser competentes en ellas. Por lo que es de
suma importancia conocer el conocimiento que de éstas tiene el profesorado.

4. Metodologia

En este trabajo se reportan los resultados de un cuestionario que indaga aspectos
tecnologicos de la practica docente. Es de aclarar, que dicho cuestionario también aborda
aspectos éticos, humanistas, pedagdgicos y cientificos, que no se reportan en este
trabajo. La poblacion encuestada es el profesorado del Departamento de Matematicas
del Centro Universitario de Ciencias Exactas e Ingenierias (CUCEI) de la Universidad de
Guadalajara, 96 docentes contestaron el cuestionario de un total de 130 de la lista
proporcionada por el Departamento. No se corresponde con una muestra puesto que se
invitd a participar a todos de manera voluntaria.

El cuestionario se diseid con base en la escala Likert, en donde se enlistan una serie de
afirmaciones y el profesor o profesora manifiestan su aceptacion o rechazo a través de
cinco opciones: 1) totalmente de acuerdo, 2) de acuerdo, 3) ni de acuerdo ni en
desacuerdo, 4) en desacuerdo y 5) totalmente en desacuerdo. Se opto por esta escala por
ser de facil disefio y especial para medir actitudes y opiniones (Méndez y Pefia, 2006).

El problema con esta escala, como se sabe, es que existe un sesgo hacia el acuerdo (Antz,
s/f). Una forma de disminuir este sesgo fue agregar un apartado, en la misma afirmacion
en donde se pregunta por el nivel de su practica, en una escala de o a 10. La instruccion
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fue la siguiente: Tomando en consideracion la afirmacion, no tu grado de acuerdo o
desacuerdo, en una escala de 0 a 10, ;en qué medida la llevas a la practica? De esta forma
se cuenta con un instrumento que recoge por un lado, la opinion del profesorado y por
otro, su nivel de practica (Estebaranz, 1991).

Para este informe se analizan cuatro preguntas de un total de 14, las cuales tiene que ver
con el uso del software, de plataformas como Moodle y el Internet. Las afirmaciones
analizadas son las siguientes:

A. El software libre es una alternativa para ensefiar matematicas como por ejemplo:
wxMaxima, SageNotebook; FreeMat, Kile, LabPlot.

B. Los software como el Maple, GeoGebra, Statgraphics son una buena herramienta
para el aprendizaje.

C. Las plataformas como Moodle son de gran apoyo para el proceso de ensefianza
aprendizaje.

D. LaInternet es dificil de usar por tanta informacion que proporciona.

Para corroborar la relacion entre la edad del docente, tanto con su opinidn sobre la
importancia de las tecnologias en la enseflanza como con su practica, se aplicd una
prueba ji-cuadrada (Pagano, 2011).

5. Resultados

Para facilitar el analisis se agruparon las opciones 1) totalmente de acuerdo y 2) de
acuerdo en Acuerdo; y 4) en desacuerdo y 5) totalmente en desacuerdo en Desacuerdo.
Como se observa en la Tabla 1, en su mayoria los profesores estan de acuerdo con el uso
de las tecnologias para la ensefianza, sin embargo existen diferencia a destacar, por
ejemplo la afirmacién con menos aceptacion es la C, con un 65.15 por ciento, que se
refiere al uso de plataformas como Moodle, en donde el 28.55 por ciento del profesorado
prefirid no opinar, esto es de llamar la atencidn puesto que dicha plataforma es la que
ofrece el Centro a sus profesores como una herramienta para complementar sus
actividades académicas presenciales, segun lo indica en su pagina de inicio
(http://moodle.cucei.udg.mx/).

En el extremo opuesto se encuentra la afirmacidn B, con un 84.3 por ciento de
aceptacion, la cual se refiere al uso de software como herramienta para el aprendizaje,
esto podria deberse en parte a que un buen niumero de los profesores que contestaron el
cuestionario curso la Maestria en Ensenanza de las Matematicas, en donde tiene especial
importancia el que los alumnos manejen software educativo como el GeoGebra. Le sigue
en aceptacion la afirmacion A, sobre el uso del software libre con un 75.4 por ciento, que
también tiene un porcentaje alto de docentes que prefirieron no opinar de un 20.55 por
ciento. Por Ultimo, se tiene la afirmacion D, en la cual por el diseiio de la afirmacion que
estd redactada en negativo el 72.4 por ciento se manifestaron en desacuerdo de que el
Internet es dificil de usar por la gran cantidad de informacién que maneja.
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Afirmaciones Acuerdo Sin Desacuerdo
opinion
A. El software libre es una alternativa para 75.4 20.55 4

enseflar matematicas como por ejemplo:
wxMaxima, SageNotebook; FreeMat, Kile,
LabPlot.

B. Los software como el Maple, GeoGebra, 84.3 10.3 5.15
Statgraphics son una buena herramienta para el
aprendizaje.

C. Las plataformas como Moodle son de gran 65.15 28.55 6.35
apoyo para el proceso de ensefianza aprendizaje.

D. Lalnternet es dificil de usar por tanta 9.95 17.6 72.4
informacion que proporciona.

Tabla 1. Grado de acuerdo con el uso de software, plataforma Moodle y la Internet para
apoyar el aprendizaje.

Como se menciono en el rubro de metodologia, el cuestionario consta de un apartado en
donde a los profesores se les pide se autoevalUen en una escala de o a 10 cuanto llevan a
la practica la afirmacion. De las cuatro afirmaciones solo tres pueden autoevaluarse
(Tabla 2), la D sobre el uso del Internet queda fuera por el disefio de su redaccion. La
calificacion que los profesores se asignan es reprobatoria en dos afirmaciones, Ay la C,
con 4.15 y 4.25 respectivamente, la primera se refiere al uso del software libre y la
segunda a la plataforma Moodle. Unicamente se dan una nota aprobatoria de 6.15, en la
afirmacion B, relacionada con el uso del software como el Maple, GeoGebra, Statgraphics
como herramienta de aprendizaje. Es de observar, en ambas mediciones, opinion (Tabla
1) y autoevaluacion (Tabla 2), los resultados mas altos los obtiene la afirmacion B.

Tomando en consideracion la afirmacion, en una escala de oa 10, sen Calificacion
qué medida la llevas a la practica? promedio
A. El software libre es una alternativa para ensefar matematicas como 4.15

por ejemplo: wxMaxima, SageNotebook; FreeMat, Kile, LabPlot.

B. Los software como el Maple, GeoGebra, Statgraphics son una 6.15
buena herramienta para el aprendizaje.

C. Las plataformas como Moodle son de gran apoyo para el proceso 4.25
de ensefanza aprendizaje.

Tabla 2. Uso de software y plataforma Moodle
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5.1 Analisis por edad

Al disefar las preguntas se partid del supuesto de que los profesores tienen
opiniones diferentes sobre el uso de la tecnologia de acuerdo con sus edades, por esto se
realizé un analisis de sus edades. Como se observa en el Histograma de la Figura 1, de
acuerdo con sus edades se diferencias claramente dos generaciones, la mas numerosa es
la que va de 44 a 62 afios con una moda de 55, y la mas joven con edades de 25 a 43 anos y
una moda de 36. El promedio de edad del profesorado es de 44 afios, con un mediana de
47y una moda de 51. La edad minima es de 25y la maxima es de 62 afos.

Distribucién de la edad de los profesores

18 F 3
15 | 4

12 F ]

frecuencia

o W o ©
T
1

25 35 45 55 65
Edad de los profesores

Figura 1. Histograma de distribucion de edades de profesores.

Los dos rangos de edades identificados en el Histograma (Figura 1) se tomaron en cuenta
para realizar el analisis, la primera, la generacion identificada como la mas joven, es la que
va de 25 a 43 anos; y la sequnda, la identificada como la generacion de mayor edad que va
de 44 a 62 anos.

Tomando en consideracion la edad se hizo una prueba ji-cuadrada (Pagano, 2011), para
cada una de las cuatro afirmaciones para estimar si la edad tenia influencia en la opinion
del profesorado, los resultados arrojan que para cada una de las preguntas la edad
influye, en donde los valores de P de la ji-cuadrada son menores que el nivel de confianza
0=0.05.

Afirmaciones Valorde Ji- Valor de
cuadrada P
A. El software libre es una alternativa para ensefar 35.86 0.0000

matematicas como por ejemplo: wxMaxima,
SageNotebook; FreeMat, Kile, LabPlot.

B. Los software como el Maple, GeoGebra, Statgraphics 28.52 0.0000
son una buena herramienta para el aprendizaje.

C. Las plataformas como Moodle son de gran apoyo para 26.64 0.0000
el proceso de ensefianza aprendizaje.

D. La Internet es dificil de usar por tanta informacion que 21.41 0.0003
proporciona.

Tabla 3. Valor de ji-cuadrada para cada afirmacion
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En la Figura 2 se muestra, como la generacion mas joven (25 a 43 anos) es la que presento
mayor aceptacion en todas las afirmaciones, sin embargo si analizamos en detalle los
resultados de la generacion de mayor edad (44-62) se puede apreciar como en el uso de
las plataformas Moodle y en la importancia del Intenet las diferencias no son muy
grandes, apenas de 9.23 por ciento y 7.79 por ciento respectivamente con respecto a la
generacion mas joven. Esto refleja un acercamiento en la forma de pensar de las dos
generaciones con respecto al uso de las plataformas como Moodle y la importancia del
Internet. Si se compara con el analisis general de la Tabla 1, se recordara que el uso de las
plataformas como Moodle fueron la que menor aceptacion manifestaron, en el analisis
por edades ambas generaciones tienden a aceptarlo con porcentajes bajos pero muy
similares de 69.23 para la generacidn joven y de 60 por ciento para la generacion de
mayor edad.

A. (El software libre es una alternativa para B. ¢ Los software como el Maple, GeoGebra,
ensefiar matematicas? Statgraphics son una buena herramienta para el
aprendizaje?

89,74%

100,00% 64,00% 9231% 37 55y,
100,00% 1
0,
50,00% 256%  6,00% 513% 6,12% I
Al F
0,00% 0,00%
En desacuerdo De acuerdo En desacuerdo De acuerdo
W 25-43 44-62 W 25-43 44-62
C. ¢Las plataformas como Moodle son de gran D. éLa Internet es dificil de usar por tanta
apoyo para el proceso de ensefianza aprendizaje? informacién que proporciona?

78,38% 70,59%

| 13,51% 7,84%
0,00% -
) (]

En desacuerdo De acuerdo

100,00% 69,23% 60,00% 100,00%

2,56% 10,00% ' ’

-
0,00%

En desacuerdo  De acuerdo

W 25-43 1 44-62 W 25-43 © 44-62

Figura 2. Grado de acuerdo o desacuerdo con el uso de software, plataforma Moodle y la
Internet para apoyar el aprendizaje por rango de edades.

Nota: La suma de los porcentajes para cada grupo de edad no es cien porque no incluye el
rubro: "Ni de acuerdo ni en desacuerdo"”.

También es de llamar la atenciéon como la diferencia mas grande entre las dos
generaciones se presenta en el uso del software libre con un acuerdo de 89.74 para la
generacion mas joven y de 64 por ciento para la generacion de mayor edad.
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A. éEn qué medida llevas a la practica el uso de B. éEn qué medida utilizas sotware como
software libre? Maple, GeoGebra, Statgraphics en la

445 ensefianza aprendizaje?

2

e

v 4,50 he 7,00 554

£ 3,90 $ 8,00 -

a 5 600

< 4,00 s

2 o 4,00

© (O]

=] < 2,00

g 30 e 0,00

w 25-43 44-62 a

25-43 44-62

R de edad de | f
ango de edad de los protesores Rango de edad de los profesores

C. ¢En qué medida utilizas plataformas como
Moodle en la ensefianza aprendizaje?

4,50
4,60
4,40
4,20
4,00

4,02

Evaluacion promedio
W
[0}
o

3,60
25-43 44-62

Rango de edad de los profesores

Figura 3. Autoevaluacion sobre el uso de TIC en el aula por rango de edades.

Nota: La suma de los porcentajes para cada grupo de edad no es cien porque no incluye el
rubro: "Ni de acuerdo ni en desacuerdo"”.

Por Ultimo, la autoevaluacidon de los profesores presenta la misma tendencia que se
reportd en los resultados de las afirmaciones, puesto que la generacion de mayor edad
(44 a 62) se otorga una calificacion reprobatoria en las tres afirmaciones, con valores
desde 3.90 la mas baja, hasta 5.54 la mas alta, aunque la generacion mas joven también
se autoevalua con una calificacion reprobatoria en dos afirmaciones su promedio de
calificacion es mas alta y se da un aprobatorio en la afirmacion B, que tiene que ver con
uso del software como el Maple, GeoGebra, Statgraphics como herramienta de
aprendizaje, al igual que en el analisis general.

6. Conclusiones

Como resultados generales se pueden destacar dos importantes: primero, la
mayoria de los profesores opina que es bueno utilizar la tecnologia en el aula; sequndo; la
mayoria se otorga una calificacion reprobatoria o apenas si aprobatoria en cuanto al uso
que de ellas hacen en el salon de clases. Esto puede deberse a la falta de incorporacion de
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estas herramientas en la curricula que es disefiada por ese mismo profesorado que se
resiste a usarlas.

En cuanto a la edad, como se esperaba existen diferencias en la importancia que el
profesorado le da las tecnologias como una herramienta para apoyar el aprendizaje asi
como en el uso que de estas hacen, la generacion mas joven (25 a 43 afnos) presenta un
grado de mayor acuerdo y manifiestan hacer un mayor uso de ellas en comparacion con la
generacion de mayor edad (44 a 62 afios).

Del analisis de las preguntas surgen otras dudas que merecen la pena investigar, como
por ejemplo el conocimiento que tiene el profesorado sobre el software libre y las
facilidades para utilizarlo en el aula.
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EL USO DE GEOGEBRA PARA SOLUCION NUMERICA DE INTEGRALES

Eloisa Bernardett Villalobos Oliver, Ma. Del Carmen Cornejo Serrano, Javier Ismael Sosa Pizano.
Instituto Tecnoldgico de Celaya, México

eloisa.villalobos@itcelaya.edu.mx,carmencornejoserrano@gmail.com, javig42@hotmail.com

Resumen

Las nuevas tendencias en la ensefianza hoy en dia estan orientadas al uso de software en las distintas areas
del conocimiento, donde las matematicas no son la excepcion. El propdsito de este trabajo es mostrar una
propuesta didactica para la soluciéon de un problema real mediante un applet disefiado con GeoGebra, para
lo cual es necesario aplicar métodos de integracion numérica, ya que el procedimiento analitico no es
posible.

Mediante el uso de applets con GeoGebra es posible manejar dindmicamente los objetos matematicos en
multiples registros de representacion dentro de esquemas interactivos, dificiles de lograr con los medios
tradicionales, como el lapiz y el papel, en los que se pueden manipular directamente estos objetos y
explorarlos. Lo importante es que el alumno interactie con el applet y observe los resultados de las
diferentes aproximaciones al variar los parametros y establezca conjeturas sobre la eficiencia de cada uno
de ellos.

Palabras clave: Villalobos-software, integracion numérica, GeoGebra, Simpson.

1. Introduccidn

Se ha observado que las tendencias en ensefanza en la actualidad van orientadas
al fortalecimiento de competencias, conocimientos y valores fundamentales para
aprender, lo cual confirma que los avances tecnoldgicos son un valioso recurso capaz de
acompanar a la ensefianza de distintas materias en cualquier etapa educativa. (Angel,
2001).

Uno de los primeros beneficios que se vislumbran con el uso de la tecnologia en los
procesos de ensefanza y de aprendizaje es la posibilidad de manejar dinamicamente los
objetos matematicos en multiples registros de representacion dentro de esquemas
interactivos, dificiles de lograr con los medios tradicionales, como el lapiz y el papel, en
los que se pueden manipular directamente estos objetos y explorarlos.

Cognitivamente, la utilizacidn de la tecnologia permite el manejo dindamico de multiples
sistemas de representacion de los objetos matematicos. Esta es una importantisima
contribucidon desde el punto de vista del aprendizaje. En la teoria de Duval (citado en
Educ.ar, 2008), los sistemas de representacion juegan un papel preponderante en la
comprensidon del estudiante acerca de los objetos matematicos. Los sistemas de
representacion son de tres tipos: registro algebraico, registro grafico y registro de la
lengua natural, cada uno con sus propias reglas y significacion (Educ.ar, 2008).
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En la actualidad se ha desarrollado una diversidad de software de matematicas con
intenciones distintas, de acuerdo con el contenido matematico que se quiera aprender.
Asi, tenemos software para aritmética, estadistica, geometria, algebra, precalculo y
calculo. En algebra y calculo existe un gran nUmero de software que buscan aprovechar el
manejo de multiples registros de representacion y la interaccion del estudiante con la
herramienta, para lograr un conocimiento distinto al tradicional. El alumno puede
explorar los problemas, trabajar con situaciones problema mas complejas y reales,
desarrollar una aproximacion mas inductiva y empirica en vez de la tradicional
aproximacion de tipo deductivo y algebraico.

Hoy en dia se encuentran disponibles en el mercado programas del area de matematicas
que combinan la facilidad de uso de un procesador de texto con una potencia de calculo
(tanto numérico como simbdlico) y de representacion grafica realmente destacables, tal
es el caso de GeoGebra, este programa gratuito se esta convirtiendo en una herramienta
revolucionaria en la ensefanza y aprendizaje de las Matematicas. GeoGebra permite
realizar construcciones dinamicas, facilmente exportables a aplicaciones web, en las que
es posible manipular las expresiones (geométricas, numéricas, algebraicas o tabulares) y
observar la naturaleza de las relaciones y propiedades matematicas a partir de las
variaciones producidas por nuestras acciones. En su corta historia ya ha obtenido una
serie de prestigiosos premios a la calidad didactica y ha sido traducido a mas de 4o
idiomas.

El proposito de este trabajo es mostrar una propuesta didactica para la solucidn de un
problema real mediante un applet disefiado con GeoGebra, para lo cual es necesario
aplicar métodos de integracion numeérica, ya que el procedimiento analitico no es posible.

2. Marco Teorico

2.1 Integracion numeérica

Los métodos de integracion numeérica se usan cuando f(x) es dificil o imposible
de integrar analiticamente, o cuando se parte de un conjunto de valores tabulados. La
estrategia acostumbrada para desarrollar formulas para la integracion numérica consiste
en hacer pasar un polinomio por puntos definidos de la funcion y luego integrar la
aproximacion polinomial, asi surgen varios métodos reconocidos como los métodos de
Newton Cotes (Quintana, Villalobos y Cornejo, 2005).

Las formulas de integracion de Newton-Cotes son los esquemas mas comunes en la
integracion numérica. Se basan en la estrategia de reemplazar una funcion complicada o
un conjunto de datos tabulares con alguna funcion aproximada que sea mas facil de
integrar.

| = jb f(X)dx = jb £ (x)dx
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En donde f,,(x) es un polinomio de la forma

f (x)=a, +ax+a,x*++a, X" ++ax" (2)

La integral puede aproximarse por medio de diferentes polinomios que aproximen la
funcion o los datos sobre intervalos de longitud constante.

2.2 Método del trapecio

La primera férmula cerrada de Newton-Cotes corresponde al caso en el que el
polinomio de la ecuacion (2) es de primer orden. La figura 1 muestra cémo el area bajo la
funcidn es aproximada por medio de un trapecio.

fi2
SJimd

S

X
L (a) A

Figura 1. Aproximacion del drea mediante un trapecio.

(Base Mayor + Base Menor) (Altura)
2

Area =

(3)

| :g[f(x0)+ f(x)] (4)

Una manera de mejorar la exactitud de la regla del trapecio es la de dividir el intervalo de
integracion [a, b] en un conjunto de segmentos (Figura 2) y aplicar el método a cada uno
de ellos. Se suman las areas de los segmentos individuales y se obtiene la integral en el
intervalo completo. A las ecuaciones resultantes se les conoce como formulas de
integracion de segmentos multiples o formulas de integracion compuestas.

Sihayn + 1 puntosigualmente espaciados, habra n segmentos de igual anchura (h).

h=—— (5)

La integral total se representa como la suma de las integrales parciales:
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=" £ dx+ [ )dx+...+ [ (x)alx
X % X1 (6)

Jix)

x )
e o
Jix
f':x::'// \
Jlxd ﬂ«"ﬁ]'//
] -~
) h
x.=h

k' ] X L X.a x X

Figura 2. Esquema de la regla del trapecio con segmentos multiples.

Sustituyendo la regla del trapecio para cada una de las integrales:

Do T ) 0 ) ) ()
2 2 2 (7)

Mediante la agrupacion de términos se obtiene la formula general del método del
trapecio:

| = {f(xo) + 2 Zf f(x) + f(Xn)}

i=1

N

2.3 Método de Simpson 1/3

La regla Simpson 1/3 resulta cuando en la ecuacion (1) se reemplaza F(x) por un
polinomio de Newton-Gregory de sequndo orden (parabola). En este método se tienen
tres puntos por cada parabola. Los limites de integracion corresponden a dos de los tres
puntos que la forman. El tercer punto es el valor medio de los limites de integracion. La

figura 3 muestra la aproximacion a la funcién f(x) .

Para obtener la formula de integracidn, se sustituye el polinomio de Newton Gregory en
diferencias progresivas de segundo orden y se realiza la integracion.

K?-K

X2

[Tteoax = ") dx = |

{ f(x,) + KAf (x,) +
Xo Xo

A? f(xo)} dx
(9)
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1= [0 | %)+ KAF(x,) + KE-K f(x,) | dK
i 2 (20)
h
| = 3 [f(x0)+4f(x1)+f(xz)]
(11)

S

Jin)
"

x
k! kY X

Figura 3. Representacion grdfica de la régla Simpson 1/3

Si se generaliza la formula para n segmentos, se debe cumplir que n sea par:

n, n

=2 1000+ 1 (6,) 425 F () +43 F (3.

(12)

2.4 Método de Simpson 3/8

Siguiendo el procedimiento descrito anteriormente es posible obtener el método
de Simpson 3/8 utilizando un polinomio de Newton Gregory en diferencias progresivas de
Tercer orden, utilizando cuatro puntos y 3 segmentos:

J 1:00dx =§h[ (%) +3F (%) +3F () + £ (x)] -

Si se generaliza la formula para n segmentos, se debe cumplir que n sea multiplo de tres:

n

I ::h f(x,)+ f(xn)+2§: f(xy)+3 nif(xi)

i#3,6,9...
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3. Metodologia

En este apartado se describen los pasos a sequir para construir un applet con el
Software Geogebra en donde se apliquen los diferentes métodos de integracion descritos
anteriormente, para encontrar la longitud del arco de entrada a San Luis Missouri, U.S.A.

Los parametros de entrada, como son el método a elegir y el nUmero de segmentos, los
podra modificar el usuario y estan determinados por las caracteristicas del arco.

El usuario podra observar la grafica de la funcion, asi como el area bajo la curva que
representa la integral segun el método seleccionado, calculara el area, y podra variar
algunos parametros para experimentar y obtener diferentes aproximaciones a la solucion,
lo importante es que el alumno interactUe con el applet y observe los resultados de las
diferentes aproximaciones al variar los parametros y establezca conjeturas sobre la
eficiencia de cada uno de ellos. Este applet también se puede utilizar para aproximar

[ () dx

cualquier integral de la forma

L | ! v [ SR

Figura 4. Arco Gateway. San Louis Missouri. (Wikipedia, 2013)

El arco de Gateway se modela mediante la ecuacion:

y = 693.8597 — 68.7672 cosh(0.0100333x)

Donde: —299.2239 < x < 299.2239 esta dada en pies.

4. Planteamiento del problema
Para encontrar la longitud de arco se utiliza la siguiente ecuacion (Stewart, 2010):

b dy 2
L = '[a 1+ (&j dX
(16)
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Al derivar la ecuacion (15) se obtiene:
% =—-0.689961sinh(0.0100333x)
(17)

Al sustituir la ecuacidn (17) en la ecuacion (16) se obtiene la siguiente integral:

L= [ 1+(-0.6899615inn(0.0100333x))’ dx

—299.2239

(18)

Como se observa, esta integral es muy dificil de evaluar de manera explicita, por lo que se
utilizaran varios métodos numéricos para resolverla: el método del trapecio, el método de
Simpson 1/3 y el método de Simpson 3/8 (Quintana et al. 2005).

La aproximacion dependera del numero de segmentos que se utilice para cada método,
recordemos que para el método del trapecio no existe ninguna restriccion, para el
método de Simpson 1/3 el numero de segmentos debe ser par y para el método de
Simpson 3/8 el numero de segmentos debe ser multiplo de tres.

5. Exposicion de la propuesta
A continuacion se presenta la construccion del applet utilizando el método de
Simpson 1/3, los otros métodos son similares.

A) Se inicia el programa GeoGebra, teniendo en cuenta que se debe actualizar la
version constantemente. El programa muestra la pantalla principal donde aparece la vista
grafica en la parte derecha y la vista algebraica en la parte izquierda, también se muestra
la barra del menu principal con algunos iconos con diferentes comandos (ver Figura 5).

@

Figura 5. Pantalla de inicio.

B) Crear deslizadores para los limites de la integral.
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Se crean dos deslizadores. El primero tiene como funcion indicar el limite superior de la
integral y el segqundo indica el limite inferior de la misma. Para crear el deslizador se

a=2
selecciona el icono &==del menu principal y se da clic, ensequida se despliega una
ventana con algunas opciones de las cuales se selecciona la opcion Deslizador, como se
ilustra en la Figura 3. Al ingresar a esta opcion aparece otra ventana que contiene las
opciones “Numero”, “Angulo” y “Entero”, en este caso se selecciona “NUmero”. En la
opcion “Intervalo”se introduce como minimo -300 y como maximo 300 y en la opcién *
incremento” se introduce 1. Por Ultimo se les asigna el nombre. El primer deslizador se
llama LIM_{SUP} (ver Figura 6) mientras que el sequndo deslizador se [lama LIM_{INF}.

=i~

Anc

Deslizador
{ o X

,N 1/3 | (9] cCaniils de Gantrol pars Mostrar / Ocultar Objetos N\ \

| —

NO/MB | ||GK] inserta Botén ) 3

'Q—il o=1] Casilla de Entrada

Deslieanao
H

Nombre
o NUmerro

’ 1M
Angulo ool it

Rntero | Aleatario

Intervalo | Deslizador | Anlmacidn |

Min 200 Max 100 Inoremento 1

] Aphca || Cancela k

- o—

Figura 6. Creacidn de deslizadores para los limites de la integral.

@) Crear el deslizador para el nUmero de segmentos.

Como se sabe el método del trapecio, Simpson 1/3 y Simpson 3/8 trabajan con un
determinado numero de segmentos. Para indicar el nUmero de segmentos también se
utiliza un deslizador que permite cambiar el nUmero de segmentos, sabiendo de ante
mano que conforme se incrementa el nUmero de segmentos la aproximacion mejora.

Para introducir el deslizador se sigue la secuencia del paso anterior, se le nombra NUM,
con un intervalo de o0 a 100 e incrementos de uno.

D) Construir la casilla de entrada y la funcion.

Una vez creados todos los deslizadores necesarios se procede a insertar la funcién con la
que se va trabajar, la ecuacion (18), como se muestra en la Figura 7.

Erirada: sqrt{1+(-0.69 senh(0.01)y)

Figura 7. Entrada de la funcion.
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Se insertar una casilla de entrada la cual permite modificar la funcion con la que se esta

a=2

trabajando. Para insertar dicha casilla se selecciona el icono &= del menu principal se da
clicy se selecciona la opcion casilla de entrada (ver Figura 8).

= =)

ac2 Deslizador

[¥]* Casilla de Control para Mostrar / Ocultar Objetos
[
[©K] Inserta Botén

<« a=|1]  Casilla de Entrada

Figura 8. Creacidn de la casilla de entrada.

Enseguida se da clic en el lugar donde se quiera posicionar la casilla en la vista grafica y
posteriormente se inserta su nombre y el objeto que se va vincular (ver Figura g).

Pz =

Figura 9. Campo de texto de la casilla de entrada.

E) Entrada de los puntos limites.

\\Wp¥ /4

Ahora se introducen los dos puntos limites, los cuales se moveran por todo el eje “"x"en
funcion de los deslizadores que contienen los limites de la integral, para esto se introduce
en la barra de entrada la siguiente instruccion (LIM_{INF},0) para el punto inferior y
(LIM_{SUP},0) para el punto superior (ver Figura 10).

Entrada: (LIM_{SUP},0)

Figura 10. Instruccion para los puntos limites.

F) Calcular el incremento en los valores de x (DELTA X).

Una vez creados todos los pardmetros necesarios se procede a crear el incremento en los
valores de x, el cual se llama DELTA_Xy se obtiene de la diferencia entre el limite superior
y el limite inferior dividida entre el nUmero de segmentos (ver Figura 11).
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Entrada: DELTA_{Z}=(LIM_{SUP}-LIM_{INF})/NUM

Figura 11. Incremento en los valores de x (DELTA x).

Para implementar el método del trapecio, Simpson 1/3 y Simpson 3/8, se tienen que
generar varias listas:

G) Crear la lista de valores que toma la variable independiente.

Para crear esta lista se introduce en la barra de entrada el comando Secuencia, donde
aparecen tres opciones de los cuales elegimos la tercera (ver Figura 12).

Entrada: Secuencia[5 =105, <Variable>, <Valor Inicial>, <Valor Final>, <Incremento> |

Figura 12. Comandos para crear la lista de valores que toma la funcidn.

Se introduce en <Expresion> delta(x + i), esto indica que en cada secuencia se suma el
valor de delta. En la opcidn <Variable> se introduce el contador “i”, después se inserta el
<Valor inicial>, en este caso el valor corresponde al que se obtiene restando el valor de
delta al punto inferior, ya que la funcion se debe evaluar desde el punto inicial, de igual
manera el <Valor Final> corresponde al valor obtenido al restar el valor de delta al punto
superior. Por Ultimo en la opcidn <Incremento> se introduce el valor de delta, que ya se
calculd en el paso 6 (ver Figura 13).

Definician: Secuenciali + DELTA_{X}, i, ¥(B) - DELTA_{)(, x(A) - DELTA_{}, DELTA_{)]

Figura 13. Datos para crear la lista de valores que toma la variable independiente.

Para darle nombre a la lista solo se tiene que dar doble clic sobre ella en la ventana
algebraica, seleccionar la opcion propiedades de objeto y modificar el nombre en el
espacio que tiene en la ventana. La lista se llama "VALORES DE X" (ver Figura 14).

Basico | Color | Avanzado | Programa de Guien - Scripting

Nombre: | VALORES_{DEX}
Definicion: | Secuenciafi + DELTA_{}, i, ¥(B) - DELTA_{} x(A)- DELTA_{X}, DELTA_{X]

Figura 14. Lista de valores que toma la variable independiente.

H) Crear lalista de valores de la funcidn.

Después de haber realizado la lista de los valores de la variable independiente, se
procede a crear otra secuencia que se llama “VALORES DE LA FUNCION” donde se
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evalua la funcion para todos los valores de la variable independiente de la lista *VALORES
DE X”. Se escribe en la barra de entrada el comando Secuencia, solo que en este caso se
selecciona la segunda opcion como se muestra en la Figura 15.

Entrada: Secuencial <Expresion=>, <Variable>, <Valor Inicial>, <Valor Final> ]

Figura 15. Comandos para crear la lista de los valores de la funcion.

Se introduce en <Expresion> el comando Elemento, en la opcion <Lista> se introduce
“VALORES DE X", en la opcion <Posicion del Elemento> introducir “i”, en la opcion
<Variable> se introduce el contador “i”, después se inserta el <Valor inicial>, en este caso
el valor corresponde a 1, de igual manera el <Valor final>, corresponde al nimero de
segmentos mas 1,"NUM+1". Esta lista se llama “"VALORES DE LA FUNCION" (ver Figura
16).

Entrada; Secuencia[f{Elememto[WALORES _{DE X3}, 1]), i, 1, NUM + 1]|

Figura 16. Datos para crear la lista de valores que toma la funcion para ser evaluada.

Para implementar el método de Simpson 1/3 se utiliza la ecuacion (12):

ny n
2 2
Integral S,, :g f(x,)+ f(x,) +22 f(xy) +4Z f(Xy4) (12)
i=1 i=1
1) Realizar las sumatorias de los elementos pares y elementos impares.

Para elaborar la sumatoria de los elementos pares se procede a utilizar el comando
Suma seguida del comando Secuencia y el comando Elemento (ver Figura 17).

Enfat: StmafSecoencialBemento] Lista>, Posicin de Bemento (nimero o valor umetico | <Variabe, <k i, <Vl Fina, dncwwwﬂ

Figura 17.Comandos para crear la sumatoria de los elementos pares.

En la opcion <Lista > se introduce "VALORESDELAFUNCION" en la opcion <Posicion del
Elemento> introducir “i”, en la opcion <Variable> se introduce el contador “i”, después se
inserta el <Valor inicial>, en este caso el valor corresponde a 2, el <Valor Final> es el
numero de segmentos y el <Incremento> es de 2, ya que se suma solo los elementos
pares (Ver Figura 18). Esta secuencia se llama "SUMA ELEMENTOS PARES".

A\ /4
|

Entrada; Suma[Secuencia[Elemento[VALORESDELAFUNCION, i], i, 2, NUM, 2]]|

Figura 18. Datos para crear la sumatoria de los elementos pares.
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Para realizar la segunda sumatoria se sigue la misma secuencia descrita anteriormente,
solo que ahora se suman los elementos impares. Para esta sumatoria el< Valor Inicial> es
3y la lista se llama "SUMA DE ELEMENTOS IMPARES”(ver Figura 19).

Entrada; Suma[SEcuencia[ElememuWALﬂHESDELAFUHEIDH,iI Jy ,NUM2 1]

Figura 19. Datos para crear la sumatoria de los elementos impares.

J) Introducir en la barra de entrada la formula de Simpson 1/3.

Una vez que ya se tienen todo lo necesario para aplicar el método de Simpson 1/3, se
introduce en la barra de entrada la ecuacion (12), precedida de ‘la condicion logica “SI”,
para indicar que sélo se lleve a cabo la operacion si el residuo de la division del nUmero de
segmentos entre dos sea cero, ya que el método de Simpson 1/3 trabaja solamente con
numero de segmentos pares, como se describe en la siguiente instruccion:

Si[Resto[NUM, 2] £ 0, (Elemento[VALORESDELAFUNCION, 1] + Elemento[VALORESDELAFUNCION, NUM + 1]
+2SUMA_{ELEMENTOS IMPARES} + 4SUMA_{ELEMENTOS PARES}) DELTA_{X} / 3]

El método de Simpson 1/3 se obtiene cuando se realiza un ajuste polinomial de sequndo
orden en la aproximacion de la integral, por lo tanto para realizar todos los ajustes
cuadraticos correspondientes se deben conocer tres puntos del polinomio.

K) Generar los puntos que se utilizan en el ajuste cuadratico.

Para generar los puntos que se utilizan en el ajuste se crea una Lista con el comando
Secuencia, tal como se muestra en la Figura 20, la cual se llama “LISTA DE PUNTOS".

Entrada: Secuencia[(Elemento[VALORES_{DEX},i],Elemento[VALORESDELAFUNCION,]),i,1,NUM#1]

Figura 20. Datos para crear la lista de puntos que se utilizan en el ajuste cuadratico.

L) Crear los polinomios de ajuste cuadratico.

Para mostrar las curvas de ajuste cada tres puntos, se utiliza una secuencia como se
describe a continuacion. Esta lista se llama “"AJUSTE CUADRATICO”(ver Figura 21).

Entradla: Secuencia[AjustePolinomico[Elementa[LISTA_{DEPUNTOS},) Elemento[LISTA_{DEPUNTOS},i+1} ElementofLISTA_{DEPUNTOS},i+2],2],,1NUM.2]

Figura 21. Datos para crear la lista de los ajustes cuadraticos.

M) Disenar el sombreado del area bajo cada ajuste cuadratico.

Para visualizar el area bajo la curva de cada polinomio se crea una Lista de las integrales
bajo la curva de cada ajuste cuadratico, utilizando el comando Secuencia. Estas integrales
se realizan desde sus limites iniciales, hasta sus limites finales, para esto se utiliza el
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comando Elemento. En cuanto a la secuencia su <punto inicial> es 1y su <punto final> es
el nUmero de segmentos dividido entre dos ya que este es el nUmero de ajustes
cuadraticos. Esta lista se llama” AREA BAJO LA CURVA 1/3"(Ver Figura 22).

Enlrade .Secuencialnegd[MlstePoIinﬁmico[EIemalto[M)SIE.{CURDRMICO]JlBemeIKONALORES_[DEX],Zi1].Benem0(VWES,[UB(}.2i*1]],L1JIH'2,11|

Figura 22. Datos para crear la lista del drea bajo la curva de cada polinomio de sequndo

orden.

N) Insertar un texto con el nombre de cada método y vincularlo con su valor
obtenido.

Para mostrar el resultado de cada uno de los métodos se inserta un texto el cual esta
vinculado con el resultado de cada método, para esto se posiciona el cursor en el icono

ARC

“se da doble clic y se selecciona la opcidn “Insertar texto”, después se muestra una
ventana donde se escribe el nombre del texto sequido por el nombre del objeto que se va
vincular (ver Figura 23).

anrta image

b Apuda . Canmin

Figura 23. Texto para' el método del tr'apecio.

De igual manera se realiza el mismo procedimiento para el método de Simpson 1/3y 3/8.
0) Crear las casillas de control para cada método.

Por ultimo se introducen las casillas de control para mostrar y ocultar objetos. Para crear

estas casillas se posiciona el cursor en el icono .del menu principal y se da clic,
enseguida se despliegan alguna opciones de las cuales se selecciona “Casilla de Control
para Mostrar/Ocultar Objetos”, después se muestra una ventana donde se escribe el
nombre de la casilla y se seleccionan los objetos de la construccion o de la lista (ver Figura

24).
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e

Figura 24. Casilla de control para el método del trapecio.

6. Resultados

En la Figura 25 se muestra el resultado de la integral definida mediante el método

de Simpson 1/3 para 36 segmentos, este resultado corresponde a la longitud del arco de

Gateway, donde las curvas en color morado corresponden a los ajustes cuadraticos vy el
sombreado verde corresponde al area bajo la curva.

INTEGRAL g incop 1 o7 14683 /}. \.

o‘.ﬂ: \ /\ ; /
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~ TRAPELD

Qq’i' ‘
Figura 25. Método de Simpson 1/3 para s— I299-2239 \/1 +[—0.689961sinh(0.0100333X)% dx

—299.2239

En la Figura 26 se muestra el resultado de la integral definida mediante el método de
Simpson 3/8 para 36 segmentos, este resultado corresponde a la longitud del arco de
Gateway, con sus respectivos ajustes cuadraticosy area bajo cada polinomio.
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Figura 26. Método de Simpson 3/8 para s _ [**** ) |0 689961sinh(0.0100333x)dx

—299.2239

En la figura 27 se muestra el resultado de la integral definida mediante el método del
trapecio para 36 segmentos, este resultado corresponde a la longitud del arco de
Gateway, donde las lineas en color verde corresponden a los ajustes lineales y el
sombreado azul corresponde al area de cada trapecio.
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Figura 27. Método de Simpson 3/8 s=[" " J1+[-0.689961sinh(0.0100333 ) dx

—299.2239

7. Conclusiones

Las ventajas del uso de GeoGebra en la ensefianza de las matematicas son varias: permite
al profesor explicar conceptos que, de otra forma, quedarian en un nivel de abstraccion
dificil de asimilar por muchos estudiantes en un tiempo breve; permite una participacion
mucho mas activa y creativa por parte del estudiante ya que puede experimentar a su
gusto (de forma guiada o no por su profesor) lo cual le permite obtener conjeturas y
extraer conclusiones. Esto abre a cualquier estudiante con minimos conocimientos
informaticos toda una gama de posibilidades para su aprendizaje.
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Este programa puede actuar como un potente laboratorio matematico que acompanara
siempre al estudiante en su proceso de aprendizaje, permitiéndole realizar pruebas
complejas de calculo numérico y simbdlico, trasladando asi soluciones y estrategias
desde los contextos tedricos originales a otros nuevos mucho mas inteligibles para él. Por
si las razones anteriores no fuesen suficientes, hay, ademas, otra razon de peso: la
individualizacion del proceso de ensefanza. En efecto, el uso de este tipo de software
facilita la adaptacion curricular a las necesidades e intereses de cada alumno,
convirtiéndose asi en el complemento perfecto del profesor y de los materiales: cada
alumno podrd reforzar, con ayuda de este tipo de programas, aquellos puntos
conceptuales que le resulten mas dificiles de asimilar, y practicar con ellos tantas veces
como su tiempo (y ganas) lo permita. (Angel, 2001)

Los profesores deben adaptar su metodologia a estas nuevas herramientas y hacer un
esfuerzo para conocer su funcionamiento, a pesar de las dificultades que implica poner en
practica cualquier propuesta de innovacion, tanto en cuestiones metodoldgicas como
curriculares, en cualquiera de los niveles de ensefnanza.
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Universidad de Guadalajara, México

alerincong@hotmail.com, jose.villalpando@red.cucei.udg.mx, lourdes.guerrero@gmail.com,
cmartinez@cinvestav.mx

Resumen

La investigacion se centro en el disefio y experimentacion de actividades para el aprendizaje de la
geometria en secundaria; en particular, del concepto de semejanza de triangulos. Estas actividades hacen
uso del software Geogebra y una metodologia que implica Aprendizaje Colaborativo, Debate Cientifico y
Auto-reflexion, mejor conocida como metodologia ACODESA (por sus siglas en francés). Los resultados de
la experimentacion reflejan un mejor aprovechamiento en los resultados sobre el concepto de semejanza,
en los estudiantes que utilizaron las actividades propuestas con respecto a aquellos que trabajaron el tema
de manera usual. Asi mismo, ademas de mostrarse motivados hacia el estudio de la geometria, estos
estudiantes muestran un nivel mayor de reflexion y analisis de las propiedades de los triangulos.

Palabras clave: Semejanza, Geometria dinamica, ACODESA, GeoGebra.

1. Introduccion

El estudio de la geometria en la secundaria tiene como uno de sus fines desarrollar
la imaginacion espacial de los estudiantes mediante el estudio de las figuras geométricas.
De ellas se perciben formas, se analizan propiedades, se realizan transformaciones y
comparaciones entre figuras, entre otras actividades. Una de éstas es la semejanza de
triangulos, vista como un contenido fundamental del curriculo del nivel basico
(Marambio, 2010, p.11).

Si bien los planes de estudio de la secundaria proponen solo a nivel de recomendacion, el
uso de software, se sabe que los Sistemas de Geometria Dinamica (SGD) son una
herramienta que propicia aprendizaje en los alumnos como resultado de su interaccion
dindmica con los objetos geométricos; asi mismo, es un apoyo experimental en el
desarrollo de su imaginacion espacial y de su capacidad de planteamiento de conjeturas y
en la resolucion de problemas. Por tanto, su empleo propicia oportunidades para lograr
una mejor calidad educativa.

Con la integracion de las Tecnologias de la Informacion y Comunicacion (TIC) en el mundo
educativo se dispone de recursos que, usados de forma adecuada, se transforman en una
herramienta potente y con importantes funcionalidades para la ensefanza y el
aprendizaje de las matematicas.
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En los 9o y principios del 2000 se mostro que el uso de las TIC abre perspectivas muy
interesantes para la ensefianza de las matematicas y las ciencias (Sutherland, Rojano y
Mochdn, 1996). Entre los beneficios se pueden mencionar los siguientes (Mochon, Rojano
y Ursini, 2000):

e Ofrecer al alumno un ambiente de trabajo que estimula la reflexion y lo hace ser
mas activo y responsable de su propio aprendizaje.

e Proveer un espacio problémico comun al maestro y al alumno para construir
significados.

e Eliminar la carga de los algoritmos rutinarios para concentrarse en la
conceptualizacion y la resolucidn de problemas.

e Darun soporte basado en la retroalimentacion.

El uso de las TIC, especificamente de las tecnologias computacionales en la educacién
matematica requiere de una metodologia apropiada para investigar sus efectos en los
procesos de aprendizaje de los alumnos. La metodologia ACODESA (Hitt, 2009) ha
mostrado ser un marco metodoldgico apropiado para ello (Hitt 2007; Gonzalez, Hitt y
Morasse, 2008; Hitt y Cortés, 2009; Paez, 2004) ya que permite la implementacion de
actividades basadas en el uso de recursos digitales como un medio para propiciar la
exploracion, la reflexion y el planteamiento de conjeturas por parte de los alumnos.

Esta metodologia toma en cuenta el acercamiento de construccion individual y
sociocultural del aprendizaje, el método de ensefianza que se puede realizar con
ACODESA (Hitt 2007; Gonzalez et al., 2008, Hitt y Cortés, 2009; Paez, 2004) esta dividido
en etapas que toman en consideracion el trabajo individual, trabajo en equipo, debate en
el aulay auto-reflexion.

En esta investigacion hacemos uso de la metodologia ACODESA, de una nueva
tecnologia para el aprendizaje de las matematicas (el software GeoGebra) y una serie de
actividades de semejanza de triangulos para ayudar a los estudiantes a avanzar en su
nivel de razonamiento geométrico, esperando que dichos elementos los encaminen hacia
el nivel 2, de acuerdo con los niveles de razonamiento en la teoria de los Van Hiele.

2. Marco Teorico

2.1 La teoria de los Van Hiele sobre el pensamiento geométrico

Esta investigacidn se sustenta en la teoria de los Van Hiele (Jaime y Gutiérrez,
1990) sobre el Pensamiento Geométrico, quienes hacen una caracterizacion de los niveles
de razonamiento geométrico apropiada para investigar sobre las caracteristicas del
aprendizaje de los estudiantes; en nuestro caso, especificamente cuando los estudiantes
trabajan en actividades con tecnologia y la metodologia ACODESA.

La idea basica, es que el aprendizaje de la Geometria pasa por determinados niveles de
razonamiento, que no van asociados a la edad y que sélo alcanzado un nivel se puede
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pasar al siguiente. Es mas, se sefiala que cualquier persona, y ante un nuevo contenido
geomeétrico a aprender, pasa por al menos los primeros de esos niveles y, su mayor o
menor dominio de la Geometria, influira en que lo haga mas o menos rapidamente. Van
Hiele concreta que “alcanzar un nivel superior de pensamiento significa que, con un
nuevo orden de pensamiento, una persona es capaz, respecto a determinadas
operaciones, de aplicarlas a nuevos objetos” (Fouz y Donosti, 2005, p. 67).

El modelo de Van Hiele se conforma de tres etapas fundamentales: la perceptiva, la
descriptiva y la prescriptiva. Cuando una persona actua de forma competente en una
situacion que no le es familiar, logra lo que el modelo denomina la percepcion, utilizando
consciente y deliberadamente las acciones requeridas para resolverla. Se logra la
percepcion cuando los estudiantes comprenden lo que hacen, por qué lo hacen y cuando
lo hacen; ademas, pueden aplicar su conocimiento a la resolucion de nuevos problemas
no rutinarios.

La etapa descriptiva la cubren los niveles de razonamiento (Tabla 1), los que identifican
una estratificacion del razonamiento humano en forma jerarquica, en la que se indica
como “progresa la capacidad de razonamiento matematico de los individuos desde que
inician su aprendizaje hasta que llegan a su maximo grado de desarrollo intelectual en
este campo” (Mendoza, 2011, p. 40).

Tabla 1. Niveles de Razonamiento de Van Hiele

Nivel Tipo Descripcion

— Elestudiante reconoce las figuras como un todo, es decir, se le dificulta encontrar
Reconocimiento partes constitutivas de los objetos; se limita a describirlos en su forma fisica: el color,
1 Visual la forma, etc.

— Reconoce, utiliza y describe las transformaciones por sus caracteristicas visuales
globales.

— Elestudiante es capaz de determinar las partes constitutivas de los objetos; es capaz
de encontrar propiedades, pero todavia no cuenta con las capacidades para
relacionar unas propiedades con otras, o de hacer clasificaciones correctas.

— Reconoce y utiliza las transformaciones a partir de sus caracteristicas basicas.

2 Analisis

— Elestudiante es capaz de relacionar una propiedad con otra; de hecho puede
establecer que unas propiedades se deducen de otras; es capaz de hacer
clasificaciones logicas correctas. En este nivel, el estudiante empieza a comprender

3 Clasificacion la estructura axiomatica de las matematicas, es capaz de seguir demostraciones pero
todavia se le dificulta hacerlas sin ayuda.

— Establece relaciones entre propiedades descubiertas anteriormente, lo cual le
permite realizar demostraciones informales y descubrir propiedades nuevas.

— Elestudiante en este nivel comprende la estructura axiomatica de las matematicas y
es capaz de realizar demostraciones de propiedades que antes habia mencionado de

Deduccion manera informal.

Formal — Comprendey utiliza los métodos formales de razonamiento.

— Escapaz de empleary enunciar propiedades en términos de hipdtesis y tesis y
encadenar l6gicamente los pasos seguidos en el razonamiento.

— Elestudiante trabaja sin necesidad de objetos geométricos concretos, conoce la
existencia de diferentes sistemas axiomaticos y puede analizar y comparar.

— Aceptara una demostracion contraria a la intuicion y al sentido comun si el
argumento es valido.

5 Rigor
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2.2 La metodologia ACODESA
Metodologia de ensehanza-aprendizaje que combina: Aprendizaje Colaborativo,
Debate Cientifico y Auto-reflexion. En resumen, las diferentes etapas de ACODESA son:

1) Trabajo individual (entendimiento individual de la actividad a realizar, produccion
de representaciones funcionales y producciones semidticas asociadas para comprender la
situacion problema).

2) Trabajo en equipo sobre una misma situacion. Proceso de discusion y validacion
(comparacion y toma de acuerdos comunes entre los integrantes del equipo,
refinamiento de las representaciones funcionales y producciones asociadas),

3) Debate (que puede convertirse en debate cientifico). Proceso de discusion y
validacion (refinanciamiento de representaciones funcionales y producciones asociadas).

4) Auto-reflexion. Regreso sobre la situacion (trabajo individual de reconstruccion y
auto-reflexion de lo que realiza en clase).

5) Institucionalizacidn. Utilizacion de representaciones institucionales por parte del
profesor dentro del proceso de institucionalizacion de saberes.

La elaboracion de actividades que se adecuen a la metodologia ACODESA, implica una
estructuracion que favorezca la produccion de representaciones y de sus
correspondientes procesos de tratamiento y conversidon entre representaciones. En la
construccion de conceptos todas las representaciones de los objetos matematicos son
importantes (Hitt, 2007).

2.3 Uso de software para el aprendizaje de la geometria

El software de geometria dinamica es una herramienta que propicia aprendizaje en
los alumnos como resultado de su interaccion con los objetos geométricos; asi mismo,
sirve de apoyo en el desarrollo de la imaginacion espacial y de la capacidad de
planteamiento de conjeturas y resolucion de problemas. Por tanto, su empleo propicia
oportunidades para lograr una mejor calidad educativa.

Con la integracion de las TIC en el mundo educativo se dispone de recursos que, usados
de forma adecuada, se transforman en una herramienta potente y con importantes
funcionalidades para la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.

3. Metodologia
La investigacion fue de tipo cuasi experimental con una componente cuantitativa y
otra cualitativa.

Desde el punto de vista cuantitativo, se llevé a cabo un disefio comparativo con un
grupo de control conformado por 26 alumnos y un grupo experimental de 28 alumnos;
ambos de tercer grado de secundaria. En el primero de ellos, los temas de semejanza se
impartieron de manera usual mientras que en el grupo experimental se utilizaron las
actividades disenadas para este proyecto como medios de ensefianza. En esta etapa, la
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investigacion se centrd en determinar el efecto que el uso de las actividades tendria sobre
el grupo experimental; en particular, el uso del programa Geogebra con sustento en la
metodologia ACODESA y el modelo de Van Hiele para el desarrollo del razonamiento
geométrico. Para el analisis estadistico se utilizo la prueba t-Student, para comprobar si
la diferencia de medias era estadisticamente significativa, con un nivel de confianza de
95% vy utilizando las medias obtenidas a partir del examen final realizado para ambos
grupos.

El trabajo cualitativo consistio en analizar los procesos de solucidn realizados por los
estudiantes en el grupo experimental desde tres fuentes de datos: hojas de trabajo
respondidas por los estudiantes, videograbaciones de las sesiones de implementacion de
las actividades, y notas de observacion capturadas por la investigadora.

Se disefaron cinco hojas de trabajo y cuatro archivos en Geogebra (véase la exposicion de
la propuesta) para manipular los objetos previamente construidos. Las fases de
implementacidn estuvieron de acuerdo con la metodologia ACODESA. Estas fueron:

e Trabajo individual en lapiz y papel (Primera etapa de auto-reflexion): se presenta a
cada alumno una hoja de trabajo con la actividad propuesta para reflexionar sobre
el concepto de semejanza.

e Trabajo en equipo usando tecnologia (Primera etapa de aprendizaje colaborativo):
En equipos de dos personas los alumnos desarrollaron las actividades incluidas en
tres hojas de trabajo y tres archivos en Geogebra con las cuales concluyeron el
estudio del tema de semejanza, sus criterios y sus aplicaciones.

e Trabajo en todo el grupo (Segunda etapa de aprendizaje colaborativo y se
promueve el debate cientifico): Se presentaron los resultados de algunos equipos
de alumnos para fomentar la discusion y llegar a un acuerdo comun con todos los
estudiantes acerca del concepto de semejanzay sus criterios.

e Trabajo Individual usando tecnologia (Segunda etapa de auto-reflexion): Se
presenta al alumno una hoja final de trabajo que contiene un problema de
aplicacion (examen final).

Ademas, se aplicaron dos encuestas de opinidn sobre la calidad del material, la actitud de
los alumnos hacia el estudio de las matematicas y su actitud hacia el estudio de las
matematicas usando tecnologia; para ello se empled la escala AMMEC (Actitudes hacia
las Matematicas y las Matematicas ensefladas con Computadora) (Ursini, Sanchez y
Oredain, 2004). Se trata de una escala tipo Likert con 29 reactivos organizados en tres
subescalas: actitud hacia las matematicas (11 items); actitud hacia las matematicas
ensefiadas con computadora (11 items); autoconfianza en matematicas (7 items).

4. Exposicion de la propuesta
La propuesta consistio en disefiar y evaluar una serie de actividades apoyadas por
el software Geogebra y la metodologia ACODESA con el fin de que los alumnos
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comprendieran el concepto de semejanza de triangulos, que identificaran los criterios de
semejanza y que se utilizaran esta informacion para resolver problemas.

Para ello se disefiaron cinco hojas de trabajo y cuatro archivos en Geogebra que fueron
manipulados por los estudiantes.

Como ejemplo, en la figura 1 se muestra una parte de una hoja de trabajo para registro en
lapiz y papel de las actividades que los estudiantes deben realizar a medida que
interactUan con el archivo en Geogebra (véase la figura 2).

3. —+ Escnban, en-las-imagenes-siguientes, - las- medidas-de-los- angulos-y- lados-
queTesultaron-después-de-este-movimento:y

1

4.+ ;Como-son-las medidas-de los-angulos-marcados-en-color-verde?-Escriban-

su-valar:- A

5. —+ ;Comeo- son-las medidas- de- los-lados-marcados- en-color azul?- Escriban- el

valor:- Al

6.+ ;Como- son las medidas- de- los- lados- marcados- en-color rosa? Escriban- el

valor:- Al

7.—+ Observen-el-deslizador-negro-marcado-con-a-letra-%",-; Qué-cantidad-indica?-

Figura 1. Algunas actividades de la hoja de trabajo.

k=1 TRIANGULOS SEMEJANTES

Figura 2. Imagen del archivo electrénico y algunas actividades de la hoja de trabajo.
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En la actividad 5 que se describe en la figura 3, el estudiante manipuld un archivo
electrdonico en el que se representa una piramide la cual, el alumno debe obtener su altura
usando la semejanza. En la hoja de trabajo correspondiente, se hacen preguntas para que
el estudiante reflexione conforme manipula el modelo en Geogebra.

7 piramide dn Keopsggh
Archivo Edita Vista Opoones Hemrameentas Ventana Ayuda
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Figura 3. Imagen del archivo electrdnico de la pirdmide.

5. Experimentacion

La experimentacion se desarrolld con alumnos de una Secundaria Técnica, escuela
publica de la Secretaria de Educacion de Jalisco de nivel basico. En ella se admiten cada
ano aproximadamente 120 alumnos para el tercer grado en el turno matutino, cada grupo
cuenta con 30 alumnos aproximadamente. Actualmente la asignatura de Matematicas Il
es impartida por dos profesores, de acuerdo al programa oficial designado por la
Secretaria de Educacion Publica en 2011. En el grupo experimental se implementaron
diferentes etapas de la metodologia ACODESA, las cuales se describen a continuacion:

5.1 Etapa 1: Trabajo Individual

Se repartio una primera hoja de trabajo (figura 4) a cada uno de los estudiantes de
forma individual y se les pidid que utilizaran hojas de colores para dibujar y recortar
triangulos del tamano deseado, pero con angulos determinados. Se pidid posteriormente
que compararan sus resultados con algun companero para que pudieran visualizar a nivel
perceptivo algunas de las propiedades de la semejanza de tridangulos.
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A

A F 4

Figura 4‘. Hoja de trabajo, primera parte.

5.2 Segunda etapa: trabajo en equipo

Se realizd en equipos de dos alumnos quienes respondieron tres hojas de trabajo
en el aula HDT; el objetivo de éstas es que los alumnos deduzcan los tres criterios de
semejanza de triangulos al manipular los objetos geométricos que se muestran en el
software Geogebra Figura 5).

TRIANGULOS SEMEJANTES

J

Figura 5. Actividad en Geogebra para el criterio de semejanza Lado-Lado-Lado.

5.3 Tercera etapa: Debate (que puede convertirse en un debate cientifico)

Se eligieron algunos equipos de alumnos para que expusieran sus resultados y
conclusiones ante toda la clase, con el fin de generar un intercambio de ideas y apoyar a
dichos equipos en la revision y correccidon de resultados. En esta etapa se realizd una
videograbacion de lo que sucedia en el debate, lamentablemente el archivo se dano por
lo que no se tiene evidencia mas alla de las notas de observacion del investigador.

6. Resultados

Esta seccion se divide en dos partes: en la primera se incluyen los resultados del
analisis cuantitativo. En la segunda, se reportan los resultados del analisis de las
actividades realizadas por los estudiantes. Debido a las limitaciones de espacio,
solamente se mostrard una parte de estos ultimos resultados.

6.1 Analisis de la prueba de hipotesis
Las hipotesis estadisticas planteadas fueron:

Hipotesis nula: con el empleo de las actividades, apoyadas con la tecnologia y la
metodologia ACODESA, el promedio de los resultados de aprendizaje son
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significativamente menores o iguales en el grupo experimental, que los resultados
correspondientes en el grupo de control: Hg: pug < pc.

Hipotesis Alternativa: con el empleo de las actividades apoyadas con la tecnologia y la
metodologia ACODESA el promedio de los resultados de aprendizaje son
significativamente mayores de la poblacion experimental, que los resultados
correspondientes en el grupo de control: Hy: ug > pc.

Donde ug y uc representan las medias poblacionales correspondientes a los grupos
experimental y de control, respectivamente. Los resultados obtenidos por los
estudiantes en la prueba final se muestran en la tabla 2. La media de calificaciones
obtenida por los grupos fue de: Xz = 71.92 para el grupo experimental y X = 55 para el
grupo de control.

Dado que el valor del estadistico t obtenido (2.48007274) es mayor que el valor critico de t
(una cola) (1.676550893) para un nivel de confianza de 95%, se concluye que la hipotesis
nula se rechaza. Por tanto, existe evidencia estadisticamente significativa de que la media
del grupo experimental es mayor que la media del grupo de control.

Tabla 2. Resultados obtenidos por los estudiantes en la evaluacion final

Estudiante 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 120 | 12 | 12 | 13 | 14 | 15
Grupo experimental 85 | 85 | 65 | 65 | 100|100 | 90 | 90 | 70 | 70 | 98 | 98 | 5o | 50 | 90
Grupo de control 50 | 50 | 45 | 45 | 60 | 60 | 65 | 65 | 70 | 70 | 200 | 200 | 90 | 90 | 8o
Estudiante 16 | 17 | 28 | 19 | 20 | 22 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28

Grupo experimental 90 | 40 | 40 | 90 | 90 | 45 | 45 | 34 | 34 | 55 | 55 | 95 | 95
Grupo de control

80 | 20 | 20 | 30 | 30 o o} 60 | 60 | 45 | 45

6.2 Respuestas de los estudiantes a la encuesta

El cuestionario aplicado consistio de dos apartados: el primero para medir la actitud
de los alumnos hacia el estudio de las matematicas utilizando tecnologia asi como la
calidad del material utilizado, y el sequndo para medir las actitudes de los estudiantes
hacia las matematicas en general. Los alumnos consideraron que:

e Las actividades disefiadas contribuyeron a mejorar el aprendizaje del tema de
semejanza de triangulos y sus criterios.

e Trabajar con lapiz, papel y el programa Geogebra favorecio notablemente el interés
por aprender el tema.

e Lesgustalaclase enellaboratorio de HDT.

e Suaprendizaje fue de bueno a excelente en la mayoria.

e Les gusta la clase de matematicas pero prefieren que ésta sea en el aula HDT
usando la computadora.
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e Reconocen la importancia de aprender matematicas; aunque siguen prefiriendo no
tener que utilizarlas en el trabajo.

e A algunos se les dificulto resolver las actividades en las que se pedia resolver
problemas.

¢ A la mayoria le gusta ser lideres y algunos se esfuerzan por encontrar alternativas
de solucion cuando no tienen una respuesta inmediata.

e La mayoria considera que aprenderia mas usando la computadora pero reconocen
la ayuda del profesor para aprender.

6.3 Analisis del trabajo realizado por los estudiantes

En la primera etapa de la experimentacion, los estudiantes trabajaron de manera
individual con el fin de que por si mismos pudiesen construir las primeras ideas sobre la
semejanza de tridngulos en actividades de recorte y manipulacidon concreta. Asi mismo,
los estudiantes deben mostrar su trabajo en la hoja de trabajo proporcionada.

En la sequnda etapa, los estudiantes trabajaron en equipo realizando las actividades
expuestas en Geogebra. El objetivo de éstas fue que los alumnos dedujesen pos si
mismos los tres criterios de semejanza al manipular tridngulos con el software Geogebra.
Por ejemplo, en la figura 6, se muestra la solucion de Leonardo y Ana Rosa, en donde
ellos debian deducir el criterio de semejanza lado-angulo-lado. Ellos logran concluir que
los lados correspondientes de los tridngulos aumentan o disminuyen con factor de
proporcion denominado “k”, pero el angulo entre ellos se mantiene igual.

Es importante sefalar que en esta etapa, todos los estudiantes se muestran muy
interesados en el trabajo de exploracion; particularmente, Leonardo y Ana Rosa se poyan
mutuamente expresando cada uno sus ideas al otro, y utilizando la construccion virtual en
Geogebra como un mediador para establecer la comunicacion entre ellos (véanse las
figuras 7y 8).
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Figura 6. Hoja de trabajo de los estudiantes Leonardo y Ana Rosa, sequnda etapa.
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Figura 7. El estudiante Leonardo Figura 8. Leonardo y Ana Rosa
explicandole a su compariera de equipo explicando a la profesora sus
Rosa de sus inferencias. conclusiones.

En resumen, los resultados muestran tres aspectos observados por los estudiantes:

e Los triangulos aumentan o disminuyen con factor de proporcion denominado “k” en
la longitud de lados correspondientes (Nivel perceptivo cualitativo relacionado con
el Nivel 1 en el modelo de Van Hiele).

e Los angulos son iguales en ambos triangulos sin importar si éstos aumentan o
disminuyen (Nivel perceptivo descriptivo, relacionado con el nivel 1 en el modelo de
Van Hiele).

e Al ser divididas las longitudes de los lados correspondientes de cada triangulo se
obtiene un numero denominado “k” (Nivel de analisis cuantitativo, relacionado con
el nivel 2 en el modelo de Van Hiele).

7. Conclusiones

Hablando de manera general, con base en los resultados y la evidencia se concluye que la
utilizacion de las actividades tuvo un efecto positivo en el aprendizaje de los alumnos ya
que la mayoria de ellos trabajo en las actividades a un nivel de analisis, esto es, los
estudiantes mostraron algunos rasgos de razonamiento asociados con el nivel 2 en el
modelo de Van-Hiele.

Asi mismo, el uso de las actividades contribuyd positivamente al aprendizaje de los
alumnos, ya que la mayoria de los estudiantes comprendio el concepto de semejanza y
sus criterios. El software Geogebra fue determinante en el éxito del proyecto ya que en
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las videograbaciones se observa a los estudiantes interesados por su aprendizaje;
manipulaban los archivos hasta comprender cada una de las actividades.

En general la metodologia ACODESA utilizada en esta experimentacion resulto efectiva
para la mayoria de los estudiantes, ya que cada una de las etapas propicio un ambiente de
trabajo dptimo para el aprendizaje.

El presente estudio concluye que, con base en los resultados, las actividades, la
metodologia ACODESA y el programa Geogebra se logré que la mayoria del grupo
experimental alcanzara el nivel 2 de razonamiento geométrico de Van-Hiele. Esto se
comprueba tanto con los resultados obtenidos por los estudiantes en el examen final,
como con el analisis del trabajo realizado por ellos en las actividades. Como se menciond
en el Marco tedrico, el nivel 2 en las etapas de aprendizaje del modelo de Van Hiele se
alcanza cuando el estudiante es capaz de determinar las partes constitutivas de los
objetos; cuando puede reconocer y utilizar las transformaciones de los objetos
geomeétricos a partir de sus caracteristicas basicas, asi como cuando logra descubrir
propiedades geométricas. La mayoria de los estudiantes en esta experimentacion
demostraron que son capaces de hacer este tipo de actividades respondiendo
correctamente las preguntas del examen.

Con base en las videograbaciones se concluye que los estudiantes asistian a clases
comprometidos, motivados y contentos, éstas les resultaban entretenidas y divertidas. La
practica en el laboratorio de HDT y el uso del programa Geogebra fue determinante para
el éxito de proyecto, ya que los alumnos manipularon los archivos en Geogebra y éstos
coadyuvaron a una mejor comprension de contenidos.

En cuanto a la prueba final se concluye proponer pruebas que contengan mayor nimero
de reactivos correspondientes a cada nivel del modelo de Van Hiele, para evidenciar aun
mas la adquisicion de cada nivel.

También con base en los resultados se concluye que son necesarios ejercicios de
aplicacion de semejanza a la vida cotidiana antes de realizar la prueba final debido a que
causo confusion trasferir las imagenes mostradas a los ejercicios realizados con sélo
triangulos.

Otro resultado obtenido con base en la evidencia fue que el usar el software Geogebra
fomento el trabajo colaborativo y cooperativo, que se afirmo cuando un alumno asumio
el rol de tutor al ayudar a su companero en las construcciones o manipulaciones de
triangulos.

8. Referencias
Fouz, F. y Donosti, B. (2005). Modelo de Van Hiele para la didactica de la Geometria.
Recuperado de :

74



Revista AMIUTEM
Actividades con tecnologia...

http://divulgamat2.ehu.es/divulgamatis/index.php?option=com_content&view=art
icle&id=10884%3Aun-paseo-por-la-geometria&catid=136%3Acursos-y-ciclos-de-
conferencias&directory=67&showall=1

Gonzalez, A., Hitt, F. y Morasse, C. (2008). The introduction of the graphic representation
of functions through the concepto co-variation and spontaneous representations. A
case study. En: Figueras, O. y Sepulveda, A. (Eds.). Proceedings of the Joint Meeting
of the 32nd Conference of the International Group for the Psychology of Mathematics
Education, and the XX North American Chapter. Vol. 3, pp. 89-97. Morelia,
Michoacan, México.

Hitt, F. (2007). Investigaciones en Ambientes Tecnoldgicos, Marcos Metodoldgicos: Un
punto de vista Pragmatico. Investigaciones y Propuestas sobre el Uso de Tecnologia
en Educacion Matemadtica, Vol |. AMIUTEM, pp. 1-20.

Hitt, F. (2009). Resolucion de Situaciones Problema y Desarrollo de Competencias
Matematicas en Ambientes de Aprendizaje en Colaboracion, Debate Cientifico y
Auto-Reflexion. Memorias del Primer Seminario. Internacional Sobre Resolucion de
Problemas y Uso de Tecnologia Computacional, México, pp. 9-21.

Hitt, F. y Cortés, C. (2009) Planificacion de actividades en un curso sobre la adquisicion de
competencias en la modelizacion matematica y uso de calculadora con
posibilidades graficas. Revista Digital Matematica. Vol. 10, No 1, pp. 1-30.

Hitt, F. y Morasse, C. (2009). Développement du concept de covariation et de fonction en
3éme secondaire dans un contexte de modélisation mathématique et de résolution
de situations problemes. Proceedings CIEAEM 61. Montréal, Quebéc, Canada.

Jaime, A.y Gutiérrez, A. (1990). Una propuesta de Fundamentacion para la Ensefianza de
la Geometria: El modelo de van Hiele, Prdctica en Educacion Matemdtica: Capitulo
60, pp.295-384. Ediciones Alfar, Sevilla.

Marambio, V. (2010). Construccion del concepto de Semejanza de Triangulo desde el
punto de vista de la Teoria  APOE. Recuperado  de
http://ima.ucv.cl/bibliotecadm/biblioteca/tesis/magister/Marambio.V_2010.pdf.

Mendoza A. (2011). Modelo de Van Hiele y el Software Geogebra para el estudio y la
comprension de la Geometria Analitica en el nivel de Bachillerato. (Tesis inédita de
maestria) Centro de Investigacion y Desarrollo del Estado de Michoacan, Morelia,
Michoacan.

Mochdén C., Rojano C., Urnisi L. (2000). Matemadticas con la hoja electrénica de calculo.
EMAT. SEP. DF México.

Paez, R. (2004). Procesos de construccion del concepto de limite en un ambiente de
aprendizaje cooperativo, debate cientifico y autorreflexion. Tesis de Doctorado,
CINVESTAV-IPN. México.

Sutherland, R., Rojano, C., Mochdn, S. (1996) Mathematical Modelling in the Sciences
through the eyes of Marina and Adam. En: Proceedings of the 20th Conference of the
International Group for the Psychology of Mathematics Education, Vol. 4, Valencia.

Ursini, S., Sanchez, J. G. y Orendain, M. (2004). “Validacion y confiabilidad de una Escala
de Actitudes hacia las Matematicas ensefiadas con computadora”. Educacion
matematica. No. 16 (3 de diciembre), pp. 59-78.

Van Hiele. (1986) Structure and insight. New York: Academic Press.

75



Revista AMIUTEM | 76
Actividades con tecnologia...



REVISTA AMIUTEM

http://revista.amiutem.edu.mx
Publicacion periddica de la Asociacion Mexicana de Investigadores
del Uso de Tecnologia en Educacion Matematica.
Volumen il Numero 2 Fecha: Diciembre 2015

ISSN: 2395-955X

Directorio

Rafael Pantoja R.

Director
Eréu_u_iira Nuiez P. LA VISUALIZACION Y LAS REPRESENTACIONES
Lilia Lopez V. SEMIOTICAS COMO MEDIOS PARA EL APRENDIZAJE DE
Seccidn: Articulos .
LA PARABOLA
Elena Nesterova
Alicia Lopez B. Autores: Juan Rodrigo Lugo Pérez y Rafael Pantoja Rangel.

Seccion: Actividades parael Aula  Universidad de Guadalajara, México.

Christian Morales O.

Sitio WEB . . .
Como citar este articulo:

Esnel Pérez H.
Lourdes Guerrero M. LUgO, J., Yy Pantoja, R. (2015). La visualizacion Yy las
Seccién: Geogebra representaciones semioticas como medios para el aprendizaje
de la pardbola. Revista AMIUTEM. Vol Ill No. 2. Pag. 76-91.
Publicacién Periddica de la Asociacion Mexicana de Investigadores
del Uso de Tecnologia en Educacion Matematica. ISSN: 2395-955X.
México.

ISSN: 2395-955X

Revista AMIUTEM, Afio 3, No. 2, Julio-Diciembre 2015, Publicacién semestral editada por la Asociacién Mexicana de Investigadores del Uso de Tecnologia en
Educacion Matemaética A.C., Calle Gordiano Guzméan #6, Benito Juarez, C.P.49096, Ciudad Guzman Jalisco, Teléfono: 4432163068. Correo electrdnico:
http://www.amiutem.edu.mx/revista, revista@amiutem.edu.mx. Editor responsable: M.C. Christian Morales Ontiveros. Reserva derechos exclusivos al No.
042014052618474600203, 1ISSN: 2395.955X, ambos otorgados por el Instituto Nacional de Derechos de Autor. Responsable de la Gltima actualizacién de este
ndmero, Asociacion Mexicana de Investigadores del Uso de Tecnologia en Educacion Matemética A.C., Antonio de Mendoza No. 1153, Col. Ventura Puente,
Morelia Michoacan, C.P. 58020, fecha de ultima modificacion, 30 de diciembre de 2015.

Las opinién expresada en los articulos firmados es responsabilidad del autor. Se autoriza la reproduccién total o parcial de los contenidos e imagenes siempre
y cuando se cite la fuente y no sea con fines de lucro. No nos hacemos responsables por textos no solicitados.


http://revista.amiutem.edu.mx/

Revista AMIUTEM
La visualizacion y las representaciones ...

LA VISUALIZACISN Y LAS REPRESENTACIONES SEMIOTICAS COMO MEDIOS PARA
EL APRENDIZAJE DE LA PARABOLA

Juan Rodrigo Lugo Pérez, Rafael Pantoja Rangel
Departamento de Matematicas, CUCEI, Universidad de Guadalajara

rodrigolugop@gmail.com, profe.rpantoja@hotmail.com

Resumen

La presente propuesta se centr6 en el tema de la parabola y se planted que el alumno la desarrollara
mediante el trabajo colaborativo con apoyo de la tecnologia como herramienta para promover la
visualizacion matematica y asi lograra establecer una relacidn entre las distintas representaciones de objeto
matematico, ya sea verbal, grafica, numérica o algebraica. El software Geogebra y el trabajo con las hojas
dinamicas permitio al alumno mostrar y manipular las diversas representaciones de la parabola, para
posteriormente comentarlas con su compafiero de equipo e intercambiaran puntos de vista con la finalidad
de establecer la respuesta a cada una de las actividades que se encontraban en su cuaderno de trabajo.

Palabras clave: Visualizacion matematica, representaciones semidticas, hojas dinamicas, ACODESA,
Geogebra.

1. Introduccion

Se planed un primer acercamiento a las representaciones de la parabola como
lugar geométrico para identificar la influencia que tienen los parametros de una
representacion en las restantes, para los estudiantes del tercer semestre de bachillerato
del Colegio La Marina de Puerto Vallarta, Jalisco. Es importante hacer hincapié en que el
objetivo fue que los alumnos con las hojas dinamicas, visualizaran las distintas
representaciones de la parabola, para posteriormente responder las actividades a lapiz y
papel incluidas en el cuaderno de trabajo.

El concepto de visualizacion matematica de Eisenberg y Dreyfus (1991) y la teoria de
representaciones semioticas de Duval(1998), fueron los ejes sobre los cuales se desarroll6
la propuesta cuya fase experimental se llevo a cabo con 16 estudiantes, de los cuales se
formaron 8 equipos de dos integrantes. A cada uno de estos equipos se les proporciond el
cuaderno de trabajo (impreso) y una memoria USB con las hojas dinamicas para que las
instalaran en la computadora personal.

Durante seis sesiones, los alumnos trabajaron en equipo las actividades indicadas en el
cuaderno de trabajo, para posteriormente hacer un debate grupal guiado por el profesor,
quien dio la pauta para continuar en caso de que las actividades fueran respondidas de
manera correcta, o bien para generar una discusion que llevara a los alumnos a reflexionar
acerca de los errores cometidos y corregirlos.

Como conclusidn se afirma que los alumnos fueron capaces de transitar entre las distintas
representaciones semioticas del objeto matematico parabola y fueron capaces de
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obtener sus elementos, dada su ecuacion y grafica a partir de un enunciado, la gréfica a
partir de su ecuacion y la ecuacion a partir de la grafica.

2. Marco Teodrico

Cortés y Guerrero (2007), sefialan que en matematicas es necesario representar
los objetos matematicos para comunicarlos, y, en muchas ocasiones, para construir y
analizar sus propiedades. Esta caracteristica de los objetos matematicos, que los
distingue de otros, se debe a su caracter abstracto. Tal es el caso de la parabola, objeto
matematico que en la practica docente presenta la dificultad de que los alumnos no lo
interpretan como lugar geométrico, impedimento para que logren conceptualizarla y
visualizarla, por eso en este trabajo las actividades para aprendizaje se orientan a que el
alumno identifique las diferentes representaciones semidticas de la parabola, logre
identificar los parametros de una representacion y su influencia sobre las restantes.

Los objetos matematicos no son directamente accesibles a la percepcion, es decir, no se
pueden ver, son ideas que estan en la mente, pero una de las cosas que si se puede hacer
con los objetos matematicos, es representarlos, por ejemplo con una definicion, con una
serie de simbolos, incluso a veces se utilizan sdlo palabras como mera simbologia. El
objeto matematico de alguna manera se tiene que representar y Duval (1993) propone
dos tipos: la primera es una representacion mental (consciente e interna) y la otra es una
representacion semidtica, que son externas como un dibujo, una tabla de datos, una
grafica o una descripcidon escrita y que son de especial interés para el trabajo aqui
planteado.

Son tres los aspectos importantes a saber para el uso de representaciones semidticas:

a) Toda representacion es cognitivamente parcial. Esto es, cada una de las
representaciones que el individuo haga, le ayudara en su aprendizaje.

b) Existen diferentes aspectos que se representan. Cada representacion da cierta
informacion que en otra representacion no se presenta.

c) Al utilizar multiples representaciones semioéticas es posible no confundir los objetos
matematicos con alguna de sus representaciones.

Un registro de representacion semiotica debe cumplir tres actividades cognitivas, si no las
cumple, puede ser una representacion pero no un registro de representacion semiotica, a
saber:

a) La formacién de una representacion identificable. Identificar de qué tipo de
representacion se trata.

b) Que permita una transformacion interna dentro del mismo registro (tratamiento).

c) Que permita una transformacion de un registro de representacion semidtica a otra
representacion semiotica (conversion).
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La aprehension de las representaciones semioticas se llama semidsis y tiene que ver con
las multiples representaciones que el alumno domine.

Y cuando el estudiante pone en juego todas esas posibilidades de representacion para
aprender los conceptos matematicos, se hace una noésis. La noésis es el objetivo final.

La clasificacion que se utilizo se describe:

Verbal. Oral o escrito y se usa para describir situaciones en cualquiera de los otros
registros.

Algebraico. Utilizacion de expresiones algebraicas como x2 = 4py
Grafico. Son graficas de ecuaciones en el sistema de coordenadas rectangulares.

Numeérico. Es un conjunto de datos o pares ordenados que se grafican en el plano
cartesiano.

Un aspecto que se considerd en las actividades es la forma en la que se hacen las
conversiones entre los registros de representacion, por ejemplo, el proceso de conversion
grafica-ecuacion, que generalmente utiliza una conversidn intermedia (ecuacidn-tabla-
grafica), se realizd sin necesidad de pasar por el registro numérico (construir tabla),
porque ya se tenian identificados los parametros de la ecuacidn algebraica y su efecto
sobre la grafica, es decir, la comprension de la expresion algebraica de la ecuacion de la
parabola propicio aprendizaje porqué guio al estudiante a determinar lo que representa
cada uno de los parametros en la grafica.

Las Tecnologias de la Informacion y Comunicacion (TIC) son una herramienta que
propician la transicion entre las distintas representaciones, en particular, con las
actividades planeadas con el GeoGebra y las hojas dindmicas, los alumnos pudieron
manipular graficas, tablas de datos y ecuaciones algebraicas, y lograr con ello, la
coordinacion entre los multiples registros de representacion, como alternativa a una
ensefanza tradicional.

Otro concepto que se incluyo en el estudio fue la visualizacion matematica, que no es lo
mismo que la visualizacion desde el punto de vista psicoldgico, porque tiene que ver con
aspectos cognitivos y no afectivos (De Guzman, 1996). Zimmerman y Cunningham (1991,
p.3) comentan el resurgimiento de la visualizacion gracias a las computadoras y a
programas que permiten las representaciones graficas ( en este caso GeoGebra), también
sefialan que en matematicas la visualizacion no es un fin en si mismo, sino un medio hacia
un fin, el cual es el entendimiento. Visualizar un diagrama significa formar una imagen
mental del diagrama, pero visualizar un problema significa centrar el problema en
términos del diagrama o imagen visual. La visualizacion matematica es el proceso para
formar imagenes (mentalmente, con lapiz o papel o con ayuda de tecnologia) y usar tales
imagenes efectivamente para el descubrimiento matematico y el entendimiento.
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La fase experimental se integro de seis sesiones, desarrollarse a través de la metodologia
ACODESA (Hitt, Gonzalez-Martin, 2007) ya que integra aspectos como el trabajo
individual, trabajo colaborativo y el debate cientifico y la autorreflexivo, como se describe
en la tabla 1.

Tabla 1. Descripcion de la metodologia ACODESA y su relacion con el desarrollo de la

experimentacion.

Trabajo individual. Se realiza el analisis del material
en cada una de las sesiones.

Se observo que los estudiantes realizaron un analisis
del material que se les dio en el cuaderno de trabajo y
en las hojas dindmicas.

Trabajo en grupo. Los estudiantes compartieron sus
puntos de vista para llegar a un acuerdo entre ellos de
lo observado en las actividades del cuaderno y de las
hojas dinamicas.

La elaboracion de las actividades fue resuelta en
grupos de dos estudiantes como ya se menciond,
ambos aportaron sus ideas y con la guia (mas no la
intervencion) del profesor, llegaron a sus conclusiones.

Debate grupal. Los estudiantes expusieron sus
argumentos y se llegd a una conclusion en cada
actividad.

Se llevo a cabo en cada actividad grupal, para llegar a
un acuerdo de la influencia de los pardmetros que
intervienen tanto en la ecuacion como en la grafica de
la parabola.

Institucionalizacion.

Con la ayuda del profesor, se guia con preguntas a los

estudiantes en el sentido que se pretende para la
actividad, de tal manera de que al final se llegue a un
acuerdo y que se establezca una conclusion general.

3. Metodologia

Se formaron equipos de dos integrantes, a cada uno se les dio un cuaderno de
trabajo impreso y se les proporcionaron las hojas dindmicas, en formato electrdnico, para
abrir en su computadora. Todas las instrucciones estaban en el cuaderno de trabajo y
dependiendo de cada actividad, se pedia utilizar o no, las hojas dinamicas de la
computadora.

Para cada actividad, se pidido a los alumnos que la leyeran de forma individual y
posteriormente la comentaran entre ellos para contestar lo que se les solicitaba. Después
de que cada equipo contestaba la actividad, se comentaban de forma grupal las
respuestas y en debate los alumnos externaban sus puntos de vista, para que al final se
llegara a un acuerdo. Cabe sefalar que durante toda la fase experimental las sesiones (ver
tabla 2) fueron grabadas para facilitar el analisis cualitativo correspondiente.

Tabla 2. Descripcion de las sesiones para la fase experimental.

Sesion Descripcion

1 e  Seconformaron los equipos y se informé al grupo sobre el objetivo del proyecto. Se les pidio que llevaran
su computadora y se les entregd una memoria USB para que copiaran los archivos que usaron asi como
el programa GeoGebra.

e  Seles mostro las herramientas que usaron del programa GeoGebra (solo dos: "zoom" y "elige y mueve").

Entrega del cuaderno de trabajo e inicio de las actividades.

e  Se describio lo que es una parabola y sus elementos. Se realizaron actividades en el cuaderno y con la
ayuda de las hojas dinamicas.

e  Se hizo una autorreflexion de la sesion y se escribieron las conclusiones.

79



Revista AMIUTEM
La visualizacion y las representaciones ...

3 e  Actividad respecto al tipo de parabolas que se estudiaron (horizontales y verticales).

e  Actividad para el reconocimiento del pardmetro p de la ecuacion y su influencia en la grafica.
e Cada equipo contestd en su cuaderno de trabajo y anota sus conclusiones.

e  Sehizo un debate con respecto a lo que los estudiantes concluyeron.

4 e Analisis de los parametros h y k que intervienen en la ecuacion de la parabola horizontal y vertical.
e (Cada equipo contestd su cuaderno de trabajo y anota sus conclusiones.
e  Sedebatio con respecto a lo que los estudiantes concluyeron.

5 e Sin uso de computadora los equipos contestaron las hojas de trabajo en las cuales se pidié encontrar
todos los elementos de la parabola a partir de los que se dieron.

e Alfinal de que cada equipo respondio su hoja de trabajo, con la ayuda del proyector se expuso de manera
grupal la actividad para generar un debate con los resultados que cada equipo obtuvo y de esa manera

corrigieran.
e  Esta actividad se realizé en 120 minutos por la cantidad de ejercicios y el hecho de discutirlas en forma
grupal.
6 e Seaplicd el cuestionario a todo el grupo.

Los medios y materiales empleados en la propuesta son:

e Cuaderno de trabajo. Tuvo la finalidad de integrar en la misma hoja de trabajo las
distintas representaciones de la parabola, de manera que al partir de ciertos datos
que se dan, el alumno fuese capaz de determinar todos los elementos
caracteristicos de la parabola tanto en su representacion algebraica como en la
grafica.

e Hojas dinamicas en formato de GeoGebra. Se disefiaron para este proyecto (figura
1) y se pretendio que fueran un eslabdn entre las diferentes representaciones.

e b ew =]

Figura 1. Hoja dindmica disefiada con GeoGebra

e Encuesta de valoracion para el cuaderno de trabajo. La encuesta se integro de
preguntas para indagar sobre las preferencias por el trabajo colaborativo, por el uso
de las hojas dindmicas, el cuaderno de trabajo y la importancia del profesor durante
el desarrollo de la propuesta.

e Videos de las sesiones. Son grabaciones de cada una de las etapas de la fase
experimental, en las que se muestra evidencia de la interaccidon alumno-alumno y
alumno-profesor.

80



Revista AMIUTEM
La visualizacion y las representaciones ...

4. Resultados

Durante la aplicacion de la propuesta los alumnos mostraron su agrado respecto al
uso de la computadora para aprender matematicas, fue algo novedoso y Util. La
indiferencia que se aprecio al principio por el uso de la computadora, se volvio en el
"deberian ser asi los cursos de matematicas" segun las palabras de algunos de ellos.

Los datos que se analizaron fueron obtenidos de los videos, de las encuestas, de la
actividades sefialadas en el cuaderno de trabajo, las observaciones y las notas que se
produjeron durante las sesiones; por ejemplo de los videos recopilados durante las ocho
horas de grabacidn, se analizd el trabajo colaborativo de los estudiantes al realizar las
actividades, los comentarios que hacian y la participacion en el debate grupal.

Otra linea de analisis fue la interpretacion de los datos obtenidos en cada ejercicio, su
capacidad para responder las preguntas, encontrar los parametros de las parabolas que se
les indicaba y en el correcto manejo de las distintas representaciones semidticas, lo cual
daba cuenta de la visualizacion que internamente realizaron.

A continuacion se describen algunos de los didlogos mas significativos entre los
estudiantes y el profesor grabados en video en los que se manifiestan los efectos
positivos sobre el aprendizaje en cuanto a la visualizacion y el uso de las distintas
representaciones semioticas de la parabola.

Episodio 1. Los alumnos Manuel y Bryan, realizaron la actividad de graficar dos
parabolas verticales con vértice en el origen, una conp = 1y otrap = —1. En éste punto
aun no conocian la ecuacidon asociada a la pardbola vertical, pero ya conocian los
elementos de la grafica y como afectaba el parametro p sobre dicha grafica ya que en la
actividad anterior, usaron la hoja dinamica para establecer el efecto de p sobre la misma.
El profesor ve laimagen (figura 2) y se percata del error e inicia la conversacion:

Profesor: A ver déjame ver, estas dos parabolas, ;no?

Manuel: Si.

Profesor: Una dice que el valor de "p" sea positivo.

Manuel: Ah, y el otro negativo, ;verdad?

Profesor: Y el otro negativo.

Profesor: ;Qué es lo que le va a pasar a la grafica?, ;qué es lo que dibujaron mal Manuel?
Manuel: En ésta dibujamos las dos positivas.

Bryan: Esta también deberia estar acd, ;no? ( refiriéndose al eje de la parébola)
Profesor:;Cémo dibujarias entonces la negativa?

Manuel: Al revés.

Bryan: Para abajo.

Manuel: Nos equivocamos porque no leimos las instrucciones, nos fuimos con la finta de que
teniamos que hacer dos parabolas.

Manuel: Entonces si ésta es positiva, la otra hazla igual pero para abajo.
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Figura 2. Grdfica equivocada de una pardbola vertical positiva y una negativa.

Como se puede observar, Manuel reconoce que no leyeron las instrucciones, sin embargo,
antes de que el profesor corrigiera, Manuel es capaz de visualizar su error y corregirlo e
indica la manera correcta en que esa actividad deberia realizarse. Por su parte Bryan,
también participa e indica que el eje de la parabola no esta donde se requiere, lo que
implica que el vértice tiene que estar en el origen.

Ambos alumnos pueden pasar de una representacion verbal a la grafica, son capaces de
establecer las relaciones que guardan los elementos de la parabola e incluso de corregirse
ellos mismos, pues tienen en mente lo que con anterioridad hicieron con las hojas
dindmicas.

Es evidente que hay una autorreflexion y que justifican sus aportaciones con argumentos
validos, el porqué de su error y de manera colaborativa lo corrigen para continuar con sus
actividades.

Episodio 2. Se pide a los alumnos que "dibujen" los elementos de la parabola a partir de
ciertos parametros dados. Previamente leyeron la introduccion al tema y por
comparacion se esperaba que resolvieran esta actividad.

En la figura 3 de la segunda hoja de trabajo, José Luis traz6 de erroneamente la directriz,
entonces el profesor les sugiere revisar la situacion a partir del trabajo con la hoja
dinamica y se inicia el didlogo:

Profesor: ;Por qué trazaste la directriz ahi?

José Luis: Porque va del otro lado del foco.

Profesor: Entonces, ;por qué no mas cerca o mas lejos del vértice?

José Luis se queda pensativo y Aimeé revisa la hoja dinamica.

Aimeé: ;Es la misma distancia del foco al vértice que del vértice a la directriz?
Profesor: A ver, cuenta los cuadros.

Aimeé: jSi! debes de juntarla mas al vértice José, jque mida lo mismo que el foco!
Enseguida se muestra el trazo de José Luis después de aclarar este punto.
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Figura 3. Primera aproximacion para la grdfica Figura 4. Grdfica de los elementos de la
de la pardbola. parabola.

Un primer acercamiento grafico al tema, con la Unica intencion de identificar los
elementos y establecer algunas condiciones para trazarlos se apoyd con las hojas
dinamicas. El profesor se dio cuenta del error cometido por el estudiante y realizo
preguntas para que el alumno reflexionara e involucrara al otro integrante del equipo para
que participara y diera su punto de vista, asi en la figura 4 se muestra la correccion hecha
después de la intervencion.

La actividad descrita permite que el alumno se cuestione acerca de lo que realiza y que su
companiera se involucre en la respuesta que se dio. El uso del software, en esta parte,
permite establecer de manera grafica (como primer acercamiento), la disposicion de los
elementos que conforman la parabola.

Como segunda actividad, a partir de una explicacion, se les pidid realizar una
transformacion de "ecuaciones", es decir, pasar de la ecuacion general de la parabola a la
ordinaria y viceversa. Esta es la parte algebraica mas "fuerte" de las actividades.

Episodio 3. Una conversacion interesante se da en la sesion 2 cuando se analiza el efecto
del parametro p sobre la grafica, ya que el profesor obtuvo una respuesta obvia pero
inesperada.

Manuel: Profe, ;cdmo que para donde abre la parabola cuando aumenta p?

Profesor: Si, ;qué le pasa a la parabola? -El profesor espera que Manuel conteste "abre hacia
arriba"-.

Manuel: Pues abre hacia los lados!

Profesor: El profesor reflexiona unos sequndos...Es cierto, ;pero es horizontal o vertical?
Manuel: Ah! pues depende, porque si p es positiva, la parabola abre hacia arriba, si p es
negativa, abre hacia abajo.

El profesor aprovecha que Manuel vio que la parabola abre "hacia los lados" mientras aumenta
py pregunta.

Profesor: Y, ;qué pasa con el lado recto mientras la parabola abre hacia los lados?

Bryan (Compafiero de Manuel): se hace mas largo.

Profesor: Pero, ;cuanto? A ver, coloca el deslizador con p =1y dime ;cuanto vale el lado recto?
Bryan: Cuatro

Profesor: Ahora coloca p = 2. ;Cuanto vale?

Bryan: Ah, el lado recto se multiplica por 4.

Manuel: Ya, ya, si, ya entendi.
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Aunque la respuesta de inicio no fue la esperada por el profesor, se aprovech? la situacion
para establecer otra caracteristica, la proporcién en que aumenta su valor mientras la
distancia focal también aumenta. Esto enriquece la experiencia del profesor, para que en
un futuro, realice las preguntas de una manera mas concreta y el alumno sepa
exactamente qué se le pregunta.

Como se aprecia, la situacion en la que se discute el parametro p, es propiciada por el uso
de las hojas dinamicas, el variar los parametros de la ecuacion y ver la influencia que
tienen sobre la grafica de forma inmediata, genera en el alumno una autorreflexion
acerca de lo que sucede, asimismo, la participacion de los dos integrantes del equipo se
da durante la platica, porque aunque ambos pueden ver la misma hoja dinamica, uno
visualizd una cosa que el otro no y son capaces de compartirlo y justificarlo.

Episodio 4. La actividad consistio en modificar los parametros de la ecuacion en la hoja
dindmica para hacer coincidir la grafica de la parabola del cuaderno de trabajo (figura 5).

Figura 5. Utilizacion de las hojas dinamicas para contestar las
actividades del cuaderno de trabajo.

En la parte de debate grupal, esta actividad tuvo una participacion de mas integrantes del
grupo, ya que el trabajo en las hojas dindmicas les llamé la atencion, como se muestra en
el siguiente dialogo:

Profesor: Entonces, ;qué es lo que provoca el mover hy k?

Todos: Que la parabola se mueva.

Profesor: Si, pero ;como es que se mueve? ;Hacia donde o qué?

Brenda: Bueno, pues h la mueve hacia los lados y k la mueve hacia arriba o hacia abajo.
Profesor: Muy bien, pero ;qué le pasa a la ecuacion?

Victor: Sélo cambia una cosa, lo que esta a un lado delax ylo que estdaunladodelay.
Bryan: Pero profe, ;por qué a veces aparece menos y menos?

Brenda: Es que los tienes que multiplicar, o sea, se hace mas. ;Si o no?

Bryan: ;Pero como?

Brenda: Si, o sea. Si el h lo mueves a la derecha es positivo pero en la ecuacion es menos,
porque se debe de multiplicar por menos. Y si lo mueves hacia la izquierda h es negativo pero
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en la ecuacion lo debes multiplicar y se hace mas.

Victor: Si, o sea tu nomas cambiale el signo, si h es positivo tU lo debes de poner negativo en la
ecuacion y si es negativo, pos lo pones positivo en la ecuacion.

Bryan: Ah, se me hace que ya.

Profesor: Eso es correcto. Pero, ;qué otros pardmetros cambian cuando mueven hy k?
Claudia: Ninguno. Ah no, si. El foco y el vértice.

Rocio: jNo! También el..esa linea, la que pasa por en medio.

Victor: iEl eje!

Rocio: jEso!

Profesor: ;Y qué pasa con las distancias, por ejemplo, del vértice al foco y del vértice a la
directriz?

Brenda: Son las mismas, solo que se mueven, depende a la izquierda o a la derecha.
Profesor: ;Y qué pasa con el lado recto?

Manuel, Victor, Brenda, Alejandra: Nada.

Profesor: ;Y en algun momento la pardbola se abre mas o se cierra mas?

Manuel: Eso es con p ¢no? La que vimos ayer.

Profesor: Muy bien

La posibilidad de modificar y manipular los parametros y observar los patrones de
comportamiento, genera en los alumnos alguna idea de lo que pasa con las graficas y bajo
la directriz del profesor se propicid el trabajo grupal.

Episodio 5. La quinta sesion se realizd con trabajo a lapiz y papel con el cuaderno de
trabajo, pues la idea es que todas las actividades desarrolladas en las sesiones anteriores,
sirvieran para lograr visualizar el efecto de los parametros sobre la grafica y sobre la
ecuacion. Esta Ultima parte, en la que los alumnos realizan las actividades ya sin la ayuda
del software y fueron capaces de visualizar lo que se les pedia en forma de texto, grafico o
algebraico y lo externaron en forma verbal, grafica o algebraica, segun fuera el caso. A
continuacion se relata un ejercicio en el cual José Luis estuvo frente a todo el grupo y
realizé una de las actividades del cuaderno de trabajo. En el ejercicio se da la ecuacién
ordinaria de la parabola y se pide localizar y graficar todos los elementos.

Comentario: José Luis ubica el vértice pero tiene dudas de donde debe colocar el foco:
José Luis: Profe, entonces ;como quedamos?

Profesor: ;Cual es el valor de p en esa ecuacion?

José Luis: Menos uno, entonces es hacia abajo..

Profesor: Ah, ah, ;qué tipo de parabola es?

José Luis: Horizontal

Victor: jEntonces a la izquierda papa!

José Luis: jPero si es negativo éste! ( refiriéndose al valor de p)

Victor: jPor eso! Entonces ;como es que va a ir hacia abajo?

Profesor: Aja!

Comentario: José Luis entonces coloca el foco en la grafica.

Profesor: Entonces anota las coordenadas del vértice. Ah ya esta, ok. ;Ahora qué
coordenadas tiene el foco?

José Luis: Ah ya sé. Ahora sigue el lado recto.

Profesor: ;Cuanto mide el lado recto?

José Luis: Menos cuatro.
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Profesor: Acuérdate que es el valor absoluto.

José Luis: Ah, si, si, cuatro.

Profesor: Entonces, ;por donde pasa el lado recto?

José Luis: Por aqui (sefialando el foco), entonces uno, dos, tres, cuatro.

Profesor: Ah, ah, Victor, si el lado recto es cuatro... - José Luis interrumpe

José Luis y Victor: Ah, no, no, es uno, dos. - Contando dos "cuadros" a uno y otro lado del
foco.

Profesor: Perfecto, entonces ;como quedaria la parabola José Luis?

Comentario: José Luis la dibuja y termina el ejercicio.

Mas adelante Bryan pregunta acerca de las coordenadas del vértice.

Bryan: Profe, ;por qué le puso menos dos y luego dos? (refiriéndose al vértice). ;Qué no es al
revés?

José Luis: Porque cambian los signos, primero va la x (refiriéndose ala hy se hace negativoy
luego va la y refiriéndose a k (y se hace positivo).

Bryan: Oh, si, si, jya me acordé!

Al final de la actividad se ve como en las figuras 6, 7y 8:

W

satiing

Figura 6. José Luis realiza ~ Figura 7. Determinacion de los Figura 8. Grdfica de la
el ejercicio. elementos de la pardbola. parabola.

En una primera etapa de la quinta sesion, los alumnos trabajaron las actividades sin las
hojas dinamicas con su compafero de equipo, analizaron los datos del problema,
comentaban, llegaban a un acuerdo y contestaban la hoja de trabajo. Si tenian alguna
dificultad, el profesor ayudaba mediante preguntas dirigidas, para que los alumnos
tuvieran la oportunidad de una autorreflexion y resolvieran sus dudas apoyandose en el
trabajo previo.

Una vez que todos los alumnos terminaron la actividad, el profesor preguntd a los
integrantes de cada equipo acerca de la actividad realizada, les pedia que dieran a
conocer su respuesta y la justificacion de la misma. Si habia discrepancias entre las
respuestas dadas, pedia que algun estudiante pasara al pizarron para que todos
estuvieran en posicion de dar sus opiniones y justificaciones para resolver el problema. En
las figuras 9 y 10 se muestran un par de hojas del cuaderno de trabajo que los estudiantes
realizaron sin la ayuda de las hojas dinamicas, en las que a partir de ciertos datos, de
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texto, graficos o algebraicos, los estudiantes visualizaron en primera instancia y
representaron todos los elementos de la parabola que se solicitaba.

Figurag. Hoja del cuaderno de trabajo de Manuel en la cual a partir de las coordenadas del
vértice, distancia focal y la orientacion de la parabola, deben encontrar todos los elementos
restantes.

Figurazo. Hoja del cuaderno de trabajo de Brenda, en la cual a partir de la grdfica, deben
encontrar todos los elementos de la pardbola.

4.1 Analisis de la encuesta

En los resultados de la encuesta cuantificada con una escala de Likert de 1 a 5, se
muestra evidencia de que los alumnos consideran adecuada la propuesta didactica para el
tema de la pardbola. Ver tablas 3y 4 para las cuales las columnas indican:
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(T.D) Totalmente en desacuerdo, (E.D) En desacuerdo, (IND) Me es indiferente, (D.A) De

acuerdoy (T.A) Totalmente de acuerdo

Tabla 3. Encuesta para las sesiones de trabajo.

Aspectos T.D. | ED. | IND. | D.A. | T.A.

Pregunto a otros compafieros por sus ideas. 4 12
Escucho las ideas de mis compaiieros. 16
Recibo ayuda de mis compafieros. 2 14
La convivencia entre mis compaferos es buena. 4 12
El trabajo es colaborativo en las sesiones de practica. 1 15
Mis compafieros me dan confianza para aclarar cualquier duda. 5 11
Considero las ideas de mis compafieros. 3 4 9
El didlogo con mis compafieros del grupo colaborativo influye en mitoma 4 12
de decisiones.

Expongo mis ideas y opiniones durante las actividades. 6 10
Participo con entusiasmo. 14
Desarrollo de manera satisfactoria el trabajo asignado. 3 12

Con base en la cuantificacion de la encuesta, la mayoria de los alumnos considera que la
interaccion social con sus compaiieros fue buena porque pregunté a otro compafero su
opinion, todos escucharon lo que los demas tenian que decir, practicamente todos
recibieron ayuda de sus companieros: la convivencia fue buena. Como se muestra en la
tabla 3, es evidente la motivacion que los alumnos tuvieron al trabajar con la
computadora y con el uso de las hojas dinamicas. Aunque algunos consideraron que el
empleo de las hojas dinamicas no les ayudaba a predecir el comportamiento de la
parabola, la mayoria si. Con el uso de la tecnologia, practicamente todos consideraron

satisfactorio su aprendizaje.

Tabla 4. Encuesta acerca de las hojas dindmicas

Aspectos T.D. | ED. | IND. | D.A. | T.A.
1. Eluso de las hojas dindmicas me motiva para estudiar matematicas. 1 15
2. El uso de las hojas dinamicas me permite visualizar mejor lo que se me pide. 16
3. El uso de las hojas dindmicas me hace entender mejor la influencia de los 2 14
pardmetros en la grafica.

4. Eluso de las hojas dinamicas me permite predecir el comportamiento de la 3 13
parabola cuando sus pardmetros varian.

5. Considero que el interés y la motivacion incrementaron debido al empleo de las 2 14
hojas dinamicas.

6. Considero satisfactorio mi aprendizaje con el empleo de la tecnologia. 1 15

Como referencia final de la opinion de los alumnos acerca de las actividades realizadas
con la propuesta, se le pidid a los alumnos que contestaran de manera abierta lo
siguiente: ;Consideras importante el empleo de la tecnologia?
respuesta. A continuacion se muestran algunas de sus respuestas:

Justifica tu
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Rocio: Si. Deberian de ser asi las clases de matematicas, porque todo siempre es con letras
y no se entienden bien las operaciones, en cambio si se ven las figuras es mas facil
identificar las cosas.

Claudia: Si. Pues porque nunca habia usado la computadora para cosas de matematicas,
siempre todo es en cuaderno o en libro.

Victor: Si. Aunque no creo que siempre se pueda usar, creo que es mas importante hacer las
cosas algebraicas porque esas son las que cuentan.

Brenda. Si. Es padre ver las graficas como se modifican y van cambiando, ademas se
aprende mas rapido.

Las respuestas en general fueron de este tipo, los estudiantes sugieren que se use
siempre la tecnologia en actividades matematicas, aunque es interesante ver que
algunos, como Victor, siguen con la idea de que la parte algebraica es la mas importante.
Ninguno de ellos habia trabajado los temas de matematicas con la computadora y segun
sus comentarios, ésta es una muy buena alternativa que se deberia repetir mas a
menudo.

4.2 Analisis general del estudio

En el analisis de las actividades realizadas en el cuaderno de trabajo y de la
revision de los videos, se observa que los alumnos interpretan los parametros, reflexionan
internamente y luego expresan su punto de vista con el companero y responden la
actividad.

Con base en los comentarios y las encuestas realizadas, su percepcion respecto al
aprendizaje y sus habilidades de visualizacion y de representacion, se afirma que los
estudiantes utilizan el concepto de visualizacion para establecer las representaciones del
objeto parabola. El hecho de que en las hojas dinamicas se establecieran vinculos para
propiciar diferentes representaciones de la parabola, hizo que los alumnos transitaran de
una a otra con cierta facilidad.

Las hojas dinamicas disefiadas con el GeoGebra, fueron la herramienta que les permitio a
los estudiantes manipular los parametros de la ecuacion de la pardbola, para después
contestar las actividades con y sin el uso del software.

El hecho de intercambiar opiniones y exponer las propias, es importante para los
estudiantes, en el espacio de las encuestas dedicado a las sesiones de trabajo, se muestra
como el total de los alumnos se mantuvo atento a las opiniones de los demas y como el
75% de los estudiantes preguntd a otros por sus idea, es decir, el trabajo colaborativo
tuvo mucha importancia para lograr el objetivo

En el analisis de los videos se muestra que uno de los efectos que produce la propuesta es
la buena disposicion a su participacion en la misma, otro de los efectos es el interés por
"ver qué pasa si..", es decir, por investigar y por ahondar mas en el tema. En general la
propuesta motivo a los estudiantes a aprender el tema de la parabola y a colaborar en
equipo para tener una mejor nocioén de la actividad.
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Respecto a promover un pensamiento visual en los estudiantes con el uso de GeoGebra,
fue muy evidente durante el desarrollo de las clases, ya que en las actividades, los
alumnos predecian el comportamiento de la parabola en muchos de sus casos, y en otros
en los que no estaban correctos, analizaban el por qué se habian equivocado.

Se verificd que hubo una influencia positiva para el aprendizaje del tema de la parabola
con el uso del GeoGebra, en palabras de una alumna "las matematicas deberian ser asi"
en referencia a incluir las TIC en las clases de matematicas.

5. Conclusiones

e El trabajo colaborativo permitié un intercambio de ideas entre los alumnos asi como
una argumentacion de las mismas, lo cual provocd una reflexion acerca de los
elementos de la parabola en las tres representaciones: grafica, algebraica y verbal.

e El empleo de las hojas dinamicas facilitdo una visualizacion mental de la parabola, lo
cual se hizo evidente al momento de contestar el cuaderno de trabajo sin el uso de la
computadora, cuando se les pidid que trazaran parabolas con caracteristicas dadas.

e El uso de la computadora y la interaccion con un software permitié que los alumnos
tuvieran respuesta inmediata a sus curiosidades y preguntas que surgieron en el
momento de contestar las actividades del cuaderno de trabajo.

e Los alumnos fueron capaces de usar distintas representaciones semidticas para
expresar la parabola en los términos que se requerian. Fueron capaces de obtener los
elementos de la parabola dada su ecuacion y grafica a partir de un enunciado, la
grafica a partir de su ecuacion y la ecuacion a partir de la grafica.

e Elsaber que la computadora es sélo un recurso, para construir su conocimiento, para
después aplicarlo cuando sea requerido, incluso sin el uso de la tecnologia.

e Se propone incentivar la produccion de materiales didacticos que contribuyan al
aprendizaje de las matematicas en cualquier centro educativo y en cualquier
contenido matematico, aunque seria muy ambicioso e incluso dudoso afirmar que es
la solucion al problema del aprendizaje de las matematicas, sin embargo, es una
opcion viable para sentar cimientos solidos de propuestas alternativas para a la
ensefanza tradicional.
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EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA CON GEOGEBRA

Ana Guadalupe Del Castillo Bojorquez, José Luis Soto Munguia
Universidad de Sonora

acastillo@mat.uson.mx, jlsoto@mat.uson.mx

Resumen
El propdsito de este trabajo es presentar algunos elementos del disefio de una actividad didactica para

apoyar la construccion de significado en torno al Teorema Fundamental del Algebra con apoyo de
GeoGebra, para estudiantes de ciencias e ingenieria. Se aprovecha principalmente la potencialidad de
GeoGebra para el manejo de representaciones multiples dinamicamente vinculadas. En cada una de ellas,
se explora el concepto de raiz de un polinomio, y se asocia el nUmero de ellas al grado del polinomio. Parte
esencial de la actividad, es lograr una representacion grafica en la que se puedan identificar todas las raices
del polinomio y sus multiplicidades, sin importar si son numeros reales o no lo son. El marco tedrico
utilizado para el andlisis asociado al disefio de la actividad es el Enfoque Ontosemidtico de la Cognicion e
Instruccion Matematica.

Palabras clave: Polinomios, Raices, NUmeros Complejos, GeoGebra

1. Introduccion

El estudio de polinomios y raices constituye una buena parte de los contenidos de
la asignatura de Algebra para estudiantes del primer semestre de los programas
educativos de la Division de Ingenieria de la Universidad de Sonora. Una caracteristica
importante de la asignatura es que se pretende promover ampliamente la articulacion de
representaciones graficas y algebraicas en el estudio de los mismos. Esto es posible
mediante el uso de tecnologias digitales que permitan la formacion de representaciones
dindamicamente vinculadas. Se presentan aqui algunos elementos del disefio de una
actividad didactica que busca promover la construccion de significado en torno al
Teorema Fundamental del Algebra. Asi, el contenido matemético que se discute en la
actividad gira alrededor de la pregunta ;Cuantas y de qué naturaleza son las raices de un
polinomio de grado n?

2. Aspectos Tedricos

El diseno de la actividad se fundamenta tedricamente en el Enfoque
Ontosemiotico de la Cognicidn y la Instruccion Matematica (Godino, 2008), haciendo uso
principalmente de las nociones de objeto, sistemas de practicas, significados
institucionales y personales (Godino, Batanero, 1994) y elementos basicos del significado.

En este enfoque tedrico se declara que el significado institucional o personal de un objeto
matematico, es el sistema de practicas que manifiesta una institucion o un individuo
sobre dicho objeto matematico, respectivamente. Tanto el significado institucional como
el significado personal tienen una tipologia. En este trabajo se estaran considerando el
significado institucional de referencia y el pretendido. Para la caracterizacion de los
significados, hacemos uso de sus elementos basicos, que son: Situaciones-problema,
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Lenguaje, Conceptos-definicion, Procedimientos, Proposiciones y Argumentos,
conocidos también como objetos matematicos primarios. Estos se combinan vy
relacionan, formando configuraciones epistémicas, las cuales dan cuenta de la
complejidad ontosemidtica de los objetos matematicos que constituyen.

3. Aspectos Metodoldgicos

Una fase importante, previa al disefio de la actividad, es la caracterizacion del
significado institucional de referencia y el pretendido. Para tal efecto, se identifican los
objetos matematicos primarios y los sistemas de practicas que se promueven en el
programa oficial de la asignatura de Algebra de la Universidad de Sonora en relacién con
nuestro tema de interés, asi como en textos (Cardenas et al, 2012; Dunham, 1990;
Kurosch, 1977), materiales utilizados por profesores que imparten la materia (Soto, 2003),
asi como recursos tecnologicos disponibles.

Tabla 1. Significado Institucional de Referencia

Significado Institucional de Referencia

Programa de la Libros de Texto
Materia

Materiales de
Apoyo

Uso de Tecnologia

Significado Institucional de Referencia y Pretendido

El objeto matematico a abordar es el Teorema Fundamental del Algebra, y puede ser
enunciado de distintas maneras.

Tabla 2. Enunciados equivalentes del Teorema Fundamental del Algebra

Todo polinomio complejo p(z) de grado n =1, tiene exactamente n raices
complejas, contando sus multiplicidades.

Todo polinomio en una variable de gradon = 1 con coeficientes complejos tiene
por lo menos una raiz compleja.

El campo de los numeros complejos es algebraicamente cerrado.

El significado institucional de referencia respecto a la institucion matematica es bastante
amplio y presentarlo rebasa el objetivo del presente trabajo. Sin embargo, al enfocarnos
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en los programas de ingenieria de la Universidad de Sonora, el significado institucional de
referencia puede acotarse.

Presentamos a continuacion la configuracion epistémica identificada, en términos de los
elementos basicos del significado.

e Sijtuaciones.

Resolucion de ecuaciones de sequndo y tercer grado

Construccién de polinomios a partir de sus raices

Determinacion de las raices racionales de un polinomio con coeficientes
enteros.

Factorizacion de polinomios

Exploracion grafica de las raices de un polinomio en el plano cartesiano.
Exploracion grafica de las raices de un polinomio en el plano complejo.

e Acciones

Evaluacion de polinomios

Operaciones con polinomios

Division sintética

Factorizacion de polinomios

Identificacion de relaciones entre las raices y coeficientes de un polinomio.
Articulacion de representaciones graficas y algebraicas de polinomios y sus
raices.

Lenguaje

Numérico, Algebraico, Grafico y Lengua natural

Conceptos

Variable, coeficiente, polinomio, grado de un polinomio, factor, raices,
raices racionales, raices reales, raices complejas, raices complejas
conjugadas, multiplicidad de una raiz, grafica de una funcidn en el plano
cartesiano, lugares geométricos en el plano complejo.

e Proposiciones

Teorema del residuo

Teorema del factory la raiz

Teorema sobre raices racionales de un polinomio con coeficientes enteros
Teorema sobre las raices complejas conjugadas de un polinomio con
coeficientes reales.

e Argumentos

Justificacion de las acciones y proposiciones enunciadas anteriormente.

El significado institucional pretendido en la actividad a que hace alusion este trabajo, tiene
que ver con la identificacion grafica de todas las raices de un polinomio de grado n. El
proposito es construir significados en torno al teorema, abordando situaciones que nos
lleven a enunciarlo, mas no a demostrarlo.
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4. Uso de Tecnologia

Entre los recursos tecnologicos considerados, se ha seleccionado trabajar con
GeoGebra (Hohenwarter, 2001) por su gran capacidad de manejar multiples
representaciones dindamicamente vinculadas, con la ventaja adicional de ser un software
libre. En particular se hace uso de la Vista Algebraica, el Calculo Simbdlico (CAS), la Hoja
de Calculo, la Vista Gréfica (plano cartesiano), la Vista Grafica 2 (interpretada como el
plano complejo). En cada uno de estos ambientes, y de forma vinculada, se explora el
concepto de raiz o cero de un polinomio, y se asocia su nUmero al grado del polinomio.
Parte esencial de la actividad, es lograr una representacion grafica en la que se puedan
identificar todas las raices del polinomio y sus multiplicidades, sin importar si son
numeros reales o no lo son.

5. Descripcion general de la actividad

La resolucion de ecuaciones de segundo y tercer grado, asi como la construccion
de polinomios a partir de sus raices son un antecedente importante a la actividad que se
presenta. Al construir polinomios utilizando n raices, se obtiene un polinomio de grado n.
En la actividad propuesta se analiza el problema inverso en el que se tiene un polinomio
arbitrario de gradony se pretende investigar cuantas raices tiene en total, desde una
perspectiva de representaciones multiples. Sin embargo, la representacion grafica de un
polinomio como una funciodn real de variable real proporciona una informacion limitada
acerca del nUmero total de sus raices, ya que permite solamente la visualizacidn directa
de las raices reales como los puntos donde la grafica del polinomio se interseca con el eje
de las abscisas y la multiplicidad de las raices no siempre puede establecerse. Ademas, en
este tipo de graficas no estan representadas las raices complejas no reales. Entonces, en
la actividad a proponer se apela también al uso de lugares geométricos en el plano
complejo. Se parte de considerar la funcidon polindmica p(x)y graficarla en el plano
cartesiano. Ejemplificaremos la situacion con un polinomio de cuarto grado:

p(x)=x*—2x*+x*+x-5

La grafica en el plano cartesiano muestra dos cortes con el eje de las abscisas como se
muestra en la Figura 1.
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[T =

Figura 1. Vista Algebraica y Grdfica

Posteriormente, se considera el polinomio p(x) = z* —2z3 +2z?+2z—75 como un
polinomio definido en el campo de los numeros complejos que toma valores complejos.
Se utiliza la Vista CAS de GeoGebra para sustituir z por su forma cartesiana z = x + iy,
separando posteriormente la parte real y la parte imaginaria de la nueva expresion del
polinomio. Los comandos utilizados son:

p(2) r(x, y)=real(p(x+iy))
p(X-+iy) im(x, y) :=imaginaria( p(x +1y))

y se muestran en la Figura 2. (La unidad imaginaria i, puede introducirse con la
combinacion de teclas Alt +i).

- -

Figura 2. Vistas Algebraica, CAS y Grdfica

Es importante mencionar que esta construccion esta dinamicamente vinculada, es decir,
al cambiar el polinomio, cambian todas las expresiones algebraicas y la grafica.
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La siguiente reflexidn va en el sentido de que para que el valor del polinomio sea nulo,
tanto su parte real como su parte imaginaria deben ser cero. Asi, las ecuaciones
r(x,y) =0 eim(x,y) = 0 pueden interpretarse como lugares geométricos en el plano
complejo. Es decir, la ecuacionr(x,y) = 0, que en nuestro ejemplo particular queda
como x* + y* — 6x2y? — 2x3 + 6xy? + x> —y?> + x + 5 = 0 puede ser representada
graficamente en el plano complejo, interpretandose como el lugar geométrico de todos
los numeros complejos de la forma z = x + iy que hacen que el polinomio tome valores
imaginarios puros.

Del mismo modo, la ecuacion im(x,y) = 0, que en nuestro ejemplo particular queda
como —4xy3+4x3y +2y3 —6x?y+2xy+y=0 puede ser representada
graficamente en el plano complejo, interpretandose como el lugar geométrico de todos
los numeros complejos de la forma z = x + iy que hacen que el polinomio tome valores
reales.

Las intersecciones de ambos lugares geométricos representan las raices del polinomio en
el plano complejo, que en el polinomio analizado, son cuatro.

En la Figura 3, se muestran los lugares geométricos en la Vista Grafica 2. En esta figura, se
ha ocultado la vista algebraica, por cuestiones de espacio.

03 tuwne e+ — — -

AP EETE SR OpCares eraRniae SeTee Apae Caraita

Cairin Betotos CAS Viats Gramce « Grwcs
Pr - \ f
P T AR S ) l".‘ ,r“
vy A A‘..Il v’,’ /
L LT e T I R IR E R L I LA \\ /
PR N\ \ /
s 5 \
i by 2 by e \\ ‘A,. ‘,f' 7
L P N \ / //
Y \ \ /
day sdx'y 42y -0 ys2ay4y e \\ \ .~"’ / -
\‘-\_ \'. \ g /,/"-
\
S
E Y 4 oA
~ /AN
- 7. AN
= 7 N e
- / / \, ~
\ .
/ / L
/ .
/ \ N
/ N
/ / b,
\
/ \ N
s ; " '
T DT O NN, - - .ssse 2o

Figura 3. Raices Reales y Complejas de un polinomio de Grado 4

6. Consideraciones finales

La actividad puede continuarse promoviendo una exploracién en la vista de Hoja
de Calculo, obteniendo valores del polinomio para diferentes valores de la variable. El
archivo GeoGebra puede generalizarse aun mas, construyendo deslizadores vy
considerando parametros como coeficientes del polinomio. Puede incluirse también un
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deslizador, para cambiar el grado del polinomio. En el archivo GeoGebra mostrado, el
polinomio puede redefinirse directamente en la linea de Entrada y se encuentra
disponible en el sitio www.geogebratube.org.
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ACTIVIDADES DIDACTICAS PARA LA ENSENANZA DE VOLUMEN DE SOLIDOS DE
REVOLUCION

Maria Eugenia Noriega Trevifio, Luis Rosillo Martinez, Hugo Melo Coronado
Departamento Fisico Matematicas
Universidad Auténoma de San Luis Potosi, México

marunor@uaslp.mx, luisr@uaslp.mx, melo-bass@hotmail.com

1. Resumen

Este trabajo consta de los reportes de las materias de practica docente Il y Ill de la Universidad Auténoma de
San Luis Potosi y contiene las experiencias docentes que se impartieron durante 4 dias de los meses de Octubre
del 2013 y Abril del 2014 sobre el tema de Sélidos de Revolucién. En el presente trabajo se incluyd, dentro de
las sesiones correspondientes a la primera parte, una actividad que consistié en determinar el volumen de una
zanahoria y una cebolla y hace énfasis en la utilizacién del software para la construccién y ensefianza de cada
método para el célculo del volumen de sélidos de revolucién. La segunda parte la actividad fue similar, se utilizd
una fruta simétrica a eleccion del alumno y se utilizaron los softwares Tracker y Winplot como apoyo para la
actividad.

Palabras clave: Célculo de varias variables, Graficas en Tercera Dimension, Sélidos de revolucién, Tracker,
Winplot.

2. Antecedentes

El Departamento de Fisico Matematicas de la Universidad Auténoma de San Luis Potosi, es
una entidad que presta servicio a dos Facultades, la de Ingenieria y la de Ciencias Quimicas y
se imparten materias del drea de Fisica, Quimica, Calculo y Algebra. La materia de Célculo B
incluye dentro de las aplicaciones de la integral, el tema de volumen de sélidos de
revolucion.

Los estudiantes presentan limitaciones al establecer los diferentes significados que toma f (x)
en el célculo integral (imagen, altura, segunda coordenada de un par ordenado, expresién
algebraica de una funcién), coartando de esta manera, el traspaso del registro gréafico al
registro algebraico. (Andrade y Montecino, 2009).

Un papel primordial del docente, para el caso del tratamiento de la integral definida, serd
resignificar f (x) como un objeto de imagen o altura (aspecto geométrico implicito en la
gréfica de la funcién) y no quedarse sélo con el hecho de que f (x) representa una “funcién a
integrar”, ademas de enfatizar procesos cognitivos como el razonamiento y visualizacion
espacial.

Los mismos autores concluyen que a los estudiantes se les dificulta cambiar de un registro
algebraico a uno gréfico, al momento de generar mentalmente el sélido. Una de las posibles
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causas es la ausencia del eje z en el plano cartesiano al hacer rotar una regién en torno a un
eje.

Lo anterior permite suponer que el no realizar o proponer actividades que involucren un
cambio de registros entre los diferentes tipos de representaciones semidticas (Duval, 1999),
puede conllevar a conflictos cognitivos al momento de cambiar dimensiones, o mas
especificamente, en el salto del plano al espacio.

Ante esta dificultad, Piaget sefiala que, como seres humanos, estamos limitados a visualizar
la abstraccion de la matematica en dos dimensiones, lo cual, claramente es diferente a
nuestra cotidianeidad.

Para el desarrollo de las actividades, se utilizd como marco de referencia el modelo educativo
de Van Hiele para la Geometria (Fouz, 2013). Este modelo plantea la existencia de cinco
niveles de pensamiento, vinculados con el desarrollo de los conocimientos geométricos y
cinco fases secuenciales de aprendizaje.

Los alumnos recorren los siguientes niveles:

* Nivel 1: Nivel de reconocimiento o visualizacién. Se reconocen visualmente figuras por su
apariencia global, no hay diferenciacién de componentes.

* Nivel 2: Nivel de anélisis. Se empiezan a percibir intuitivamente propiedades de las figuras
y se aprende la terminologia técnica apropiada para describirlas apareciendo, pero no se
relacionan las figuras entre si o las propiedades de las figuras.

* Nivel 3: Nivel de orden o deduccién informal. Se perciben légicamente propiedades
geométricas y entienden relaciones entre figuras. Pueden formularse y comprenderse
definiciones, refutarse mediante contraejemplos. Estas ideas todavia no pueden ser
organizadas en una teoria deductiva.

* Nivel 4: Nivel de deduccién formal. Se empiezan a desarrollar secuencias mas largas de
proposiciones y a entender el significado de la deduccién, los axiomas, los teoremas y la
demostracién, adquiriendo la comprension de los sistemas formales. Pueden construirse
demostraciones alternativas, diferenciar condiciones necesarias y suficientes, etc.

* Nivel 5: Nivel de rigor. Se comprenden sistemas formales considerados como objetos de
conocimiento: sus caracteristicas, propiedades, construccidon de sistemas alternativos. La
geometria es captada en forma abstracta.

Las fases secuenciales del aprendizaje son las siguientes:

« Fase 1: Interrogacién/Informacion. Se llevan a cabo conversaciones y actividades acerca
de los objetivos de estudio, se hacen observaciones, se plantean preguntas y se introduce
el vocabulario especifico de cada nivel. El docente comprende qué conocimiento previo
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tienen los estudiantes acerca del tema y los estudiantes aprenden en qué direccién se
dard el estudio posterior del mismo.

« Fase 2: Orientacién dirigida. Los estudiantes exploran el tema de estudio mediante
materiales que el docente ha seleccionado. La mayoria de las actividades son breves,
disefadas para lograr respuestas especificas.

« Fase 3: Explicacion. Los estudiantes expresan e intercambian expresiones acerca de las
estructuras que han estado observando, teniendo en cuenta lo que han podido hacer
anteriormente. El docente tiene un espacio muy pequefio dentro de esta fase, pues debe
auxiliarlos solamente en el uso del lenguaje especifico y dejarlos expresar con sus
palabras.

+ Fase 4: Orientacion libre. Los trabajos para los alumnos revisten mayor complejidad: varios
pasos, diferentes opciones de resolucién y pueden presentar resultado no Unico, surgen
maneras propias de resolucion.

+ Fase 5: Integracioén. Integrar y resumir todos conocimientos desarrollados permite llegar a
esta Ultima fase. Esto permite hacer una revisiéon global de los objetos matematicos
estudiados y de sus vinculaciones.

3. Objetivo

Desarrollar actividades didacticas como un auxiliar del proceso ensefianza aprendizaje del
tema de volumen de sélidos de revolucién con base en el modelo de Van Hiele.

4. Materiales y Métodos
4.1 Primera parte

La instruccion se llevd a cabo durante 4 sesiones en el mes de Octubre del 2013 en el
salon de clase con un total de 32 alumnos que cursaban la materia de Calculo B en el
Departamento de Fisico Matematicas de la Universidad Auténoma de San Luis Potosi.

Durante la primera sesién se abordd el método de discos, en las segunda sesién se
hablé del método de rondanas y de capas. Se Utilizé el software Google SketchUp como una
apoyo visual para generar sélidos de revolucién durante la instruccién con la ayuda de un
canén proyector.

En la tercera sesion se pidié a los alumnos que resolvieran una actividad por equipos
como tarea fuera de clase que consistié en calcular el volumen de una zanahoria por el
método de discos y de una cebolla por el método de capas (Apéndice A).
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Dichas actividades fueron analizadas y expuestas por cada equipo de alumnos durante
la Gltima sesion.

4.2 Segunda parte

La instruccidn se realizé a finales de Marzo y principios de Abril del 2014 y se aplicé en
dos grupos diferentes de 31 y 30 alumnos respectivamente.

Las actividades se dividieron tres sesiones, dentro de las cuales los alumnos trabajaron
por equipos de 4 personas y consistieron en calcular el volumen de una fruta simétrica de tres
maneras distintas:

* Por el método que ellos decidieron, sin partirla (Imagen 1).

Imagen 1. Alumnos en trabajo para calcular el volumen de sélido de revolucién.

* Dividir la fruta en segmentos y encontrar el volumen con una suma de voliumenes
(Imagen 2).

Imagen 2. Datos de la division de la fruta.

* Mediante una fotografia y con ayuda del software Tracker para determinar una
funcién que pudiera utilizar para generar un volumen de revolucién con el software
Winplot (Imagenes 3, 4y 5).
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Imagen 3. Fotografia del limoén
en Tracker.

i

SR Imagen 5. Gréfica con
» T ' el WinPlot

Imagen 4. Ajuste del polinomio
con la rutina del Tracker.

Durante la instruccién las actividades fueron grabadas en video, se recopilé un informe por
escrito y se realizaron encuestas al finalizar (Apéndice B).

5. Resultados

Al final de las actividades se solicité a los alumnos un reporte de los resultados y sus
conclusiones. Se recopilé informacién de 13 equipos.

Los resultados de dichos reportes fueron los siguientes:

* Doce quipos utilizaron para su actividad una naranja y solamente un equipo utilizé un
limon.

* Diez de los equipos calcularon el volumen considerando la naranja como una esfera y

midieron el radio, tres equipos utilizaron el Principio de Arquimedes.

En los reportes se evidencia el concepto de volumen como una suma de volimenes y la
identificacion de las rodajas como un incremento de x (Ax).

Entre las fuentes de error se mencionan:

* Instrumentos de medicién imprecisos.
» Cortes no homogéneos.
* Asimetria de la naranja.
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Todos los equipos hablan de la importancia de la relaciéon entre la naturaleza y las

matematicas, asi como de los sdlidos de revolucién en la vida cotidiana.

Seis de los trece equipos destacan la importancia de las Tecnologias de la Informacién y

Comunicacién (TIC) que se utilizaron en el desarrollo de las actividades

Los resultados de los reportes por objetivos se muestran en la Tabla 1:

Tabla 1. Reportes por objetivos.

Objetivos Argumentos Argumentos Evidencia
Esperados Deseados
Sesion | [1] El | [1] Se espera |[1] Determinar si | Video 1:
1 alumno que comparen |la  fruta  se
reconocerd |la fruta con |parece a una
visualmente | alguna figura | esfera, un cubo, | (11 Tiempo  (03:44)
figuras por | geométrica un cilindro, etc. | hace referencia a la
su conocida Y | Menei | simetria y a la esfera.
encionar e
apariencia | aplique las | - stodo
global. diferentes utilizado  para | Tiempo (04:12) se
malmelras paral calcular el | hace referencia de la
2] \C/zlit:naern de uen volumen .de' ‘Ia formula general del
Empezard a | opjeto. ZUta (PTIHCIPIO volumen  de | la
percibir de e Arqwmedes esfera, se menciona
manera o por  su|elradio.
intuitiva [2] Se espera | SCUaCiON
propiedade | que el alumno conocida).

s de las

dé significado

Tiempo(04:41)
menciona el

figuras de cada una : ,
S) R [2]  Mencionar | desplazamiento  de
aprenderd | de las partes h L
que ay | agua (Principio de

la de la tabla y | | ]

_ ) circulos, Arquimedes)
terminologi | observe la diferenciales
a tgcmca importancia de cilindros, etc.
apropiada cada uno de [2] Tiempo (19:58) se
para los volimenes hace mencién del
describirlas. | para calcular el volumen de un

volumen total.

disco.

Actividad fisica:
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[11 En [A] se hace
mencién de la
esfera.

En [E] se hace la
mencién del
Principio de
Arquimedes.

[2] En [A] se hace la
mencidén del cilindro.

En [G] toda la

redaccion es
importante.
Sesion | [3] El | [3] Se espera|[3] La imagen |Video 2-1:
2 alumno serd | que el alumno | de dos
capaz  de | intuitivamente | dimensiones
percibir se dé cuenta | (foto) tiene | [3]  Tiempo (03:25)
l6gicamente | de las | propiedades se hace mencion del
propiedade | propiedades | como una | &je de simetria (Eje
s que tiene la |funcién, tiene de revolucién).
geométricas | fruta o | intervalos
y entender | verdura, asi | (diferenciales)

relaciones
entre figuras
asi también

podra
formular vy
comprender

definiciones
, o refutarlas
mediante
algin
contra-

ejemplo

como también
las distintas
propiedades
que a través
de un software
pueden
observarse.

que se crean a
través de la
trayectoria de la
masa  puntual
del software,
una grafica que
modela la
funcion de la
naranja

aproximadamen
te, el area que
se forma entre
el eje de

Tiempo (13:26) hace
referencia a una
funcién.

(14:57) se
hace referencia a los
subintervalos y a los
diferenciales.

Tiempo

Tiempo (16:20) hace
referencia al ajuste
de varias funciones.

105



Revista AMIUTEM
Actividades didacticas para la ensefianza...

revolucién y la

funcién asi
también que
esas
propiedades
sirven para
generar una

imagen en tres
dimensiones vy
que esta a su
vez tiene un
volumen  que

puede ser
calculado
mediante el
software.

Tiempo (20: 47) se
hace referencia al
trabajo de  dos
dimensiones.

Tiempo (30:23) se
hace referencia de
los limites del
intervalo (inferior y
superior).

Tiempo (39:12) hace
mencién del éarea
inscrita entre dos
funciones.

Tiempo (42:23) hace
mencion del
volumen del sdlido
de revolucion.

Video 2-2:

Tiempo (01:04) se
habla de la superficie
de revolucién y del
volumen que se
generd a través del
software.

Escritura:
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[3] en [A] se hace
mencion de la
grafica y los limites
(intervalo). También
se hace referencia
de los diferenciales.

En [E] hace
referencia a la
funcién aproximada
de la
También se hace
referencia de las

naranja.

ecuaciones, eje de
revolucion, sélido de
revolucién volumen,
hace referencia al
area inscrita entre

dos curvas.

En [G] se habla de
dos y tres
dimensiones,
ecuacion, intervalo vy
volumen.

Sesién
3

[4] El
alumno serd
capaz de
llegar a la
construccio
n del primer
método
para el
célculo de

[4] Se espera
que el alumno
pueda
paso a paso la
construccion

del primer

llevar

método para
el calculo de
volimenes de

[4] El método
de discos como
su nombre lo
indica,

corresponde a
calcular el
volumen de un
s6lido mediante
el célculo de

Video 3:

[4] Tiempo (05:51) se
da la férmula para
calcular el volumen
de un disco.

Tiempo (08:38) se
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volumenes
de sdlidos
de
revolucién,
asi también
reforzara los
conceptos o
propiedade
s vistas en
las dos
sesiones
anteriores.

Aqui no hay
un nivel
especifico al
objetivo de
la sesion,
mas  bien
esta
implicita la
teoria  del
modelo de
los Van
Hiele el
paso de los
niveles y el
recurrir a un
nivel de mas
abajo para
apropiarse
del nivel al
que se
desea
alcanzar.

una  funcién,

asi  también
profundizar en
la parte

matematica
que  modela
éste primer
método.

muchos discos.

habla  del  disco
representativo.

Tiempo (11:07)
aprox. se habla de
que la  funcidn
determina el radio.

Tiempo (16:06) se
hace menciéon de la
integral  que  es
conformada por un
limite de la
sumatoria
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Cuestionario de evaluacién

Al finalizar la instruccién los alumnos respondieron un cuestionario que nos permitié
responder a las siguientes preguntas:

¢Puede relacionar la grafica de una funcién con la figura del sélido que se genera al
girar sobre un eje?

Para esta pregunta se obtuvo una puntuacion de 86% de respuestas correctas.

(El alumno reconoce el método que debe utilizar para calcular el volumen de
revolucién al observar la gréfica de la funcion?

La puntuacion para esta pregunta fue de 85% de respuestas correctas.
¢Sabe plantear la integral para evaluar el volumen del sélido de revolucién?
En este caso el porcentaje de respuestas correctas fue de 75%.

¢Interpreta correctamente el lenguaje simbodlico matematico que se utiliza?
En este caso el 92% dio una interpretacion verbal del lenguaje simbdlico.

¢Puede el alumno plantear un problema de un sélido re revolucién dada una figura
simétrica?

En este caso el 58 % de los alumnos pudieron plasmar una figura y plantear un
problema de sélido de revolucién, el porcentaje restante entregd esta pregunta incompleta.

Conclusiones

La relacion entre matematicas y realidad presenta un reto interesante para la creacién de
instrumentos didacticos como apoyo en el aprendizaje.

La visualizacién especial con ayuda de un software graficador facilita la comprension de
conceptos y saberes matematicos.

Se observa un resultado positivo en el cambio de registros entre diferentes representaciones
semioticas:

% Gréfica en el plano y su representacién en el espacio al girar.
% Traslado del registro grafico al registro algebraico.

% De una figura real a un concepto matematico.



Revista AMIUTEM | 110
Actividades didacticas para la ensefianza...

* Se observa un buen reconocimiento por parte de los alumnos de las diferentes partes de una
integral definida.

6. Bibliografia

Andrade y Montecino (2009) ,La problematica de la tridimensionalidad y su representacién en
el plano. México: CINVESTAV.

Fouz F, De Donosti, B (2013), Modelo de Van Hielen para la didéctica de la Geometria.
Espana: Donostia.

Duval R, (1999), Semiosis y pensamiento, registros semidticos y aprendizajes intelectuales.
Cali: Universidad del Valle.

Piaget (1970), Genetic epistemology. New York: W.W. Norton & Company.
Spencer |, Feng J,(2011) Video game and Spatial Cognition, Universidad of Toronto: Canada.



Revista AMIUTEM | 111
Actividades didacticas para la ensefianza...
APENDICES
Apéndice A
Actividad de Aprendizaje Activo
"“Célculo de volumen: aplicacién de integrales”
Dr. Omar Olmos Lépez

Nombres:

Nombre del Equipo:

Instrucciones:

Sigue las instrucciones que a continuacién se te dan y para cada etapa documenta y analiza la situacién que se
te presenta. Al finalizar la actividad realiza una reflexién y expresa tus conclusiones del proceso.

Materiales:

1) Zanahoria.

2) Cebolla.

3) Cuchillo.

4) Tabla (como apoyo para cortar los vegetales).
5) Vaso de precipitado.

6) Camara fotogréafica (Celular, etc.). Como evidencia sacar fotos del trabajo y mandarlas al correo melo-
bass@hotmail.com con nombre del equipo, si puede un video mucho mejor.

Objetivo:
El alumno reforzaré conocimientos expuestos en clases, a través de la practica didactica.
ETAPA 1

Volimenes a través de secciones transversales

Ciertos voliumenes pueden ser calculados a través del seccionamiento del sélido, con secciones transversales
regulares. Ejemplo:
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Se puede apreciar que el volumen de la pirdmide cuadrada se puede estimar a través de la suma de una
infinidad de placas cuadradas. Por lo que el volumen se puede expresar como:

H

V="Lim A(h)dh = (A(h)dh

n—oo i=

Utilicemos este modelo para estimar el volumen de una zanahoria.

1.- Consigue una zanahoria y lavala para poder trabajar con ella.

2.- Con ayuda de un cuchillo, secciona la zanahoria en pequefios discos, de tal forma que tengas diferentes
cilindros, cuidando que todos tengan el mismo espesor. Procura que sean iguales.

3.-Llena la siguiente tabla con los datos de las dimensiones de cada disco de zanahoria.

Espesor Volumen

H A(r) h

N oy g B~oWN
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10

11

12

13

14

Suma total de volimenes de los discos:

4.- Verifica el volumen de la zanahoria utilizando el Principio de Arquimedes. Con ayuda de un vaso de
precipitado o una probeta graduada, sumerge las zanahorias rebanadas y determina el volumen que se desplaza
de agua.

Volumen de agua desplazado:

5.- Compara tus resultados. ;Cémo es el volumen calculado, respecto al obtenido por el principio de
Arquimedes?

ETAPA 2

Determinacién de solidos por el método de secciones cilindricas

En ocasiones, es posible también determinar el volumen de objetos, a través de un método distinto que el de
secciones transversales. Empleando para ello pequefas placas que se enrollan de forma concéntrica. Estas
placas son llamadas secciones cilindricas.

Se puede apreciar que el cilindro de ldmina estd formado por una gran cantidad de cilindros de tamafio
creciente. Si desdoblas cada cilindro puedes apreciar que son ldminas rectangulares las que forman cada
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seccién, por lo que es posible obtener el volumen sumando las placas rectangulares a través del proceso de
suma de sus placas rectangulares:

V= Limib.h.dh =j’(2:zr)hdh
i= 0

n—oo

Apreciemos el método de secciones cilindricas a través del estudio de una cebolla.

1.- Consigue una cebolla y lavala para poder trabajar con ella.

~

3.- Desdobla cada placa de la cebolla, y te darés cuenta que es exactamente un rectangulo.

4.-Llena la siguiente tabla con los datos de las dimensiones de cada cilindro de cebolla.

No. Altura Espesor Volumen

Cilindro h dh b.h.dh

o N o O B~ WN
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10
11
12
13
14

Suma total de voliumenes de los cilindros:

5.- Verifica el volumen de la cebolla utilizando el Principio de Arquimedes. Con ayuda de un vaso de
precipitado o una probeta graduada, sumerge las secciones cilindricas y determina el volumen que se desplaza
de agua.

Volumen de agua desplazado:

6.- Compara tus resultados. ;Cémo es el volumen calculado, respecto al obtenido por el principio de
Arquimedes?

Etapa 3 Conclusiones

Explica en qué consiste el método de secciones transversales para el calculo de volimenes de sélidos de
revolucion.

Explica en qué consiste el método de secciones cilindricas para el calculo de volimenes de sélidos de
revolucién.
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Apéndice B
CUESTIONARIO DE EVALUACION

1. DESCRIBA QUE SIGNIFICADO TIENEN LAS SIGUIENTES PARTES DE LA INTEGRAL:

b
14 f [R(x)]%dx

T =
dx =
w[R(x)]? dx =
f =

b=

b_ . . - o .
J, =_Limite de una suma definido por un limite inferior e superior

2. BOSQUEJE UN SOLIDO DE REVOLUCION PARA EL METODO DE DISCOS Y MUESTRE QUE RELACION
TIENE LA PARTE MATEMATICA (LA INTEGRAL) CON LA PARTE GRAFICA DE SU SOLIDO DE REVOLUCION:

3. RELACIONE LAS FUNCIONES CON SU GRAFICA Y EL VOLUMEN QUE SE GENERA AL GIRAR SOBRE EL EJE
INDICADO

( freaas Sa aem e g—..v: =t &Ly am

e -
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