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EL CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO QUE MUESTRA EL
FUTURO PROFESOR CUANDO USA GEOGEBRA EN SUS CLASES

Marleny Hernandez Escobar, Gonzalo Zubieta Badillo
marlenylesly@hotmail.com, gzubieta@cinvestav.mx
CINVESTAV-IPN, México
Palabras clave: Conocimiento Especializado, Futuro Profesor, Geometria, GeoGebra.
Resumen

Este trabajo es un estudio de caso donde se indaga mediante video grabaciones el
conocimiento especializado de una futura profesora de secundaria que integra el uso de
GeoGebra en el saldn de clases para la ensefianza de la geometria, la finalidad es investigar
y categorizar de qué manera el uso del recurso computacional interviene en la comprension
de la construccion de la mediatriz y de la bisectriz en un triangulo. En relacidn con el marco
del conocimiento del profesor, se utilizan las categorias de los subdominios del modelo del
conocimiento especializado del profesor de matematicas.

Key words: Specialized knowledge, future teacher, geometry, GeoGebra.
Abstract

This work is a case study where the specialized knowledge of a future high school teacher
that integrates the use of GeoGebra in the classroom to teach geometry is investigated
through video recordings, the purpose is to investigate and categorize how the use of
computational resources is involved in understanding of the construction of the perpendicular
bisector and the bisector in a triangle. In relation to the knowledge framework of the teacher,
the categories of the subdomains of the specialized knowledge model of the mathematics
teacher are used.

Introduccion

Este trabajo explora sobre el conocimiento especializado del futuro profesor (matematico y
didactico del contenido) cuando utiliza GeoGebra en el aula, debido a que, el conocimiento
de la herramienta es fundamental para poder disefiar actividades y pensar en sus posibilidades
en el aula, pero también es necesario un conocimiento de la materia a impartir, consideramos
que ambos conocimientos se intersecan, en el sentido de que se necesita un conocimiento de
la herramienta para ensefiar el contenido matematico, y que el conocimiento de la
herramienta incide en el conocimiento del objeto matematico y su ensefianza-aprendizaje.

El interés del estudio es el futuro profesor cuando usa GeoGebra para la ensefianza de las
matematicas, en el contexto que muestra una practica caracterizada por la exploracion del
alumno en situaciones problematicas. Hemos elegido GeoGebra porque converge con un
tratamiento geométrico favoreciendo el trabajo en resolucion de problemas y la comprension
de conceptos y procedimientos matematicos (Saidon, Bertta y Morel, 2010). Asimismo, €s
una herramienta con potencial para transformar el aula de matematicas, en el sentido de
modificar la ensefianza de practicas tradicionales a investigativas (Carrillo, 1998).
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Utilizamos algunos de los subdominios del Conocimiento Especializado del Profesor de
Matematicas (MTSK) propuestos por Carrillo, Climent, Contreras, Montes, Escudero-Avila,
y Flores-Medrano (2014) como fundamento tedrico y practico en el disefio de las actividades
implementadas en este trabajo.

Partimos de la consideracion de que en el conocimiento del profesor para la ensefianza de la
matematica mas relativo al propio contenido matematico, pueden considerarse dos dominios
principales: conocimiento del contenido (MK) y conocimiento didactico del contenido
(PCK). Nos interesa el caracter especializado del conocimiento del profesor de matematicas,
entendiendo que no debe restringirse a un subdominio del conocimiento matematico sino a
todos sus subdominios. Por lo tanto, asociamos la especificidad de dicho conocimiento el
referido a la ensefianza de la matemaética y lo que debe reflejarse en el conocimiento del
profesor en su conjunto.

Referente tedrico

El Marco Teorico de este estudio se basa en el Conocimiento Especializado del Profesor de
Matematicas, en adelante MTSK (Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge) (Carrillo,
Climent, Contreras, y Mufioz-Catalan, 2013).

La Figura 1, representa el modelo del Conocimiento Especializado del Profesor de
Matematicas (Carrillo, et al., 2013), no incluimos la parte central del modelo que corresponde
a creencias por no ser parte del presente estudio.
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Figura 1. Subdominios del Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas

Utilizamos el MTSK como modelo tedrico debido a que se diferencia del conocimiento en
pedagogia y psicologia general, del conocimiento especializado del docente de otras
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asignaturas y del conocimiento especializado de otro profesional de la matemaética, siendo
una herramienta metodologica que admite analizar distintas practicas del futuro profesor de
matematicas y permite interpretar su conocimiento especializado a través de sus categorias.

El MTSK es un elemento que ayuda a organizar una reflexion (colectiva o individual) sobre
el conocimiento para ensefiar matematicas haciendo uso de conocimientos précticos donde
el futuro docente sea consciente de los conocimientos que posee o que le faltan, a través de
disefios de tareas con una estructura especifica y la ejecucion de las mismas para formar un
entorno de aprendizaje con el andlisis de sus errores, ademas tiene que ver con su
intervencion en el aula integrando las diferentes formas con las que se interact(ia de cara a la
ensefianza.

En este documento damos cuenta de la observacion realizada del Conocimiento
Especializado del Profesor de Matematicas (MTSK) que posee el futuro docente para la
ensefianza de las matemaéticas y de qué forma este conocimiento se modifica cuando se
disefian, se aplican y se resuelven actividades con el uso de GeoGebra que orientan la tarea
educativa, a través del andlisis y la investigacion.

La estructura del modelo tedrico del MTSK se desarrolla con base en los dominios que se
describen a continuacion:

Dominio de Conocimiento Matematico (MK)

Dominio fundamental en el futuro profesor debido a que es el conocimiento de la propia
disciplina que se ensefia, considera tres subdominios que lo componen y le dan sentido:

1) Subdominio de Conocimiento de los Temas Matematicos (KoT). Es un conocimiento
profundo que consiste en conocer los contenidos matematicos que se ensefiaran
(conceptos, procedimientos, hechos y reglas entre otros) y sus significados de manera
fundamentada.

Dentro de este subdominio se consideran las siguientes categorias:

a. Conocimiento de los procedimientos matematicos asociados a un contenido.
En esta categoria se emplea el conocimiento practico del trabajo matematico,
es decir el saber hacer, puesto que es importante para el profesor conocer los
procedimientos asociados a contenidos especificos, conjuntamente, con el
conocimiento matematico suficiente para reconocer los procesos que se
necesitan para algun contenido.

b. Conocimiento de las propiedades y sus fundamentos atribuibles a un
contenido matematico. Esta categoria se refiere al conocimiento sobre
propiedades especificas del contenido matematico y los fundamentos que le
dan sentido y significado.

c. Conocimiento de registros de representacion asociados a un contenido
matematico. Se considera el conocimiento acerca de modelos que pueden ser
atribuidos a un topico. Se ven estos como fendmenos que sirven para generar
conocimiento matematico, pero también, se considera el conocimiento que el
profesor tiene acerca de usos y aplicaciones de un topico que ya fue ensefiado.
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d. Conocimiento de la fenomenologia asociada a un contenido matematico. Se
refiere al conocimiento sobre la fenomenologia de los conceptos (Freudenthal,
1983), conocimiento que debe ser considerado importante para el futuro
docente, debido a su “amplia variedad de contextos en los que situar el
contenido, asi como aspectos epistemoldgicos ligados a la matemética que
permitan al profesor comprender los significados que pueden atribuirse a un
contenido” (Carrillo, Contreras y Flores, 2013, p.196).

2) Subdominio de Conocimiento de la Estructura Matematica (KSM). Este subdominio
tiene sus bases en lo descrito por (Ball, Thames, Phelps 2008) como Conocimiento del
horizonte matematico, este conocimiento de las matematicas permitird al futuro
profesor reflexionar sobre algun contenido para trabajar la matematica desde un punto
de vista integral y estructurado para comprender y desarrollar conceptos avanzados
desde una perspectiva elemental y conceptos elementales mediante una vision
avanzada.

Para este subdominio se proponen categorias de analisis:

a. Conexiones de Complejizacion en las cuales se relacionan los contenidos
ensefiados con contenidos posteriores, una vision de la matematica elemental
desde un punto de vista avanzado se refleja en la proyeccion de los contenidos
ensefiados como potenciadores para contenidos a ensefiar en un futuro (Klein,
1957).

b. Conexiones de Simplificacion en las cuales se relacionan los contenidos
ensefiados con contenidos anteriores, es decir, la ensefianza de la matematica
avanzada desde un punto de vista elemental se refleja en la retrospeccion de
los contenidos ensefiados potenciados por los previos (Klein, 1957).

c. Conexiones de Contenidos transversales, son conexiones que tienen distintos
contenidos y pueden relacionarse por alguna cualidad comin y por los modos
de pensamiento asociados a dichos temas.

d. Conexiones Auxiliares consideradas cuando un objeto matematico sirve como
auxiliar de otro.

3) Subdominio de Conocimiento de la Practica Matematica (KPM). Este subdominio
contempla como es construida la matematica y destaca la importancia de que el docente
conozca las formas de proceder para llegar a resultados y caracteristicas de un trabajo
matematico sabiendo cdmo se explora y como se genera conocimiento a través de
establecer relaciones, correspondencias y equivalencias.

Para este subdominio se consideran las siguientes categorias.

a. Précticas ligadas a la Matematica en General. Esta categoria considera un tipo
de conocimiento que se relaciona con el desarrollo de las matematicas
independientemente del concepto abordado, es decir, se debe conocer el
significado de una condicidén necesaria y una condicion suficiente o las
cualidades de una definicion, este conocimiento provee estructuras logicas de
pensamiento que ayudaran al futuro docente a entender el funcionamiento de
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diversos aspectos matematicos adecuados para comunicarselos a los
estudiantes, mejorando el entendimiento de fendbmenos cotidianos.

b. Précticas ligadas a una Tematica en Mateméticas donde tiene sentido
considerar un tipo de razonamiento asociado especificamente a un topico
concreto, es decir, existe un tipo de conocimiento sobre matematicas usado
independientemente del concepto abordado.

Dominio de Conocimiento Didactico del Contenido (PCK)

Este conocimiento incluye los conocimientos que el profesor tiene sobre los temas ensefiados
con regularidad, es decir, todas las formas de representacion (ilustraciones) y formulacion
(ejemplos y explicaciones) que configuran que el contenido sea comprensible para otros al
considerar los siguientes subdominios.

1) Subdominio de Conocimiento de las Caracteristicas del Aprendizaje (KFLM). Este
conocimiento permitird al futuro profesor adquirir una mayor conciencia del ambiente
escolar en el que se desarrollan las practicas docentes para poder abordar los temas
de una forma més personalizada y ajustada con las necesidades de los alumnos de
secundaria.

Para este subdominio se consideran las siguientes categorias.

a. Conocimiento de teorias de aprendizaje asociadas a un contenido matematico.
Se refiere al conocimiento que tiene el profesor acerca de los modos de
comprension asociados a la naturaleza misma del contenido matematico.

b. Conocimiento de las fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje de un
contenido matematico, esta categoria engloba conocimientos sobre los
errores, obstaculos y dificultades asociados a la matematica en general y a
temas concretos, es decir, las caracteristicas y procesos de aprendizaje
asociadas directamente con las caracteristicas matematicas y no pedagdgicas
del contenido.

c. Conocimiento de las formas de interaccion de los estudiantes con el
Contenido Matematico. Se refiere al conocimiento que tiene el profesor
acerca de los procesos y estrategias de los estudiantes, tanto los tipicos como
los no habituales, se categorizan aqui los conocimientos sobre el lenguaje
formal o informal, ademas de las figuras usadas comunmente por los
estudiantes de secundaria al abordar un determinado contenido.

d. Conocimiento de los principales intereses y expectativas de los estudiantes al
abordar un contenido matematico. Es el conocimiento que tiene el futuro
profesor sobre las concepciones que pueden existir en un determinado tema,
aqui se considera que la eleccion de las estrategias estan en funcion de la
adecuacion para el grupo de estudiantes al que se les imparte la clase.

2) Subdominio de Conocimiento de la Ensefianza de la Matemética (KMT). Este
subdominio incluye el conocimiento de recursos, materiales (dibujos, modelos
manipulables, diagramas, lenguajes hablados o simbolos escritos), modos de
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presentar el contenido y el potencial que puede tener para la instruccién de un
concepto o procedimiento matematico.

Se consideran las siguientes categorias para este subdominio:

a. Conocimiento de teorias de ensefianza asociadas a un contenido matematico.
Son los conocimientos sobre la potencialidad que pueden tener ciertas
actividades, estrategias o técnicas didacticas asociadas a un contenido,
ademas del conocimiento de representaciones para la instruccion,
correspondientes a teorias de ensefianza.

b. Conocimiento de los recursos materiales o virtuales de ensefianza asociados a
un contenido matematico. Son los conocimientos que el futuro docente tiene
para identificar las potencialidades, las limitaciones y las repercusiones que
tendria el uso de algin recurso como medio para presentar un contenido
matematico.

c. Conocimiento de estrategias, técnicas y tareas para la ensefianza de un
contenido matemaético. Este conocimiento involucra los conocimientos del
futuro profesor sobre la potencialidad de actividades, estrategias o técnicas
para ensefiar un contenido matematico, asi como las limitaciones, o los
obstaculos que deberan superarse para que la estrategia sea exitosa.

3) Subdominio de Conocimiento de los Estandares de Aprendizaje de las Matematicas
(KMLS). Aqui se considera el conocimiento que el futuro profesor tiene acerca de lo
que esta estipulado que aprenda un estudiante de secundaria y su nivel conceptual,
para poder dar una ubicacion temporal y contextual al contenido abordado.

Para este subdominio se consideran las siguientes categorias de conocimiento.

a. Contenidos Matematicos que se requieren Ensefiar. Es el conocimiento que el
futuro profesor tiene referente a lo que se espera que el estudiante aprenda en
un determinado nivel escolar, puede ser adquirido mediante la consulta de un
documento rector que indique cuales son esos contenidos.

b. Conocimiento del Nivel de Desarrollo Conceptual y Procedimental esperado.
Son los niveles de abstraccion para un tépico en un determinado momento
escolar, es decir, la profundidad con la que debe ser abordado un determinado
contenido matematico, en relacion con un periodo escolar determinado.

c. Secuenciacion de diversos temas. Son los conocimientos y las capacidades
previas que se tienen para aprender un nuevo contenido en términos de lo que
los estandares marcan que se debe conocer antes de impartir un determinado
contenido y lo que aportara éste en temas posteriores.

El analisis del MTSK que posee el futuro profesor permitird saber donde se esta y hacia
ddnde se quieren orientar los esfuerzos, de esta manera puede haber cambios importantes en
la forma de ver, entender y llevar a cabo la ensefianza, debido a que es necesario pensar e
investigar sobre las caracteristicas de la formacion inicial del profesor, la integracién del
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conocimiento que el futuro docente requiere para su labor docente y el conocimiento
matematico, es precisamente lo que conforma el conocimiento especializado.

El foco de nuestro trabajo es indagar el conocimiento especializado del futuro profesor de
matematicas cuando usa GeoGebra en sus practicas docentes.

Metodologia

El objetivo en el que se centra este estudio es identificar qué conocimiento respecto a los
subdominios del MTSK se evidencia en la préctica de una futura profesora que usa GeoGebra
en el aula de matematicas, es un estudio de caso porque examina una situacion Unica, sin
intencion de generalizarla, de acuerdo con Cohen, Manion & Morrison (2004), los estudios
de caso son ejemplos (instance) especificos que frecuentemente estan disefiados para ilustrar
un “principio mas general” (p. 181) y con ellos pueden investigar situaciones que informan
acerca de “las interacciones dinamicas y el desarrollo de eventos, relaciones humanas y otros
factores en un ejemplo tnico” (p. 181), y hacer “declaraciones tedricas [...] [que] deben estar
respaldadas con evidencia” (p. 182).

El foco de interés gira en torno a los recursos matematicos y didacticos que varios profesores
ponen en juego para ensefiar a sus estudiantes la construccion de mediatriz y bisectriz en
primer grado de secundaria (SEP, 2011). Analizamos las sesiones en las que la futura
profesora usa Geogebra en el laboratorio de computo. Para obtener la informacion la técnica
elegida fue la observacién no participativa, en ese sentido, Stake (1999) argumenta que el
investigador registra lo que acontece a través de la observacion con la finalidad de ofrecer
una “descripcion [...] incuestionable” para, posteriormente, analizarla (p. 61, cursivas en el
original). Por los argumentos antes mencionados, la observacion se realizé6 mediante video-
grabaciones (una camara dirigida, hacia lo que hizo y dijo el profesor), reforzadas con audio-
grabaciones y notas de campo.

El andlisis que segln Stake (1999) consiste en darle sentido a los datos recopilados, dejando
de lado nuestras impresiones, estuvo centrado en las practicas docentes de una futura
profesora de la Licenciatura de Educacion Secundaria con Especialidad en Matematicas que
cursaba el séptimo semestre en la Escuela Normal Superior de México (ENSM), fue elegida
por su trabajo con el uso de GeoGebra en el aula con un tema de geometria.

El tema que desarroll6 la futura docente durante 6 sesiones en dos grupos fue: El trazo y
analisis de las propiedades de la mediatriz y la bisectriz en un tridngulo, ubicado en el bloque
1 de primer grado de secundaria en el eje forma espacio y medida (SEP, 2011).

Resultados

La finalidad del estudio fue caracterizar y comprender el conocimiento especializado del
futuro profesor cuando realizaba sus clases de geometria con el uso de GeoGebra en el nivel
béasico (secundaria), no se tratd de una generalizacion del conocimiento especializado sino
mas bien de una profundizacion en el conocimiento que se mostrd al ensefiar el trazo y
analisis de las propiedades de la mediatriz y la bisectriz en un triangulo.

Los datos se obtuvieron por medio de la observacién no participante de clases que fueron
videograbadas y para el anélisis de los datos se considerd el modelo Mathematics Teacher’s
Specialised Knowledge (MTSK) (Carrillo et al., 2013).
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La mayoria de evidencias encontradas en las sesiones de clases observadas corresponden al
KoT en algunas categorias, acompafiadas de KMT en la categoria ejemplos para la ensefianza
y KFLM respecto a fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje.

Después de la transcripcion de las sesiones de clase, se extrajeron las unidades de
informacion que nos sirvieron para realizar el anélisis del conocimiento sobre la construccion
de la mediatriz y la bisectriz en tridngulos con el modelo analitico MTSK. En las sesiones
Unicamente se analizaron las intervenciones de la profesora y de los alumnos en las que
existié alguna explicacién con el uso de GeoGebra. A continuacion describimos el
conocimiento del futuro profesor en cada uno de los subdominios.

Conocimiento de los temas (KoT)

Se evidencio en el andlisis el conocimiento de los temas (KoT) en las categorias:
procedimientos, conocimiento de las propiedades y sus fundamentos atribuibles a un
contenido matematico.

El futuro profesor enuncia lo que son las rectas perpendiculares, él indica “son aquellas rectas
que se hallan en un mismo plano formando asi, cuatro &ngulos rectos; en otras palabras las
rectas perpendiculares aluden a dos rectas secantes que forman cuatro angulos congruentes
o cuando al cortarse forman angulos iguales de 90 grados” y define a la mediatriz como “una
recta perpendicular que pasa por el punto medio”.

Ejemplo de ello se observa en el siguiente fragmento, extraido de la transcripcion de las video
grabaciones:

Futuro profesor: A ver, alguien que me apoye a entregar estas hojas de trabajo
[entregando las hojas a un estudiante].

Estudiantes: Yo/[..]

Futuro profesor: ¢Qué es la mediatriz? [sefialando a un alumno que levantaba la
mano].

Estudiante: Es perpendicular.

Futuro profesor: ¢ Y pasa por donde?

Estudiante: Por el punto medio.

Futuro profesor: Por el punto medio ... es perpendicular al segmento, pero pasa por el

punto medio [camina hacia el estudiante que respondio y entrega una
tarjeta de participacion]. [ ...]

Futuro Profesor: [toma una escuadra, la apoya en el pizarron y traza un triangulo]
¢Como trazo las mediatrices de ese triangulo? [coloca en los vértices
del triangulo trazado en el pizarrén las letras ABC].

Estudiante: Se abre el compas en BC.

Futuro Profesor: ¢Seré la abertura de este tamafio? [apoya el compés en el vértice B 'y
usa una abertura igual al segmento BC] ¢Y luego?

Estudiante: Marca un arco como de arriba y como de abajo.
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Futuro Profesor: [traza dos arcos] ¢Y luego?
Estudiante: Y luego se apoya en C y traza de lado a lado
Futuro Profesor: [Toma la escuadra y la apoya sobre las intersecciones de los arcos]

Trazo una linea recta.
Estudiantes: Una recta perpendicular que pasa por el punto medio.

Notamos que el futuro docente traza un triangulo y dadas las respuestas de sus estudiantes
toma con el compas una distancia BC la cual usa como radio para construir en el pizarrén
arcos de circunferencia con centros B y C intersecandose dichos arcos en dos puntos (D y E),
concluyendo que la recta DE es una recta perpendicular a BC | debido a que, forma angulos
de 90 grados, muestra un conocimiento relacionado a la construccion de la mediatriz, ademas,
por las condiciones de la construccion la recta perpendicular pasa por el punto medio de 5C
, obteniendo asi la mediatriz, considerada por los estudiantes de secundaria como la recta
perpendicular que equidista de los extremos de un segmento, esto nos indic6 que el futuro
profesor conocia el contenido de la sesién que impartio, debido a que considerd la
equidistancia de los extremos del segmento (como lugar geométrico). Como se muestra en el
siguiente episodio:

Futuro profesor:  ¢Qué es la mediatriz?

Estudiante: Yo, yo, es una recta perpendicular que equidista de los extremos de un
segmento [mirando sus apuntes de la clase anterior]

Futuro profesor: ¢Quién me dice como trazo una mediatriz?

Estudiante: Me apoyo en un punto A y abro mi compas hasta un punto B para trazar
arcos.

Las intervenciones en las sesiones de clase son descriptivas, el futuro docente se apoya en
hojas de trabajo que entrega a cada uno de sus alumnos con indicaciones que deben ser
consideradas para la solucion de las actividades, ademas de ello al inicio de cada clase
explica, de forma general, en el pizarron y considera las respuestas dadas por algunos
estudiantes.

El futuro docente durante el desarrollo de su clase define a la bisectriz como “El lugar
geométrico de los puntos que equidistan de los dos lados de un 4ngulo”, ademas indica que
al dibujar la bisectriz se divide a un angulo en dos partes iguales.

El futuro docente concretiza las definiciones. Da una explicacion previa de las definiciones
antes de entregar la hoja de trabajo. Aparece la construccién de la mediatriz con regla y
compas en lapiz-y-papel como la recta perpendicular a un segmento que pasa por su punto
medio con la consecuencia de que cualquier punto sobre esa recta equidista de los extremos
del segmento correspondiente.

Conocimiento de la ensefianza de las matematicas (KMT)

Para este futuro profesor la ensefianza de un contenido a traves del doblado de papel como
procedimiento docente facilita en sus estudiantes la visualizacion de figuras geométricas y la
comprension de conceptos, atrae el interés de los estudiantes y apunta a que asimilen una

10



REVISTA ELECTRONICA AMIUTEM Vol. VI. # 2, pp. 1-14. julio-diciembre, 2018 El conocimiento especializado que muestra el futuro ...

idea més clara porque genera una justificacion de los procesos usados para construir lo
solicitado (Figura 2).

Figura 2. Uso de doblado de papel para identificar la mediatriz.

Al analizar las primeras sesiones de clase, encontramos indicios de su conocimiento sobre
ejemplos para la ensefianza, muestra de ello lo observamos cuando el futuro profesor
menciona: “como este cuadrado se cort6 por su diagonal obtenemos dos tridngulos con dos
lados iguales, cada uno con un angulo de 90 grados y por lo tanto dos angulos de 45 grados,
por consiguiente es un triangulo rectangulo isosceles” (Figura 3), ademas, cada ejercicio lo
acomparia de preguntas para analizar las propiedades de sus trazos y asi llegar a la definicién
requerida, usa una notacion matematica adecuada al nivel de sus estudiantes, lo anterior lo
atribuimos a su interés por abordar el contenido de manera visual y con instrucciones para
las construcciones.

Figura 3. Uso del doblado de papel como estrategia de ensefianza.
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Conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de las mateméticas (KFLM)

El futuro profesor evidencia cierto conocimiento sobre este subdominio en la categoria
fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje, especificamente sobre errores y
dificultades relacionados con la construccién en el momento en que los alumnos encuentran
las bisectrices de un triangulo y usan el punto de interseccion como el centro de la
circunferencia inscrita en el triangulo dado (Figura 4). Considera que estos errores pueden
ser comunes en los estudiantes y que se equivocan porque no estan conscientes de que los
lados del triangulo circunscrito deben ser tangentes a la circunferencia solicitada y por lo
tanto no se cumplen las condiciones de que sea una figura inscrita o circunscrita (Figura 5).
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Figura 4. Construccion incorrecta de la Figura 5. Construccion de la
circunferencia inscrita. circunferencia circunscrita.

En la elaboracién de la planificacion el futuro docente utilizo para el disefio de sus actividades
las fases del modelo de Van Hiele (1986).

El uso del software GeoGebra permitio al futuro profesor dar movimiento a sus
construcciones (a diferencia de lapiz-y-papel) accién que ayud6 a los alumnos a observar que
las circunferencias de un radio menor a la mitad del segmento dado no se cortaban y no
podian trazar la mediatriz. Los alumnos de secundaria pusieron en juego su lenguaje comun
mientras adquirieron un lenguaje matematico, ademas, el uso de GeoGebra les permitid
realizar la construccion solicitada con todos los elementos revisados en el aula con lapiz-y-

papel.
Al finalizar la primera y tercera de estas sesiones los alumnos con la ayuda de Geogebra
construyeron las mediatrices y bisectrices de un triangulo, visualizaron las definiciones de

las rectas, caracterizaron los puntos notables correspondientes a dichas rectas en el triangulo
y dieron las condiciones para trazar la circunferencia inscrita y circunscrita, respectivamente.

En el analisis del MTSK de las distintas sesiones se han detectado indicios de conocimiento
de todos los subdominios del Conocimiento Didactico del Contenido (PCK) y del
Conocimiento Matemético (MK), a excepcion del Conocimiento de la Estructura de las
Matematicas (KSM).

De estos indicadores, los més relacionados con Geogebra corresponden a los subdominios
del Conocimiento de los Temas (KoT), Conocimiento de la Ensefianza de las Matematicas
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(KMT) y del Conocimiento de las Caracteristicas de Aprendizaje de las Matematicas
(KFLM).

Conclusiones

La necesidad de conocimiento en estos subdominios para el uso de Geogebra parece claro
(conocimiento de la propia herramienta como recurso de ensefianza y el aprendizaje ligado a
ella, y el conocimiento del contenido ligado a cdmo se expresa y trabaja matematicamente la
herramienta).

Las mayores dificultades que encuentra el docente al usar Geogebra en el aula es el
conocimiento que posea del software y su potencialidad. EI conocimiento de distintas
actividades o ejemplos en el que pueda emplear Geogebra podria entenderse como el
conocimiento que tenga de distintos ejemplos o actividades en cualquier otro medio que no
sea el digital si no tuviera la limitacion de poder transformar ese ejemplo al formato digital
con el software siendo por ello necesario el conocimiento del uso del mismo relativo a los
contenidos estudiados (rectas y puntos notables en un tridngulo).

El conocimiento especializado fue detectado al reflexionar, no sobre la construccion en si,
sino sobre la accién del futuro profesor al usar instrumentos geométricos ademas de usar
GeoGebra para ayudar a los alumnos a seguir sus razonamientos. Consideramos que el
conocimiento que se mostro fue en relacién con las explicaciones acerca de la construccion
de la mediatriz como la recta perpendicular a un segmento que pasa por su punto medio, con
base en las ideas vertidas por Carrillo et al. (2013) sobre los distintos subdominios, todo el
conocimiento que se instrument6 durante las clases fue especializado, por ser propio de su
futura profesion.

Observamos que el conocimiento matematico es el que subyace en la base del conocimiento
especializado del futuro profesor. La relacion que notamos entre el conocimiento de las
caracteristicas del aprendizaje (KFLM) y el conocimiento de la ensefianza de las matematicas
(KMT) es tan cercana que la distincién entre los conocimientos que pertenecen a uno y otro
subdominios podria parecer complicada o innecesaria, sin embargo, los resultados de este
estudio han permitido valorar la potencialidad que tiene realizar esta distincion, en tanto que
permite interpretar y comprender mas profundamente la naturaleza del conocimiento del
futuro docente desde dos perspectivas o formas de conocer el contenido matemético, como
contenido a aprender y como un contenido a ensefiar. Las conclusiones sobre la
caracterizacion del KMT permitieron profundizar mas sobre esta relacion.

Consideramos que el contexto de disefio, justificacion y discusion de actividades para el aula
es un entorno propicio para la exploracion del KFLM, puesto que el futuro profesor requiere
de utilizar el KFLM para disefar tareas y anticipar posibles procesos de los resolutores,
ademas de que la discusion con sus tutores, la reflexion entre pares y la necesidad de una
comunicacion escrita propia del entorno virtual demandan del futuro profesor
argumentaciones que justifiquen el disefio y la toma de decisiones sobre éste.

Observamos también que no es indispensable que el futuro profesor centre su atencién en los
estudiantes como actores principales del proceso de aprendizaje para obtener evidencias de
este conocimiento, éstas son también reconocibles en reflexiones sobre la construccion del
disefio y las caracteristicas especificas del contenido a abordar.
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Cuando el futuro profesor esta consciente de su conocimiento especializado puede adquirir
un bagaje de conocimiento sobre estudios cientificos y evidencias empiricas que le
proporcionen informacion sobre fortalezas y debilidades asociadas con el aprendizaje, las
formas méas comunes de interaccion con el contenido, asi como los intereses y expectativas
que existen sobre un contenido, ademds, por supuesto, de poder reconocer teorias de
aprendizaje que le permitan observar distintas formas de comprender un contenido y
construir una idea propia acerca del proceso de aprendizaje.

Referencias bibliogréaficas

Ball, D. L., Thames, M. H. y Phelps, G. (2008). Content knowledge for teaching: What makes
it special? Journal of Teacher Education, 59 (5), 389-407.

Carrillo, J. (1998). Modos de resolver problemas y concepciones sobre la matematica y su
ensefianza: metodologia de la investigacion y relaciones. Huelva: Universidad de
Huelva Publicaciones.

Carrillo, J., Climent, N., Contreras, L.C., & Mufioz-Catalan, M.C. (2013). Determining
specialised knowledge for mathematics teaching. En B. Ubuz, C. Haser y M.A.
Mariotti (Eds.), Proceedings of the CERME 8, 2985-2994. Middle East Technical
Universitiy: Ankara, Turquia.

Carrillo, J., Climent, N., Contreras, L.C., Montes, M., Escudero-Avila, D., y Flores-Medrano,
E. (2014). Un marco tedrico para el conocimiento especializado del profesor de
Matematicas. Universidad de Huelva Publicaciones: Huelva, Espafia.

Carrillo, J., Contreras, L.C. y Flores, P. (2013). Un modelo de conocimiento especializado
del profesor de matematicas. En L. Rico, M.C. Cafadas, J. Gutiérrez, M. Molina & I.
Segovia, I. (Eds.), Investigacion en Didactica de la Matematica. Homenaje a
Encarnacion Castro, (pp. 193-200). Granada: Editorial Comares.

Cohen, L., Manion, L. & Morrison, K. (2004). Research methods in education. USA:
RoutledgeFalmer.

Freudenthal, H. (1983). Didactical Phenomenology of Mathematics Structures. Dordrecht:
Reidel.

Klein, F. (1957). Vorlesungen Uber Hohere Geometrie. Dritte auflage bearbeitet . New York:
Chelsea Publishing company.

Saidon, L.M., Bertua, J., y Morel, J.O. (2010). Un escenario dinamico de exploracion
matematica. Union. Revista Iberoamericana de Educacion Matematica, 22, 157-167.

Secretaria de Educacion Pablica. (2011). Programas de Estudio 2011. Guia para el maestro.
Matematicas. México: SEP.

Stake, R. E. (1999). Investigacién con estudio de casos [estudios de caso]. Madrid, Espafia:
Morata.

Van Hiele, P.M. (1986). Structure and insight. Londres: Academic Press.

14



REVISTA ELECTRONICA AMIUTEM Vol. VI. # 2, pp. 15-35. julio-diciembre, 2018 El aprendizaje de las aplicaciones de las integrales ...

REVISTA ELECTRONICA
AMIUTEM

http://revista.amiutem.edu.mx

Publicacion periddica de la Asociacion Mexicana de Investigadores
Directorio del Uso de Tecnologia en Educacion Matematica

Rafael Pantoja R. Volumen VI Numero 2 Fecha: julio-diciembre de 2018

ISSN: 2395-955X

Director

Eréndira NUiez P. EL APRENDIZAJEIDE LAS APLICACIONES DE LAS

Lilia Lépez V. INTEGRALES MULTIPLES CON EMPLEO DE LA
REALIDAD AUMENTADA

Lourdes Guerrero M. . .
oraes 5o Elkin Osorio Amaya, Elena Nesterova

Seccion:  Seleccion  de elkinosorio91@gmail.com, elena.nesterova@cucei.udg.mx

articulos de investigacion Universidad de Guadalajara, México.

Elena Nesterova

e Para citar este articulo:
Alicia Lopez B.

Osorio, E., Nesterova, E. (2018). El aprendizaje de las aplicaciones de las integrales multiples con

Verdnica Vargas Alejo empleo de la realidad aumentada. REVISTA ELECTRONICA AMIUTEM. Vol. VI, No. 2.
Publicacion Periddica de la Asociacion Mexicana de Investigadores del Uso de Tecnologia en

Seccion: Experiencias Educacién Matematica. ISSN: 2395-955X. México.

Docentes

Esnel Pérez H.
Armando Lépez Zamudio
Seccion: Geogebra

ISSN: 2395-955X

REVISTA ELECTRONICA AMIUTEM, Afio VI, No. 2, Julo-Diciembre de 2018, Publicacién semestral editada por la Asociacién Mexicana de Investigadores del Uso de
Tecnologia en Educacion Matematica A.C Universidad de Guadalajara, CUCEI, Departamento de Matematicas, Matematica Educativa. B. M. Garcia Barragan 1421, Edificio V
Tercer nivel al fondo, Guadalajara, Jal., S.R. CP 44430, Tel. (33) 13785900 extension 27759. Correo electronico: revista@amiutem.edu.mx. Direccién electrénica:
https:/revista.amiutem.edu.mx/. Editor responsable: Dr. Rafael Pantoja Rangel. Reserva derechos exclusivos No. 042014052618474600203, ISSN: 2395.955X, ambos otorgados
por el Instituto Nacional de Derechos de Autor. Responsable de la Gltima actualizacion de este nimero, Asociacion Mexicana de Investigadores del Uso de Tecnologia en Educacion
Matematica A.C., Antonio de Mendoza No. 1153, Col. Ventura Puente, Morelia Michoacan, C.P. 58020, fecha de Gltima modificacién, 10 de julio de 2016. Las opiniones expresadas
en los articulos firmados es responsabilidad del autor. Se autoriza la reproduccion total o parcial de los contenidos e imagenes siempre y cuando se cite la fuente y no sea con
fines de lucro. No nos hacemos responsables por textos no solicitados.

15


http://revista.amiutem.edu.mx/
mailto:elkinosorio91@gmail.com
mailto:elena.nesterova@cucei.udg.mx
mailto:revista@amiutem.edu.mx

REVISTA ELECTRONICA AMIUTEM Vol. VI. # 2, pp. 15-35. julio-diciembre, 2018 El aprendizaje de las aplicaciones de las integrales ...

EL APRENDIZAJE DE LAS APLICACIONES DE LAS INTEGRALES
MULTIPLES CON EMPLEO DE LA REALIDAD AUMENTADA

Elkin Osorio Amaya, Elena Nesterova
elkinosorio91@gmail.com, elena.nesterova@-cucei.udg.mx

Universidad de Guadalajara, México.
Palabras clave: Integrales maltiples, aprendizaje, realidad aumentada, visualizacion.
Resumen

En el proceso de aprendizaje de las matematicas, las distintas representaciones semidticas
que se pueden usar promueven la visualizacién de los conceptos (Duval en Hitt, 1996).
Particularmente, al manejar las aplicaciones de las integrales multiples, una Optima
representacion de la situacion problema, aumenta las posibilidades de visualizacion,
comprension y resolucion de la misma. La Realidad Aumentada es una tecnologia en la que
se mezcla la realidad percibida con objetos digitales (Azuma, 1997), con lo cual se pueden
ubicar representaciones graficas en contextos reales. En esta investigacion se estudiaron los
efectos producidos por el empleo de esta tecnologia en el aprendizaje de las aplicaciones de
las integrales multiples.

Key words: Multiple integrals, learning, augmented reality, visualization.
Abstract

In the process of learning mathematics, the different semiotic representations that can be used
promote the visualization of concepts (Duval in Hitt, 1996). Particularly, when managing the
applications of multiple integrals, an optimal representation of the problem situation
increases the possibilities of visualization, understanding and resolution of it.

Augmented Reality is a technology in which the perceived reality is mixed with digital
objects (Azuma, 1997), with which graphic representations can be located in real contexts.
In this research we studied the effects produced by the use of this technology in learning the
applications of multiple integrals.

Introduccion

La investigacion que se realizo, se puede englobar como la aplicacion y la validacion interna
de una propuesta basada en el empleo de la Realidad Aumentada (RA) para el aprendizaje de
las aplicaciones de las integrales multiples. Se desarrollé una herramienta para facilitar el
aprendizaje del temay modificar la forma en la que se presentan las evaluaciones del mismo,
basada en la visualizacion matematica y el aprendizaje asistido por computadora como
medios.

A nivel general, la herramienta se puede caracterizar como un aplicativo de RA. La RA es
una tecnologia que permite representar objetos matematicos en el espacio, asi como en el
plano, los cuales, virtualmente ocupan un espacio en la realidad (Marin y Moreno, 2015). De
esta manera, se esperd que esta herramienta, junto con su guia de uso, fueran empleadas en
una aula de clases (en algunas ocasiones incluso fuera de ella) y se consiguiera que el
estudiante aprendiera estos temas significativamente.
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Los objetos matematicos suelen ser representados en distintos registros (gréficos, analiticos,
retoricos, tabulares), en particular, cuando se trabaja con funciones de dos variables reales
existen ciertos elementos del mundo real que pueden usarse como representantes. Tal es el
caso de algunas superficies, por ejemplo, el paraboloide hiperbdlico suele ser llamado “silla
de montar” porque la forma de una silla para montar caballos es similar a la representacion
gréfica de este elemento.

Sin embargo, dichos elementos del mundo real pueden resultar dificiles de conseguir y llevar
al aula para usarlos de representacion en apoyo para el aprendizaje de los estudiantes.

Se selecciona el tema de aplicaciones de las integrales maltiples por tener el potencial de
contener un gran namero de situaciones problema que de tenerse una buena representacion
grafica (y llevar a cabo el proceso de visualizacion) de la misma, pueden ser facilmente
resueltas. Ademas, en este tema se afianzan practicamente todos los conocimientos del
estudiante acerca del célculo, lo cual hace que sea atractivo para la verificacién de sus
conocimientos previos.

Mas especificamente, las situaciones mencionadas en el parrafo anterior, involucran
representaciones de objetos tridimensionales, es ahi precisamente donde se penso en incidir
con el uso de la RA para llevar acabo las mencionadas representaciones.

La investigacion sobre el funcionamiento y efectividad de la propuesta en el proceso de
aprendizaje del tema Integrales Multiples se realizd con los estudiantes del Centro
Universitario de Ciencias Exactas e Ingenierias (CUCEI) de la Universidad de Guadalajara
(UdeG).

En este sentido, el problema de investigacion se relaciona con el aprendizaje de las
aplicaciones de las integrales multiples con empleo de la RA en los estudiantes del CUCEI
de la UdeG. Con lo cual se buscd, como objetivo de la investigacion, evaluar la contribucion
del empleo de la propuesta basada en RA en el aprendizaje de los estudiantes en el tema de
aplicaciones de las integrales multiples.

Al abordar de esta manera el problema, surgen las distintas interrogantes a resolver. ;Qué
efectos produce la realizacion de actividades propuestas por parte de los estudiantes sobre su
aprendizaje del tema? ¢ Cudl es la correlacién entre lo que desarrollan, en las actividades con
RA, y lo que pueden desarrollar con respecto al tema? ;Como influye el uso de actividades
disefiadas con la RA en la motivacion e interés de los estudiantes para el aprendizaje del
tema? ¢Como afecta el uso de materiales didacticos con RA al aprendizaje del tema por parte
de los estudiantes?

Al responder a las preguntas anteriores, se concreto la respuesta a la pregunta principal de
investigacion: ;Como influye la aplicacién de la propuesta basada en empleo de RA en el
aprendizaje de los alumnos en el tema de aplicaciones de las integrales multiples?

Los resultados obtenidos permitieron verificar la veracidad de la hipétesis que la propuesta
basada en el empleo de la RA, contribuye positivamente en el proceso de aprendizaje de las
aplicaciones de las integrales multiples.
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Referente tedrico

La investigacion se fundamenta en las teorias relacionadas con la visualizacion matematica.
En palabras de David Tall (1990), la visualizacién matemética es un medio para dar una
imagen mas amplia de las distintas formas en que los conceptos pueden comprenderse, pues,
es mediante la exploracién de ejemplos o analogias, que los estudiantes pueden adquirir las
intuiciones necesarias para el mencionado fin.

Ademas, los expertos en algn tema, perciben conceptos de manera intuitiva, habilidad con
la cual logran relacionar conceptos matematicos complejos, y con esto, pueden escoger
formas eficaces de afrontar la solucion de problemas (De Guzman, 1996).

Entonces, la atencion explicita a las posibles representaciones concretas, cuando éstas
muestran relaciones abstractas que interesan al matemaético, es lo que constituye la
visualizacion matemaética (De Guzman, 1996).

Anexo a lo anterior, la visualizacion matematica se puede entender como el proceso para
formar iméagenes y usarlas efectivamente para descubrir y entender las matematicas (Tall,
1991).

Arcavi (2003) describe la visualizacidn en términos muy generales: "La visualizacion es la
capacidad, el proceso y el producto de la creacion, interpretacién, uso y reflexion sobre
retratos, imagenes, diagramas, en nuestras mentes, en el papel o con herramientas
tecnoldgicas, con el proposito de representar y comunicar informacion, pensar y desarrollar
ideas previamente desconocidas y comprensiones avanzadas". "La visualizacion ofrece un
método de ver lo invisible™ (Arcavi, 2003).

En sintesis, para este trabajo de investigacion se considera a la visualizacion matematica
como la capacidad y el proceso cognitivo de reflexionar y reconocer las reglas con las cuales
se construyd una representacion visual de un contenido matematico, asi como las relaciones
entre los objetos que conformen dicho contenido, sus propiedades y sus significados; de
modo que la informacién obtenida permita efectuar la conversion a otro sistema de registro
de representacion.

En este trabajo, se buscé el aprendizaje de ciertos conceptos matematicos relacionados con
las aplicaciones de las integrales mdltiples, por ello se propuso complementar la
representacion analitica de conceptos con la representacion visual ofrecida por medio de la
RA (Esteban, 2012).

La manipulacién de las distintas representaciones matematicas por parte de los estudiantes
les proporciond los medios para construir imagenes mentales de los objetos o0 conceptos
matematicos trabajados. La riqueza de dichas imagenes conceptuales construidas dependeria
de las representaciones que el estudiante utilice (Hitt, 2000; Hitt, 2003).

Por otro lado, con el avance de las tecnologias, las técnicas de ensefianza se han modificado,
adaptado al nuevo ambiente, a los nuevos recursos, y en muchos casos se logran avances
significativos en este proceso, tal como lo es el aprendizaje asistido por computadoras.

Entre las muchas razones por las cuales las nuevas tecnologias promueven las nuevas
sociedades del conocimiento, podria sefialarse que posibilitan modos nuevos de aprendizaje,
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pues éste es generalmente pasivo, pero las nuevas tecnologias ayudan al individuo a vivir en
un mundo constructivo, creativo, autorregulado, activo e interactivo el autoaprendizaje. La
computadora, en su Gltima generacion interactiva e inteligente, supera la eficacia para la
ensefianza (de raices conductistas) y promueve el desarrollo cognitivo. Con la computadora
se puede alcanzar un objetivo esencial, la individualizacion de la ensefianza. El aprendizaje
Asistido por Computadora (AAC), no es un complemento de la ensefianza convencional,
pues realmente facilita el auténtico aprendizaje significativo, el cual se logra por el esfuerzo
personal del estudiante (Salas, 2007).

Continua Salas, en su publicacion del 2007, en el cual menciona que el AAC ha demostrado
experimentalmente su validez como medio de aprendizaje y su eficacia en el rendimiento
academico de los estudiantes. Ademds, una bondad extra de esta metodologia es la
preparacion de los estudiantes para que sepan desenvolverse en la sociedad tecnoldgica, para
que sean capaces de mejorarla. Termina con el hecho que la metodologia del ACC es de tipo
inductivo, pues apunta sus objetivos mas alld de los datos conocidos, garantizando la
implicacion personal del estudiante en su aprendizaje.

Como el AAC se considera como un ambiente virtual de aprendizaje, el disefio de actividades
relacionadas con esta metodologia requiere de la participacion colectiva de diversas
disciplinas, entre las cuales, tal como menciona Nemirovski y Neuhaus (citados en Herrera,
2002), se distinguen tres tipos de requerimientos:

e Requerimientos de dominio: los cuales se refieren a los contenidos de la
asignatura mismay parten de los objetivos de aprendizaje.

e Requerimientos psicopedagdgicos: los cuales corresponden al enfoque
tedrico y practico del aprendizaje de acuerdo a las cuestiones albergadas.

e Requerimientos de interfase: se derivan de las caracteristicas propias del
medio y el nivel de interactividad.

Para cada requerimiento se menciona la necesidad de expertos, en el caso del dominio, deben
ser expertos en la disciplina, para los métodos psicopedagogicos, en educacién y para los de
interfase, en disefio de interfase.

Metodologia

El proceso de experimentacion que se usé para la obtencion de los datos necesarios para la
investigacion, se dividid en tres sesiones, aplicadas a los estudiantes de Licenciatura en
Matematicas de la Universidad de Guadalajara, de tercer y cuarto semestre, los cuales
[levaban el curso Teorias del Célculo I1.

Para la elaboracion de este estudio se manejo un grupo, el cual fue el mismo universo; es
decir, no hubo muestreo aleatorio, se tomo6 toda la poblacion. Se eligié un grupo de
estudiantes del Centro Universitario de Ciencias Exactas e Ingenierias (CUCEI) de la
Universidad de Guadalajara, de 19 estudiantes. Estos alumnos tenian entre 20 y 25 afios de
edad.

Como requisito previo para la experimentacion, los estudiantes debian tener conocimientos
de calculo diferencial e integral de una variable, lo cual se deberia cumplir si se tiene en
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cuenta que estos temas se aprenden en el curso anterior al designado para hacer el
experimento.

Segun el reporte del Kantar Wordpanel a finales del afio 2016, los Smartphone en el mundo
se pueden dividir en tres sistemas operativos, Android, 10s y WindowsPhone, con una
presencia en el mundo de 67.6%, 30.7% y 1.3% respectivamente. Lo cual implicaba que méas
del 98% de los estudiantes del curso tenian Smartphone con Android y 10s, plataformas en
las cuales se desarrollaron las aplicaciones con RA.

La ejecucion del estudio requeria la elaboracion de algunos materiales, éstos se describen a
continuacion:

1. Aplicaciéon con RA (APK): la base de la propuesta, la cual fue desarrollada en el
motor grafico Unity3D, con licencia de uso personal, utilizando los Software
Development Kit (SDK) de Vuforia, Android y Java; y escrito en su mayoria en C#,
lenguaje de programacion orientado a objetos desarrollado y estandarizado por
Microsoft como parte de la plataforma .NET. Dentro del aplicativo, se disefiaron
ejemplos de ejercicios orientados en el uso de la RA; se anexaron ligas con teoria
de integracién e integracion multiple; videos que servian de apoyo para la
realizacion de las actividades y los respectivos ejercicios de cada sesion (ver Figuras
7,9y 12).

2. Actividades (en papel) basadas en RA: se disefiaron unas guias de trabajo en clase,
en las cuales estaban descritos los ejemplos y los ejercicios para cada sesion.
Ademas, se incluia el marcador necesario para llevar a cabo las actividades con la
RA. Las actividades estan relacionadas a los temas de: Area de un conjunto plano;
Integral de una funcidn de dos variables, como volumen debajo de una superficie; e
Integrales triples y calculo de volumenes.

Algunos ejemplos de estas actividades en papel se ven a continuacion:

1Vi-x
APRENDIZAJE DE LAS APLICACIONES DE LAS INTEGRALES MULTIPLES V=4 J (9 — x* — y*)dydx
CON APOYO DE LA REALIDAD AUMENTADA 50
MAESTRIA EN ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS Como se observa, la resolucion de la segunda integral no es del todo simple. lo cual
SESION 2 - VOLUMENES, INTEGRALES DOBLES no lleva a buscar un método un planteamiento mas sencillo. Si transformamos a

coordenadas cilindricas. la region se define
Tal como se menciond en la Sesién 1. la interpretacion geométrica de la integral doble de f
sobre el dominio S. es el volumen bajo la superficie f y sobre la region S. 0<r<1, 0<6 < 1
" Los limites son constantes, reduciendo significativamente el planteamiento. Ademas
Asi que nuevamente encontramos que, para determinar el volumen h:l_]\‘ una
superficie f. tenemos que plantear la integral doble sobre la region dada. lo cual nos lleva a
la determinacion de los limites de integracion.

z=9-x>-y’»5z=9-7r

2

X . Con lo cual la integral doble se plantea como
Para el planteamiento de algunas integrales dobles para el calculo de voltunenes. se

suele usar transformaciones de coordenadas. Como se ha visto, estas transformaciones

. N . 2%
producen el jacobiano (el cual es distinto dependiendo de la transformacion). que es fi 4
2 : ; - Ot BN
multiplicado en el integrando. Anexo a esto, la funcién f(x,y) también se expresa en v 4J J (9r —r*)dradf
términos del nuevo sistema de coordenadas. 00

Algo significativamente mas sencillo.

Figura 1. Ejemplos de actividades basadas en RA.
Asi mismo, para cada sesion se ofrecia el marcador necesario para el empleo de la RA
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M= T
+IRIA,

EA0a

Figura 2. Marcador y forma basica de empleo.

3. Hojas para registro de los datos experimentales (en papel): ademas de recopilar
informacidn por medio de grabaciones de audio y video, se elaboraron estas hojas,
que permitieron organizar la informacién destacada de cada sesion.

4. Manuales de desarrollo (PDF) de las aplicaciones con RA orientadas a la ensefianza
y aprendizaje de las matematicas: con el fin de promover la replicacion del
experimento y la produccion de material utilizando esta tecnologia.

En el manual, se describe el workflow (flujo de trabajo), los distintos programas utilizados y,
en general, como se desarrollaba la aplicacion.

En resumen, se utilizaba MathMod 4.1 para la generacion de las superficies iniciales

o

Figura 3. MathMod para la generacion de las superficies.

En la Figura 3, se muestra la interfaz del MathMod, en el cual hay una (0) pestafia de scripting
donde se escribe (1) el cddigo que (2) genera la (3) superficie, a la cual se puede (4) aumentar
o disminuir su calidad, para finalmente (5) exportarla en formato OBJ al siguiente software.

Este objeto tridimensional, tenia dos caras, una donde recibia la luz y la otra donde no, lo
cual era un problema, pues hacia invisible dicho objeto desde ciertos angulos, por ende, se
procesaba en un software de ediciéon en 3D, aplicando algin modificador que permitiera
visualizarlo por ambos lados. En este caso, se utilizd Autodesk 3ds Max 2017.
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Figura 4. Autodesk 3ds Max 2017, procesado de la superficie

Aunque se puede utilizar cualquier otro software de edicién en 3D, se utiliz6 el 3ds Max
porgue se poseia experiencia en él. La Figura 4, muestra la (1) superficie importada, la (2)
pestafia de modificadores y el (3) modificador utilizado, Shell, que como su nombre lo indica,
creaba una “coraza” a partir de la superficie. El nuevo objeto se exportaba en formato FBX
para su uso en el siguiente software.

Posteriormente, se importaba este FBX en el motor grafico usado Unity3D, se creaba la
interfaz de usuario, se programaban las funcionalidades y se compilaba.

Figura 5. Parte final del workflow en Unity3D

En Unity3D, se (0) importaban las superficies, se organizaba (1) la jerarquia de los elementos,
posteriormente se disefiaba (2) la interfaz que manejaria el usuario, viendo que cada elemento
se ubicara correctamente en (3) la previsualizacién, para finalmente programar (4) los
codigos que le daban el funcionamiento.

Experimentacion
Sesion 1-Introduccion-Areas de conjuntos planos.

Esta sesidn, como su nombre lo indica, se propuso con el fin de introducir a los estudiantes
al uso de la RA en su proceso de aprendizaje, entre otros aspectos:

e Descarga e instalacion de aplicaciones de terceros en Smartphones.

e Manipulacion de representaciones semiéticas con apoyo de RA.
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e Diferencias entre las representaciones semidticas convencionales y con RA.

B

Figura 6. Estudiantes manipulando las representaciones semioticas con RA.

En esta sesion se introdujo al estudiante en el proceso de visualizacion matematica,
potenciando las capacidades de apoyo del material dispuesto y evitando a su vez que los
estudiantes enfrentaran obstaculos en su aprendizaje por el desconocimiento de la tecnologia.

La presentacion de la nueva forma de representacion grafica con RA, permitié generar un
espacio de dialogo constructivo entre el docente y los estudiantes.

Ademas, en esta sesion se describié magistralmente el procedimiento para determinar el area
de un conjunto plano con apoyo de la RA.

El docente ejemplifico el proceso al comienzo de la sesidn, y planteo ejercicios para que los
estudiantes desarrollaran.

<De queé tipo es la region?

£ QU recorriclo realizan las variabies?

Zlas expresiones que representan
los

recarridos de las variables son
conplgas?

2 P
& vuforid

Figura 7. Ejemplo presentado en la Sesién 1 del experimento.

Durante el desarrollo de los ejercicios, se observaron los procedimientos hechos por los
estudiantes, y se escribieron los aspectos mas relevantes para la investigacion. El profesor
participé en las actividades de los alumnos mediante la observacion y resolucion de dudas
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generadas durante el proceso. Posteriormente, el docente analizé a mayor profundidad con la
revision de los ejercicios entregados por los estudiantes.

A ————

Figura 8. Realizacion de ejercicios por parte de los estudiantes en la Sesion 1.

El docente acompafié las actividades de los estudiantes como apoyo a las dudas o dificultades
relacionadas con el uso de la RA, sin intervenir en el desarrollo de los ejercicios directamente.

Se tuvieron dos objetivos con esta sesion:

e Introducir el uso de la RA en el proceso de resolucion de los ejercicios relacionados
con el tema de célculo de &reas de regiones planas.

e Promover en los estudiantes el proceso de visualizacién matematica de los conceptos
que se integran en el célculo de areas de un conjunto plano.

Al final de la sesion, se discutieron los aspectos positivos y negativos de las actividades
realizadas, realimentando los procesos de aprendizaje y ensefianza.

Sesion 2. Volumenes con integrales dobles

De la misma manera que en la Sesion 1, se trabajé en ésta, excepto por el proceso
introductorio. EIl docente, de manera magistral, planted el procedimiento para el desarrollo
de los ejercicios con apoyo de la RA.

Ejemplo 3. La region encerrada por
sin(36) es la base

£ Qué superficies limitan ef cuerpo?

Qe es la regicn que se define al

£Qué parte de la regidn es la que
cormesponde al cuerpo oo tal?

Figura 9. Ejemplo presentado en la Sesién 2.

24



REVISTA ELECTRONICA AMIUTEM Vol. VI. # 2, pp. 15-35. julio-diciembre, 2018 El aprendizaje de las aplicaciones de las integrales ...

Nuevamente, el docente participé como apoyo a las dudas generadas durante el proceso de
desarrollo de los ejercicios. Los estudiantes trabajaron de manera individual y siguieron lo
indicado para la resolucion con apoyo de la RA.

Figura 10. Interacciones de los estudiantes con la RA en la Sesion 2.

Se plantearon los ejercicios para su resolucién en clase y, posterior digitalizacion y entrega.

El docente recopild sus observaciones en los distintos instrumentos, resaltando los aspectos
pertinentes para la investigacion.

’
1 ‘A'l

Figura 11. Visualizacién y manipulacion de las representaciones semiéticas en la Sesién 2.
Sesion 3. Volumenes con integrales triples

De la misma manera que en la Sesién 1y 2, en esta sesion el docente, de manera magistral,
plante6 el procedimiento para el desarrollo de los ejercicios con apoyo de la RA.

La primera hora se desting al desarrollo de los ejemplos, en la cual el docente hizo la
presentacion del uso del software en el planteamiento de las integrales triples para el calculo
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de volumenes. El docente resolvio las cuestiones que surgieron durante la elaboracion de los
ejemplos.

2 Queé superfides limitan el cuerpo?
<cQual es la region que se define al
cortar en z=0?
<cQUA es la region que se define al
cortar en x=0?

£QUE parte de la regian es la que
carresponde al cuerpo cono tal?

Figura 12. Ejemplo presentado en la Sesion 3.

Durante la segunda hora, se realizaron las actividades de desarrollo de ejercicios planteados.

3
oaEsE’l . 200071

Figura 13. Estudiantes manipulando las representaciones graficas con RA en la Sesiéon 3.

En los diez ultimos minutos de la segunda hora, el docente realizd6 un proceso de
realimentacion de las actividades hechas durante la sesion y resolvid las dudas que se

presentaron.
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Figura 14. Estudiante exponiendo dudas sobre la elaboracién de su producto.

Al final de la sesion, el docente repitio a los estudiantes las instrucciones, se puso enfasis en
la elaboracién del proceso de argumentacion de cada afirmacion o paso de su procedimiento
de desarrollo de los ejercicios, éste fue uno de los principales indicadores de aprendizaje
estudiados.

Resultados

Para la elaboracion del anélisis de datos, la determinacion de los resultados y conclusiones
de la investigacion, se recopilaron datos de las hojas de registro, el diagnostico, el producto
final, la encuesta final y la transcripcion de muestras de video y audios de cada seccion.

Como estadistico descriptivo, se utilizd la moda como medida de tendencia central, la cual
se define como la calificacion mas frecuente de una distribucion.

El aprendizaje de los conceptos y operaciones se evalud con el coeficiente de eficacia de
aprendizaje y = ? (Nesterova, 2000), donde P, es el coeficiente de aprendizaje de los
d

conceptos y operaciones en el diagndstico y Py el coeficiente de aprendizaje de los conceptos
y operaciones en el producto final.

El coeficiente de aprendizaje de los conceptos y operaciones se calcula con la formula

N
p—_t ZP
pNLTY
=1

Donde P; es el nimero de conceptos y operaciones realizadas correctamente por el i-ésimo
alumno, p el nimero total de conceptos y operaciones por aprender y realizar y N el nimero
de los alumnos en el grupo.

El proposito principal del estudio correlacional es saber como se puede comportar una
variable (y - aprendizaje de integrales multiples) al conocer el comportamiento de otra
variable relacionada (x - las actividades con empleo de RA). La existencia de una relacion
lineal entre las dos variables (x e y) se examinara en términos del coeficiente de correlacion.
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La hipdtesis nula se plantea bajo el criterio de que el coeficiente de correlacion de la
poblacion r, es igual a cero (Berenson y Levine, 1996). Se considera el modelo lineal y =

Bo + B1x.

Contribuciones del empleo de representaciones graficas por medio de la RA en el
aprendizaje de los estudiantes.

Para determinar las contribuciones del empleo de las representaciones graficas ofrecidas por
el software desarrollado, se aplicé un diagndstico que constaba de nueve ejercicios (tres por
cada seccion) y se solicito el producto final de nueve ejercicios igualmente.

De los datos del diagndstico se obtuvieron los siguientes resultados ordenados de mayor a
menor puntaje, en una escala de 0 a 10 puntos, agrupados por intervalos de puntajes se
presentan en la Tabla 1.

Tabla 1.
Calificaciones de los estudiantes en el diagnostico

Namero de Promedios de

estudiantes Diagnéstico
5 (2.222-4.444]
3 (4.444-5.555]
0 (5.555-6.666]
3 (6.666-7.777]

El diagrama (Fig. 15) muestra la distribucion de los puntajes que obtuvieron los estudiantes
en el examen diagndstico.

6

5

NuUmero de estudiantes
w

(2.222-4.444] (4.444-5.555] (5.555-6.666] (6.666-7.777]
Intervalos de puntajes obtenidos

Figura 15. Distribucidon de calificaciones de los estudiantes en el diagnostico
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En la Tabla 2, se muestran los datos obtenidos del producto final, en una escala de 1 a 10,
ordenados de menor a mayor y agrupados por intervalos de puntajes.

Tabla 2.
Calificaciones de los estudiantes en el producto final

Numero de Promedios de

estudiantes Diagnéstico
4 (2.222-4.444]
1 (4.444-5.555]
3 (5.555-6.666]
3 (6.666-7.777]

El la Figura 16 se observa la distribucion de los puntajes obtenidos por los estudiantes con
respecto al aprendizaje del tema en su producto final.

5

NUmero de estudiantes

(2.222 - 4.444) (4.444 - 5.555] (5.555 - 6.666] (6.666 - 7.777]
Intervalos de puntajes obtenidos

Figura 16. Distribucion de calificaciones en el Aprendizaje del tema.

Existe un aumento en el nimero de estudiantes que obtuvieron entre 5.555 y 6.666 de
promedio en su calificacion en el producto final, el cual corresponde a la reduccion de
estudiantes entre 2.222 y 5.555 de promedio en el diagndstico. Este aumento corresponde a
la obtencion de mas puntos en el criterio relacionado a la visualizacion. Este proceso, durante
el diagndstico, se basé en las representaciones analiticas y graficas que disponian los
enunciados y que hacian los estudiantes respectivamente; por el contrario, en el producto
final, el proceso de visualizacion fue basado en las representaciones graficas con RA.
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Efectos que produjo la realizacion de las actividades con RA.

Las actividades propuestas se centraron en promover la realizacion del proceso de
visualizacion, la justificacion de la resolucion de los ejercicios y el planteamiento dptimo de
las integrales.

En la Tabla 3 se presentan los resultados logrados por los estudiantes en las actividades con
RA (x;),y en el aprendizaje del tema (y;).

Tabla 3.
Promedios en x; e y;
X; 1.25 1.6666 2.3611 6.2037 6.5277 7.2222 7.2222 7.5925 7.7777

v 2.6518 3.7925 3.7592 24370 5.8592 4.7481 5.9185 6.5037 7.1481

x; 8.0555 8.7037
y;, 15259 7.7666

La Figura 17 muestra la dispersion de las calificaciones x; obtenidas por los estudiantes en
las actividades con RA y las calificaciones y; en el aprendizaje del tema.

Calificaciones Aprendizaje del tema
(]

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Calificaciones Actividades con RA

Figura 17. Diagrama de dispersion y modelo lineal de las variables.

El modelo lineal que representa la relacion entre x; e y;, es y = 0.5462x + 2.0758.

En este sentido, se observa que en el 90.90% de los estudiantes, entre mas actividades con
RA (x;) realizaron bien, mas aprendizaje del tema (y;) evidenciaron.

30



REVISTA ELECTRONICA AMIUTEM Vol. VI. # 2, pp. 15-35. julio-diciembre, 2018 El aprendizaje de las aplicaciones de las integrales ...

Estimacion de la correlacion entre lo que desarrollan, en las actividades con RA, y lo
gue pueden desarrollar con respecto al tema.

El enfoque estadistico que se selecciond para la realizacion del proceso de investigacion fue
el estudio de correlacion.

Para el andlisis de correlacion de las variables estudiadas, se calcularon los coeficientes de
aprendizaje en el diagndstico y producto final. El cociente entre ellos dio como resultado el
coeficiente de eficacia de aprendizaje. Estos datos se muestran en la siguiente tabla:

Tabla 4
Coeficientes analizados

Coeficiente de aprendizaje = Coeficiente de aprendizaje

Coeficiente de

de los conceptos y de los conceptos y o
. . eficacia de
operaciones en el operaciones en el producto aprendizaje (1)
diagnéstico (Py) final. (Py) P ey
0.505050505 0.585858586 1.16

El coeficiente vy, al ser mayor a 1, indica un impacto positivo y significativo de la propuesta
(Nesterova, 2000).

Ahora bien, teniendo en cuenta el tamafio de la muestra y las pocas sesiones que se realizaron
para el proceso de experimentacion, los resultados del coeficiente y no deben ser tomados a
la ligera.

Influencia en la motivacion e interés del estudiante, en el aprendizaje del tema, al usar
actividades con empleo de la RA

Se aplicaron encuestas a los estudiantes participantes del experimento, de las cuales se
obtuvieron algunos aspectos cualitativos.

En los resultados del producto final de los estudiantes se observd que poco mas del 50% lo
entregd en computadora; y al tener en cuenta que la evidencia del uso de la RA dependia del
formato en el que lo entregaba, resultd ser un impedimento para algunas cuestiones del
analisis. Sin embargo, las encuestas muestran que mas del 90% de los estudiantes entendio
con claridad las instrucciones sobre la entrega del producto final. En general, la actitud del
docente, en una escala de 1 a 10, calificada por los estudiantes, fue de 9 puntos
aproximadamente, y tanto su atencion como la claridad en sus ejemplos, no tuvo fallas,
descartando asi que dichos resultados fueran por la mala practica de éste.

Se estima que este problema, de entrega errada del formato del producto final, se derive de
la responsabilidad de los estudiantes, pues al no sentirse “obligados por una calificacion”,
optaron por el camino de hacerlo a mano.

En cuanto a los aspectos de motivacion e interés, como se esperd, el uso de una tecnologia
innovadora en el aula, junto con actividades realizadas para obtener el mejor provecho del
proceso de visualizacion, los mantuvo motivados e interesados en el desarrollo de cada
sesion. Los estudiantes destacaron, sobre todo, el uso de la esta tecnologia en la segunda y
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tercera sesion, de calculo de volumenes por integrales dobles y triples respectivamente.
Todos coinciden en que en la sesidn 1 no era necesaria.

Opiniones de los estudiantes sobre el uso de materiales didacticos, empleo de RA,
actividades propuestas y el apoyo del profesor

Un gran numero de preguntas de la encuesta aplicada, tenian como objetivo evaluar la
opinidn de los estudiantes en diversos temas.

De los estudiantes encuestados, solo el 9% aproximadamente, tuvo alguna experiencia
anterior a las sesiones, con la RA. Teniendo en cuenta que mas del 70% de los mismos
conocia esta tecnologia, resulta llamativa la carencia de la incorporacion de estas actividades
en la academia. Mas aun cuando se observa que, en una escala del 1 al 10, esta tecnologia
esta calificada con 1.6 puntos de dificultad en su uso.

Aunque podria pensarse que realizar actividades con este tipo de tecnologia para desarrollar
un tema como las aplicaciones de las integrales maltiples requeriria mas tiempo del empleado
con un método tradicional, méas del 80% de los estudiantes encuestados consideré que 3
sesiones fueron suficientes para este proposito, lo cual es practicamente lo mismo que se
proyecta en el disefio curricular para abordar este tema con una ensefianza tradicional.

Por otro lado, y como la teoria lo indica, las representaciones graficas usuales (en tableros,
diapositivas, con GeoGebra), resultan necesarias para los estudiantes (Fig. 18).

® Si, siempre.
@ Aveces.
No, nunca.

Figura 18. Respuestas pregunta 3 encuesta.

Ahora bien, las representaciones ofrecidas con la RA en las sesiones tratadas, resultaron ain
Mas necesarias.

® Si, siempre.

@ Si, en muchas ocasiones.
Si, algunas veces.

® No, casi nunca.

@ Mo, nunca.

Figura 19. Respuestas pregunta 13 encuesta.
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De aqui se observa que, para los estudiantes encuestados, las representaciones gréficas con
RA resultan de mayor utilidad que las usuales, las conciben méas necesarias (Fig. 19). No s6lo
necesarias, pues el 88% de los estudiantes las consideraron suficientes tambien.

En una escala de 1 a 10, mas del 70% de los estudiantes califico entre 8 y 10 la necesidad de
estas representaciones con RA para resolver los ejercicios planteados (Fig. 20).

NUmero de

© » N Estulignte®

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Calificacion de Necesidad Graficas con RA

Figura 20. Respuestas pregunta 11 encuesta.

Al despreciar posibles problemas con la instruccién o préactica del docente durante las
sesiones, queda aun la duda sobre la falta de argumentacion o justificacion de los ejercicios
que presentaron los estudiantes en su producto final. Al preguntarles si consideraban que las
representaciones graficas con RA eran un apoyo para la justificacién del proceso de
resolucion de los ejercicios, todos respondieron con un rotundo “Si” (Fig. 21), sin embargo,
aproximadamente el 27% de los mismos argumentd y solamente en algunas ocasiones
(Fig.22).

®si
® No

Figura 21. Respuestas pregunta 8 encuesta.

10

Ndmero de
Estudiantes
o N B O

No A veces Simpre

Justificacién/Argumentacion

Figura 22. Justificacion o argumentacion de la resolucion de los ejercicios.
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A nivel general, los estudiantes percibieron las representaciones gréficas ofrecidas con la RA
como una herramienta que les permitia “tener una vision desde todas las perspectivas”, “ver
con mayor claridad”, “visualizar con mayor facilidad” y ‘“hacer més sencilla la
visualizacién”, entre otras bondades. Destacaron los &angulos de vision de las
representaciones, el dominio y control que tenian de las mismas, la capacidad de
manipulacion que adquirian e incluso las comparaban con “tenerlas en fisico”. Las
experiencias que relatan coinciden con lo buscado, traer al mundo real un objeto abstracto,
intocable, inmutable, aislado y darle un sentido préactico, una utilidad, generar una necesidad

de uso, sin llegar a deformarlo o volverlo impreciso.
Conclusiones

El proceso de visualizacion matematica en los estudiantes del estudio se vio potenciado por
el uso de la RA en el desarrollo de los ejercicios planteados, mejorando asi sus resultados.

La RA como medio de representacion grafica de situaciones relacionadas a las aplicaciones
geométricas de las integrales maultiples, conforma una alternativa a las representaciones
usuales, que ademas de ofrecer una aproximacion precisa de dichas situaciones, permite que
el estudiante las manipule, domine y controle; haciendo que los objetos matematicos
representados se perciban como reales, practicos y sencillos de manejar.

Se acepta entonces que existe una correlacién positiva entre las actividades desarrolladas con
representaciones gréficas ofrecidas con RA y lo que el estudiante puede desarrollar dentro
del tema trabajado.

Aunque la disposicion animica de los estudiantes fue positiva al trabajar con una nueva
tecnologia, la instruccion fue clara y no se evidenciaron dudas o confusiones, no se
obtuvieron los resultados esperados en cuanto a la argumentacion de sus procedimientos.
Siendo la argumentacion un indicador de aprendizaje analizado, resalto por su ausencia. El
analisis basico hecho sobre este asunto, indicé que se debié a una falta de compromiso
derivada de la carencia de estimulo externo relacionado a su calificacion.
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PROCESOS DE OBJETIVACION DEL CONCEPTO DE VARIACJON
MEDIANTE EL USO DEL LENGUAJE Y DE LA TECNOLOGIA

José Luis Lopez Hernandez
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados-IPN, México
jllopez@cinvestav.mx
Resumen

En este articulo se reportan los resultados obtenidos del trabajo en equipo de estudiantes de
nivel medio superior de una escuela publica de la Ciudad de México, al resolver Actividades
relacionadas con el concepto de variacion en torno a problemas geométricos en ambientes de
lapiz-y-papel y tecnologico (GeoGebra). Esta investigacion es de tipo cualitativo y esta
apoyada en la Teoria de la Objetivacion (Radford, 2008, 2014, 2015), cuyo fundamento
principal es el concepto de actividad. El acopio de datos se efectu6 por medio de
videograbaciones, hojas de trabajo y archivos generados con el software GeoGebra acerca
del trabajo de los estudiantes mientras resolvian las Actividades. Los resultados sugieren que
el uso del lenguaje y de la tecnologia, como mediadores semioticos, promueve en los
estudiantes procesos de objetivacion del concepto de variacion a través del estudio de figuras
geomeétricas, tanto en el ambiente de lapiz-y-papel como en el tecnoldgico (GeoGebra).

Palabras clave: Objetivacion, variacion, geometria, GeoGebra.
Abstract

In this article are report the results obtained of teamwork carried out by high-school students
(grade 11) in Mexico City while they solving the Activities related with the concept of
variation regarding the geometric problems using paper-and-pencil and technological
(GeoGebra) environments. This is a qualitative research and is supported by the Theory of
Obijectification (Radford, 2008, 2014, 2015), whose main fundament is the activity concept.
The data collection was done by video- recording, worksheets and software generated files
with GeoGebra of the students” work while solving the Activities. The results suggest that
the use of language and technology, as semiotic mediators, promote in the students the
objectification processes of the concept of variation in the students, through the study of
geometric figures, both in paper-and-pencil and technological (GeoGebra) environments.

Key words: Objectification, variation, geometry, GeoGebra.
Introduccion

En el ambiente de lapiz-y-papel, con frecuencia los estudiantes hacen referencia de algo que
ya conocen y lo plasman mediante definiciones o teoremas; mientras que en el ambiente
tecnoldgico se aprende por medio de la exploracion a través del artefacto, no se memoriza;
surgen nuevos conocimientos incluso de algo que ya tenia instalado el estudiante, pero ahora
le da otro sentido a los conceptos. Debido a las acciones epistémicas del artefacto para
resolver problemas es posible que el estudiante modifique conceptos que utilizé de inicio.
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En Geometria euclidiana, los Software de Geometria Dinamica (SGD) brindan al usuario la
oportunidad de interaccionar con las construcciones geométricas, modificarlas y desplazarlas
en el &rea de trabajo, descubrir propiedades y formular conjeturas (Gonzélez & Herbst, 2009).

En este documento es de interés dar cuenta de como influye el uso del lenguaje y de
herramientas tecnoldgicas como mediadores del conocimiento en los procesos de
argumentacion y validacion, relacionados con el aprendizaje del concepto de variacion, que
Ilevaron a cabo los estudiantes al resolver las Actividades implementadas en un ambiente de
resolucion de problemas, tanto con el uso de lapiz-y-papel como con el uso de la herramienta
tecnoldgica GeoGebra.

La siguiente pregunta sirve de guia en el desarrollo de este trabajo: ¢de qué manera el uso
del lenguaje y de la tecnologia, como mediadores, promueve en los estudiantes procesos de
objetivacion del concepto de variacion al resolver problemas geométricos, tanto en ambiente
de lapiz-y-papel como en el tecnoldgico GeoGebra, que involucran dicho concepto?

Referente tedrico

Este estudio se apoya en la Teoria de la Objetivacion (Radford, 2008, 2014, 2015), cuyo
principio fundamental es el concepto de actividad. En esta teoria es primordial evidenciar
como el sujeto aprende el saber cultural mediante la interaccion social y los medios
semioticos de objetivacion (Radford, 2006), tales como artefactos y signos (escritos, verbales
o0 gestuales), fuentes basicas de produccion de significados (Radford, 2008); los cuales son
utilizados por el sujeto para acceder a los objetos matematicos. Entre los gestos destacan los
que se llevan a cabo con las manos con la intencion de aclarar o enfatizar lo expresado por
medio del lenguaje escrito o hablado.

Para la Teoria de la Objetivacién, el concepto de actividad es la fuente de realizacion personal
y social que transforma la conciencia. Radford (2015, pp.133, 134 y 137), concibe el
conocimiento a partir de la potencialidad (capacidad para ser o hacer) y de la actualidad o lo
concreto. Afirma que el conocimiento no es estatico sino dinamico, esta en constante
evolucion; transita de lo potencial a lo actual mediante la actividad al usar los medios
semioticos de objetivacion.

Los objetos de estudio se transforman en algo concreto, en objetos de pensamiento y de
conciencia; entonces surge el aprendizaje. La actividad mediadora del conocimiento
potencial al conocimiento actual se lleva a cabo por medio de procesos sociales a través de
los cuales los estudiantes se convierten gradualmente al conocimiento critico constituido
historicamente tanto de significados culturales como de formas de pensamiento y accion. De
acuerdo con Radford (2015, p.139), estos son llamados procesos de objetivacion. De esta
manera, el conocimiento en el saldn de clases es el resultado de actividades que propician la
interaccidn de estudiantes con sus pares y de estudiantes con el profesor, que promueven la
reflexion, la postura critica, la solidaridad y la responsabilidad de unos y otros.

Metodologia

Esta investigacion es de tipo cualitativo. Participaron 12 estudiantes de nivel medio superior
de distintos grupos de una escuela publica en la ciudad de México —que cursaban en ese
momento la asignatura de geometria analitica—. Como parte de la metodologia se disefiaron
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Actividades para ser resueltas en ambientes de lapiz-y-papel y tecnoldgico (GeoGebra). Los
estudiantes en equipos de dos integrantes fueron video-grabados al resolver las Actividades
en ambos ambientes de trabajo con el proposito de analizar como el concepto de variacion
emerge y evoluciona (como proceso de objetivacion) mediante el uso del lenguaje y de la
tecnologia.

El disefio de las Actividades propicié el trabajo en equipo y se solicitd a los participantes dar
argumentaciones y respuestas especificas en la resoluciéon de cada una de las Actividades;
éstas contienen figuras geométricas que facilitaron la comprension de cada pregunta.

El acopio de datos se llevd a cabo por medio de videograbaciones, hojas de trabajo y archivos
generados con el software. Debido a limitaciones de espacio, en este articulo solo reportamos
el trabajo de un equipo resolviendo una Actividad en ambos ambientes de trabajo.

Analisis de datos y discusion de resultados

El discurso llevado a cabo por los estudiantes durante el desarrollo de las Actividades
implementadas es un modo de interaccion social, una préctica social, una reflexion
mediatizada por los artefactos, materiales o cognitivos, como signos, lenguaje y objetos, entre
otros (Radford, 2006). En este articulo, para llevar a cabo el andlisis de datos se toma en
cuenta como se relacionan los diferentes modos de aclarar y comunicar conocimientos por
parte de los estudiantes mediante el uso del lenguaje y de artefactos durante la resolucion
conjunta de las Actividades (Radford, 2014), ya que lo hablado, lo gestual y lo escrito estan
inmersos en un contexto social como procesos de interpretacion y produccion de significados
(Radford, 2006).

En seguida se describe la Actividad reportada en este documento, se muestran los extractos
de la discusion y reflexion que llevaron a cabo los estudiantes Tofio y Pedro (pseudonimos)
del Equipo 1 al resolverla, tanto en el ambiente de lapiz-y-papel como en el tecnoldgico
(GeoGebra) y se analizan los datos obtenidos de su trabajo.

Descripcion de la Actividad
Considera un conjunto de rectangulos de area constante A, = ab, con base a y altura b
variables, cuyo perimetro es P = 2a + 2b. Entonces, b = % yP =2a+ 2%, es decir, P =

2 (a + %); con a # 0. En la Figura 1 se muestra como varian el lado b y el perimetro P (al

variar el lado a) de todos aquellos rectangulos cuya area es A, = ab = 20 unidades
cuadradas.

Actividad para resolver en ambiente de lapiz-y-papel (A_LyP)

De acuerdo con la Figura 1, se les pide a los participantes explicar como varia el valor de b
respecto del valor de a y cual significado tienen estas variaciones.

Actividad para resolver en ambiente tecnoldgico GeoGebra (A_TG)

Los estudiantes abrieron un archivo en GeoGebra que muestra la construccion referente a la
Figura 1. Ellos arrastraron el deslizador a y observaron qué ocurri6 con los puntos R y P.
Entonces se les pidio explicar la variacion del valor de b respecto del valor de a, lo que ocurre
con el area y el perimetro de estos rectangulos para a =0 y para b = 0 y cudl es el

39



REVISTA ELECTRONICA AMIUTEM

Vol. VI. # 2, pp. 36-47. Julio-diciembre, 2018

Procesos de objetivacion del concepto de variacion ...

significado geométrico que tiene la variacion del perimetro de los rectangulos cuando varian
sus lados pero el rea se mantiene constante.
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Figura 1. Rectangulos de area constante.
Resolucidn de la Actividad en ambiente de lapiz-y-papel (A_LyP)

Uso de lenguaje: ordinario, gestual y simbolico
Episodio 1: Comprension de la Actividad. Identificacion de lugares geométricos. [A_LyP]

Los estudiantes se enfocaron en comprender primero el enunciado de la Actividad, en
identificar, utilizar e interpretar los datos, tales como las expresiones algebraicas y cada una
de las curvas presentes en la grafica.

L1. Pedro: Como ésta es constante [sefiala y recorre con el dedo la recta y = x] debe ser el
area. Si mira. [Sefiala con su dedo el deslizador a dibujado en la Figura 1]

L2. Tofio: [...] Pero esta no es constante. La constante es 20. Si estuviera representada el area
seria una linea aqui [con su dedo describe una recta horizontal que pasa por y = 20].

[Véanse las Figuras 2a, 2b y 2c] ¢Si? [Y aprueba con su dedo pulgar hacia arriba;
Figura 2d]

En L2 de este Episodio 1, Tofio utilizé una secuencia de gestos referentes a una idea o accion
abstracta para explicar a Pedro cémo es la grafica que corresponde al area constante de los
rectangulos. Aquél imagino trazar con su dedo, de izquierda a derecha, la recta y = 20, la
cual no se representa en el papel. Con ese movimiento de su dedo sobre la hoja (figuras, 2a,
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2b, 2c¢), Toro dio significado al hecho de que la altura b es la misma para cualquier valor de
a. Pedro comprendio como es la representacion geométrica de una funcion constante en el
plano, en particular de y = 20.

(2a) (2b) (2¢) (2d)
Figura 2. Tofio explica a Pedro como seria la grafica que corresponde al area de los
rectangulos. El imagina que traza con su dedo (de izquierda a derecha) la recta y = 20.

. .. . 20 .
Los estudiantes centraron su atencion en la curva relacionada con b = —yen la relacionada

conP = 2a+ 2? =2 (a + %) (véase de la linea L3 a la linea L6 de este Episodio 1).

L3. Tofio: La otra curva probablemente es b, es el valor de b. Porque tendria sentido que
entre a se volviera mayor [sefiala y recorre con la pluma la curva asintética a los
ejes coordenados; Figuras 3ay 3b], el valor de b se volviera menor...

L4. Pedro: Y si a se vuelve menor, el valor de b se vuelve mayor. Incluso se aproximan...

L5. Tofo: Si, al punto [sefiala D], si. Entonces si, supongo que ésta [de nuevo sefiala y
recorre con la pluma la curva asintética a los ejes coordenados; figuras 3a 'y 3b] es
el valor de b en funcion de a.

(32) (3b)
Figura 3. Tofio explica como varia b respecto de a, conforme el valor de a va de menos
(3a) a més (3b).
En L3 de este Episodio 1, Tofio utilizé una secuencia de gestos para explicar como es la
gréfica que corresponde a la variacion del lado b respecto del lado a de los rectangulos. El
imaginé trazar con su pluma, de izquierda a derecha, la curva asintotica a los ejes
coordenados. Con ese movimiento sobre la hoja (figuras, 3a y 3b), Tofio se aproximo cada
vez mas al eje de las abscisas (X) y dio significado a la manera en que varian los valores de
b conforme varian los de a; mientras el valor de a crece el de b decrece y viceversa.

A continuacion, los estudiantes estudiaron el momento en que el valor del perimetro es
minimo (véanse de la linea L6 a L8 de este Episodio 1).
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L6. Tofo: Ok, entonces...Si, tiene sentido que el valor sea minimo [se refiere al perimetro
P] cuando ambos son iguales [se refiere a que a = b].

(42) (4b)
Figura 4. Pedro utiliza gestos para explicar qué sucede con el perimetro P de los
rectdngulos cuando sus lados crecen o decrecen. Si disminuye el valor de a crece el
de b (4a) y si crece el valor de a disminuye el de b (4b).

L7. Pedro: Si porgue, piénsalo asi, si tu tuvieras que tus lados miden uno, [el area valdria
una unidad cuadrada y] seria el perimetro de cuatro, y si tu esa razén la aumentas al
doble seria dos [de la base] por un medio [de la altura] [es el valor del area], tu
rectangulo. Entonces el perimetro seria cinco. [...]. Y si lo haces al revés [dos de la
altura por un medio de la base] también seria cinco [el valor del perimetro]. [Véase
Figura 4]

L8. Tofio: Si claro, si comprendo.

En lalinea L7 de este Episodio 1, Pedro da a entender, con ayuda de una secuencia de gestos,
como varia el perimetro P de los rectangulos cuando sus lados crecen o decrecen
respectivamente. Si disminuye el valor de a entonces crece el de b (Figura 4a), si crece el
valor de a disminuye el de b (Figura 4b) conservandose el valor del area; lo cual explica con
movimientos sincronizados de sus dedos de una y otra mano; mientras los dedos de la mano
izquierda se juntan (la longitud de la base disminuye) los de la derecha se alejan (la longitud
de altura crece), y viceversa.

En la medida en que las manos de los estudiantes se movieron se convirtieron en signos en
sincronia con lo hablado. Palabras y gestos se coordinaron y reflejaron la evolucion del
proceso de objetivacion del conocimiento de los participantes en relacion con la variacion de
los lados de los rectangulos y del perimetro.

La Figura 5 muestra los conjuntos de numeros reales para posibles valores de a y de b.

Conf,.énﬂoh(\_o T.e. [ éa\:c Set tm\ 7 gosrlive (O,W) aﬂ‘-emt)
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\J'Ac tgual Coume he. le s “'c\\ cs'-)'wo v
.»“’;51-04-;. com cht\!-lo e.n.‘-‘c (o' o-a) T ‘, 7

Figura 5. Uso del lenguaje ordinario y simbolico para explicar parte de lo solicitado
en A_LyP.
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Los participantes usaron el lenguaje simbdlico en gran parte de la Actividad para refiere a
algoritmos especificos acerca de objetos concretos, como se muestra en la Figura 6, en la
que explicaron y justificaron que el cuadrado es el rectangulo de perimetro minimo.
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Figura 6. Uso del lenguaje simbdlico por parte de Tofio y Pedro para explicar como
varia el perimetro de los rectangulos y cuando este es minimo.

Los participantes usaron el concepto de limite de una funcién (que se estudia en tercer afio
de bachillerato) para explicar como varia la variable b respecto de la variable a (véase Figura
7). Ellos no lograron explicar dicho concepto con sus propias palabras, lo cual hace pensar
que ellos no habian reflexionado acerca de dicho concepto y que por tanto aun no lo

comprendian. No obstante, identificaron las variables involucradas, como varian unas
respecto de otras y entendieron el significado de dichas variaciones.

A pesar de que los estudiantes cometieron algunos errores en su afan por expresar sus ideas
por medio del lenguaje simbdlico y que por momentos no fueron muy claros en sus
explicaciones, ellos han comprendido como varian los lados de los rectangulos, y en
consecuencia, como varia el perimetro de todos aquellos rectangulos cuya area es constante.
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Figura 7. Uso del lenguaje ordinario y simbélico por parte de los estudiantes para dar
respuesta a la seccion (b) de A_LyP. Expresion de b como funcién de a.
Las respuestas por escrito de los participantes sintetizan su discurso y dan evidencia de sus
constantes reflexiones y evolucion de su conocimiento como parte del proceso de
objetivacion acerca del concepto de variacion conforme resolvieron la Actividad.

Resolucidén de la Actividad en ambiente tecnolégico GeoGebra (A_TG)
Trabajo con el artefacto (lenguaje y signos)
Episodio 2: Pensar y actuar con el artefacto. Aproximaciones. [A_TG]
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Toflo y Pedro hablaron en diferentes momentos del comportamiento de las funciones
presentes en términos de aproximaciones, de lo que sucede en las cercanias de cierto valor y
no de lo que ocurre en ese valor especifico (véase de la linea L1 a la linea L5 de este Episodio
2). Aqui, la dindmica de la construccion estuvo a cargo del deslizador a.

L1. Tofo: Aqui vemos que si a crece [mueve el deslizador a], el valor de b nunca toca cero,
y pues es muy logico porque a y b deben tener como producto 20, entonces cero por
cualquier cosa...

L2. Pedro: No daria 20.

L3. Tofio: Pues es cero, no es 20. Entonces si, cuando a crece... b decrece.

L4. Pedro: Aproximandose, mas no tocando...

L5. Tofio: Hacia cero, pero en ningun punto es realmente cero. [Véase Figura 8]

Con el uso del deslizador y del zoom de la herramienta tecnoldgica GeoGebra, fue posible
para los estudiantes llevar a cabo una reflexion mas profunda y comprender mejor, que con
solo lapiz y papel, por un lado, como varia b respecto de a, y por otro lado, porqué los valores
de a o de b no pueden ser cero, debido a que la curva es asintotica a los ejes coordenados.
Su discurso se desarrollé en términos de aproximaciones aprovechando el caracter dinamico
de la construccion.

4

(8a) (8b)
Figura 8. Variacién del lado b conforme varia el lado a. Si a crece entonces b decrece
(8a). Si a decrece entonces b crece (8b)
Veamos lo que ocurrié en el momento de referirse a las longitudes de los lados de todos
aquellos rectangulos de area constante A, cuyo perimetro es minimo.

L6. Pedro. Los lados son iguales.

L7. Tofo: Si. Esta un poco dificil de controlar aqui [el deslizador a] porque no le puedo dar
a laraiz de... porque sélo esta moviéndose en enteros [el deslizador a]. Pero cuando
R corte aqui [sefiala con el cursor el punto D] a la funcién identidad, vamos a tener
un minimo, porque vamos a tener un cuadrado y sus lados van a ser raiz del nimero.
[...] Y todos los rectangulos [de igual area] que tienden a que sus lados son iguales
tienen su minimo perimetro [Véase Figura 9]

L8. Pedro: Cuando son cuadrados.
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L9. Investigador: ;Y si les dan otro ejemplo donde el area sea mas grande o mas pequefia
que 20 [unidades cuadradas]?

L10. Pedro: Va a ser lo mismo.

L11. Tofo: Pues si, se mantienen las propiedades.

L12. Investigador: ¢ Las gréficas para el &rea y perimetro seran similares a estas?
L13. Tofio: Si.

L14. Pedro: Si porque... s6lo que este punto por ejemplo [sefiala con la pluma el punto D]
en lugar de ser raiz de veinte sera raiz de... lo que sea el area.

L15. Investigador: ;Como interpretan la recta y = x?

L16. Tofo: Esta para indicarnos el punto donde ambos lados [del rectangulo] son iguales, en
este caso seria el punto D; o sea que aqui [en la grafica correspondiente sefiala con
el cursor el valor minimo del perimetro] el valor del perimetro es el minimo en este
punto [sefiala con el cursor el punto D], lo colocaria ahi pero el deslizador s6lo da
enteros [mientras mueve el deslizador a]. [Véase Figura 9]

9a 9b

Figura 9. Los recténgélos? son muy parecidos a un cuadrado (R ge a)proxima a D). En (9a),
a > b; mientras que en (9b), a < b.
Mientras Tofio y Pedro desplazaron el deslizador a observaron el comportamiento de los
puntos P y R. Entonces argumentaron que el punto R debe coincidir con el punto D (sobre la
recta y = x), y por consiguiente que a = b, para que sea minimo el perimetro de todos
aquellos rectangulos de area constante A, (veanse las lineas L7, L15 y L16 de este Episodio
2). Tofo observo que los posibles valores para el deslizador a eran nimeros enteros y que
por tanto no podria hacer coincidir los puntos P y R, tomando en cuenta que el valor del
perimetro de los rectangulos es minimo en el momento en que sus lados a y b son iguales a
la raiz cuadrada de su area (que no siempre arroja un valor entero), es decir, cuando el
rectangulo es un cuadrado.

Al aproximar a un cuadrado varios rectangulos en un mismo escenario (véase Figura 9) los
estudiantes reafirmaron su conocimiento en relacion con la variacion del perimetro y
reflexionaron acerca de las diferencias [llamadas incrementos también por ellos] (véase L7
de este Episodio 2) entre las longitudes de los rectangulos cuya area es constante. Asi, las
propiedades geomeétricas de los objetos se conservaron aun cuando éstos se deformaron con
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el uso del arrastre. Tofio y Pedro pensaron, actuaron y justificaron su respuesta con el uso
de GeoGebra como un medio semidtico de objetivacion.

En seguida, Tofio y Pedro complementaron lo explicado en la linea L7 respecto al significado
geométrico que tiene la variacion del perimetro de los rectangulos cuando varian sus lados,
pero el area se mantiene constante.

L17. Pedro: Cuando varia cualquiera de los lados... a en este caso.

L18. Tofo: Si, mientras se mantengan las proporciones en estos [se refiere a que los lados a
y b de estos rectangulos cumplen con ab = 20]...; 0 sea, mientras se mantiene el area
el perimetro es variable y crece indefinidamente cuando aumenten o disminuyan sus
[lados del rectangulo]... [Véase Figura 8]. Y tendra un minimo [se refiere al
perimetro de estos rectangulos] cuando a sea igual a b. [Véase Figura 9]

Los participantes le dieron sentido a la variacién de b respecto de a y comprendieron cdmo
dicha variacion influye en el perimetro de los rectangulos (cuyo valor es minimo cuando los
valores de a y b coinciden) a pesar de que su area permanece constante (véanse las lineas
L7,L16,L17 y L18de éste Episodio 2). Se observa que Tofio y Pedro pensaron, reflexionaron
y justificaron su respuesta con el uso de GeoGebra como un medio semi6tico de objetivacion.

En la Figura 10 se muestra la respuesta escrita de los estudiantes.
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Figura 10. Respuesta escrita de los estudiantes a la seccion (b) de A _TG.
Conclusiones

Durante la resolucion de la Actividad con lapiz-y-papel [A_LyP], los estudiantes utilizaron
el lenguaje gestual de manera significativa para complementar lo hablado y escrito, asi
entendieron y explicaron mejor sus ideas; el compartir su conocimiento fue mas sencillo. En
tanto, con el uso de GeoGebra, ellos arrastraron el deslizador para estudiar diversas
trayectorias descritas, respectivamente, por diferentes puntos.

Durante la resolucion de la Actividad con la herramienta tecnoldgica [A TG], los
participantes observaron y entendieron, mediante la dindmica de la construccion, lo estudiado
e imaginado en el ambiente estético, tal como la variacion de los lados de los rectangulos, y
por consiguiente, de su perimetro cuando mantienen constante su area; o la presencia de
distintas variables y su relacion entre ellas, entendiendo cémo varia una respecto de otra, de
qué dependen dichas variaciones y cual es su significado geométrico.
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Con el uso del software, el discurso de los estudiantes se desarrollé mas en términos de
aproximaciones, como en los momentos en que incorporaron los conceptos de funcion y
limite de una funcidn (éste Gltimo se comienza a estudiar en célculo diferencial de nivel
medio superior).

El analisis de datos de este estudio sugiere que el uso del lenguaje y de la tecnologia, como
mediadores, promueve en los estudiantes procesos de objetivacion del concepto de variacion,
a través del estudio de figuras geométricas, tanto en un ambiente estatico como dinamico.
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Palabras clave: areas, visualizacion matematica, aproximacion, teorema del valor medio.
Resumen

La presente investigacion tiene por objetivo ofrecer una alternativa para el aprendizaje del
calculo de areas, distinta a la que se presenta en los cursos tradicionales de calculo integral,
que se trabaja en la licenciatura en matematicas. Promueve una forma aproximada, dinamica,
interactiva y préactica que utiliza implicitamente el teorema del valor medio para integrales
como un proceso al limite. Es una propuesta didactica que consta de una construccién
dinamica desarrollada en el software GeoGebra y un instrumento en Microsoft Word, que
toma como base el perimetro de una figura acotada por una curva y generada a partir
diferentes representaciones, para calcular su area aproximada transforméandola a un
rectangulo.

Keywords: areas, mathematical visualization, interactivity, approximation.
Abstract

This research has a target offer an alternative for the learning calculation of areas, different
from of traditional courses of integral calculus are presented and are taught in the
mathematics in university degree. Promotes a way approximate, dynamic, interactive and
practical, using a form implicitly of the mean value theorem for integrals, as a limit process.
Is a didactic proposal composed by a dynamic construction developed in GeoGebra software
and an instrument in Microsoft Word, which takes as base the perimeter of figure limited by
a curve and generated from different representations, to calculate the approximate area
transforming into a rectangle.

Introduccion

Dada la problematica manifiesta por diversos investigadores (Artigue, 1998); Zimmermann
y Cunningham, 1991), acerca del proceso de ensefianza aprendizaje del calculo de una
variable, especificamente en lo relacionado con el concepto de integral, Turégano (1998)
propone:

Que los estudiantes puedan aprender (de forma intuitiva) conceptos de calculo
sin el dominio previo o simultdneo de las usuales habilidades algoritmicas,
utilizando la visualizacion a través del ordenador para dar significado al
concepto de integral definida y a sus propiedades mediante la idea de area
bajo una curva.

(Turégano, 1998, p. 234)
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Coincidimos con Turégano en el sentido de promover el desarrollo de la intuicion en los
alumnos a través de disefios apoyados de tecnologia, que les permitan visualizar los
conceptos expuestos en el aula, de modo que ellos puedan asimilarlos no solo por su
descripcion o manejo algoritmico, sino mas bien apoyados en sus precepciones mentales;
segun Martinez (2014) trabajar con imagenes y graficas mejora la comprension de conceptos
abstractos y facilita la resolucién de problemas.

Por su parte, Cantoral y Cabafias (2006) plantean un tratamiento de la nocién de area en
actividades de la vida cotidiana, involucrando el concepto de conservacion de area, entendida
como transformaciones o movimientos en construcciones vinculadas a regiones planas,
donde los objetos pueden cambiar o mantener su forma sin que el area se altere. Mostrando
con esto su preocupacién por dar alternativas para mejorar el aprendizaje del concepto de
area desde el punto de vista geométrico.

También Borjon y Torres (2010) proponen el manejo de la definicion de integral de Riemann,
por medio de la visualizacion matematica, con el objetivo de que el alumno cuente con un
acercamiento al concepto de integral a través de la manipulacién de un programa realizado
en el ambiente TI Voyage 200, en el que se trabaja con areas de diferentes figuras, de forma
que el alumno desasocie la forma (concava o convexa) de las mismas al comportamiento y
mecanismo de obtencion del area.

Por otra parte, Martinez (2014) trabaja algunos métodos visuales de integracion, en el que se
utiliza la simetria de las funciones, poniendo énfasis principalmente en la visualizacion.

Asi pues, nuestra investigacion tiene por objetivo utilizar la visualizacion matemaética,
apoyada en una app desarrollada en GeoGebra, para propiciar el desarrollo de la intuicion en
el alumno respecto del célculo de éareas con el uso implicito del teorema del valor medio
para integrales; incluso a realizar planteamientos alternativos de célculo de éreas.
Especificamente trabaja con un archivo dinamico del software GeoGebra que acompafiado
de un instrumento en Microsoft Word, promueva la aproximacién de areas acotadas por una
curva en un intervalo cerrado [a, b].

En suma, en este trabajo promovemos el célculo de areas en forma aproximada, dinamica,
interactiva y préctica, utilizando implicitamente el teorema del valor medio para integrales
mediante un proceso al limite. Asi mismo ofrecemos una forma alternativa de calcular areas,
distinta a la que se presenta en los cursos tradicionales del calculo integral.

Referente Tedrico

Zimmermann y Cunningham (1991) describen la visualizacién matematica como “el proceso
de formar imagenes (mentalmente, con lapiz y papel, o con ayuda de tecnologia), usando
tales imagenes efectivamente para un descubrimiento y comprension matematica”. En este
sentido, entendemos por visualizacion la exteriorizacion de imagenes mentales con que los
alumnos logran encaminarse hacia la conceptualizacion, que va mas alla de la simple
percepcion, en concordancia con Hitt (2003), quien afirma:

La percepcion la tomaremos como la funcion por la que la mente de un
individuo organiza sus sensaciones y se forma una representacion interna de
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los objetos externos, en cambio, la visualizacion tiene que ver con un
conocimiento directo e intuitivo que se realiza inconscientemente.

(Hitt, 2003, pag. 207)

Para lograr propiciar esta visualizacion a la que nos referimos, hacemos uso de software libre
de geometria dinamica, en la idea de que este contribuira al desarrollo de la intuicion para
exteriorizar, por medio de maultiples representaciones, las imagenes mentales asociadas al
calculo de éareas, utilizando implicitamente resultados como el teorema del valor medio para
integrales, de acuerdo a la idea que plantea Hitt (2003):

La visualizacion matematica de un problema desempefia un papel importante,
y tiene que ver con entender un enunciado mediante la puesta en juego de
diferentes representaciones de la situacion en cuestion y ello nos permite
realizar una accion que posiblemente puede conducir hacia la solucién del
problema.

Hitt (2003, pp. 218)

En la misma investigacion se identifica que para Hitt al igual que nosotros es importante el
uso de la tecnologia para lograr la visualizacion de un problema, cuando menciona:

La tecnologia, desde este punto de vista, servird como herramienta fructifera
para la construccién de conceptos matematicos mas profundos que se reflejen
en procesos exitosos por parte de los estudiantes en la resolucion de
problemas.

Hitt (2003, pp. 218)

Guzman (1996), nos proporciona otra definicidn de lo que se entiende por visualizacion en
matematicas, la cual refuerza nuestra teoria:

Las ideas, conceptos y métodos de las matematicas presentan una gran riqueza
de contenidos visuales, representables intuitivamente, geométricamente, cuya
utilizacion resulta muy provechosa, tanto en las tareas de presentacion y
manejo de tales conceptos y métodos como en la manipulacién con ellos para
la resolucion de problemas. Esta forma de actuar con atencion explicita a las
posibles representaciones concretas en cuanto revelas las relaciones
abstractas que al matematico interesan constituye lo que denominamos
visualizacion matematica.

(Guzmén, 1996, p. 15)

Teniendo en cuenta las diversas formas de expresar lo que se entiende por visualizacién
Matematica (Zimmermann y Cunningham, 1991; Hitt, 2003; Guzman, 1996), fijamos nuestra
posicién respecto de lo que entenderemos por visualizacion matematica en este trabajo como:
el proceso de formar imagenes mentales y exteriorizarlas a través del papel y dispositivos
electrénicos que trabajan mediante software de geometria dindmica, con la finalidad de
conceptualizar objetos matematicos o resolver problemas especificos; desarrollando con
ello la intuicion en el alumno.
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Por otra parte, el contenido matematico involucrado en esta investigacion esta sustentado en
la obtencion de areas de figuras planas no euclidianas y el teorema del valor medio para
integrales, el cual incluimos como parte del marco tedrico, para cualquier referencia:

Si f es una funcién continua en [a, b] entonces existe un nimero c entre a y b,
tal que fabf(t) dt = f(c)(b—a)
(Purcell, Varberg y Rigdon, 2007, p. 254)

Metodologia

El trabajo se experimentd con un grupo de cinco estudiantes del tercer semestre de la
Licenciatura en Matematicas de la Universidad Auténoma de Zacatecas. El escenario para el
desarrollo fue en el centro de cdmputo de la misma, donde cada alumno contaba con un
equipo de cémputo con el software (GeoGebra 5.0 y Microsoft Word 2010) previamente
instalado, asi una cuenta de usuario y acceso a internet (para su autentificacion a la plataforma
Moodle), que le permitieron descargar y trabajar con la app desarrollada y el instrumento de
apoyo, para posteriormente subir en la misma plataforma sus respuestas.

Intuitivo

Aprendizaje intuitivo

= hilo en area3.ggb

instrumento.docx

Descargar carpeta Editar
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/cursos/mod/assign/view.php?id=2348action=grading Q Y| [
ESPAFIOL - MEXICO (ES_MX) ~ A d] Manica del Rocio Torres Ibarra -
f AP e ey sy
Accién de caliﬁcar‘ Ver libro de calificaciones + |
Elegir...
Descargar todas las entregas Reiniciar preferencias de tabla
- - Reiniciar preferencias de tabla
| Verlibro de calificaciones |
Imagen  Nombre Uttima
del - I modificacion Comenta
Seleccionar usuarioc  Apellido(s) Direccion Email Estatus Calificacion Editar (entrega) Envios de archivo al envio
Diego diedelavi@gmail com Enviado Editar ~  lunes, 18 de -
Delgado para septiembre nstrumento docx Comenta
Avila calificar de 2017, S
Calificado  100.00 08:49
/100.00
vabge0310@hotmail. com Enviado Editar -  sabado, 23 - (4]
para de nstrumento.docx Comental
calificar septiembre ST (0
Calificado | 100.00 de 2017,
/100.00 11:26
Jesis jesdavsc@hotmail.com Enviado Editar - lunes, 25 de - (4]
David para septiembre nstrumento. docx Comental
Sanchez calificar de 2017 . (0
Chavez 21 100.00 00:21
minutos /100.00
19
segundos
daspués

Figura 1. Vista de la plataforma para carga y descarga de archivos.

Se inicia con la representacion de la situacion a resolver, (en una representacion geométrica,
algebraica y pictdrica, respectivamente) las cuales les proporcionan como herramienta un
hilo virtual que permite recorrer el contorno de la figura a través de un cierto nimero de
segmentos de linea, cuya longitud se conserva en el perimetro de un rectangulo,
posteriormente se le presenta una representacion aritmética y geométrica de la situacion, con
las cuales debera trabajar en una representacion tabular y algebraica que le permitird hacer
una relacion de los valores obtenidos con el area de la figura en cuestién, para posteriormente
hace una comparacion con el area real y obtener sus propias conclusiones.

Probleméatica

Se pide al alumno que encuentre el area acotada por una curva de tres situaciones
planteamientos, en el primero se le proporciona una representacion geométrica, en el segundo
una representacion algebraica y en el tercero una representacion pictérica, contando para su
solucion como unica herramienta un hilo, como se muestra en la figura 2:
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Descripcion: Se quiere construir una pared como la que se muestra en la siguiente imagen, para cotizar su construccion nos
piden el tamafio del area que ocupa, para tomar esta medida contamos con un hilo que nos permitira aproximarla

hilo = 1

A A D o e —— O

[0 759
S ) O 0 S A ) ) i T ) A )

Describe la forma en la que encontrarias el area de una nube que se proyecta en el piso (si no conoces una formula que
genere su figura).

Figura 2. Representacion de las tres situaciones planteadas.
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4.286

1.423

2.287 — 0.864 =
0.72
= 2(1.423) + 2(0.72)
Longitud del hilo

Altura =
Perimetro
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Base

x2=2287

1=0.864
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Para su solucion, se solicita a los alumnos que abran el programa desarrollado y utilicen el
hilo virtual que les proporciona; con éste podran recorrer a través de segmentos, el contorno
de la figura y obtener una longitud del hilo necesario para recorrerlo, enseguida deberén

determinar los valores (base y altura) que les permitan construir un rectangulo cuyo perimetro
se alcance a cubrir con la cantidad del hilo utilizado, el programa presenta la figura y realiza

los calculos del area correspondiente, para que ellos determinen si esta es la mas aproximada

al valor buscado.
Planteamiento 1. En este se pide al alumno calcular el area acotada por la curva, utilizando

el programa en GeoGebra y el hilo virtual que subdividiran en una determinada cantidad de

segmentos que los aproximen a la curva en cuestion.

6.942
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de apoyo.

Figura 3. Division del hilo virtual en n segmentos y determinacion del area del rectangulo
Al mismo tiempo, el instrumento creado en Microsoft Word con 12 items, entre instrucciones
y preguntas, los estudiantes van creando las imagenes mentales a través de diferentes
representaciones manejadas, las cuales al final les permite plantear una solucién a la situacion

presentada.
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@,x € [0,2]. En
esta situacion los alumnos deberan interactuar con el programa mediante la barra de entrada,
para especificar la funcion que establece la curva y sus respectivos limites, las instrucciones
para su realizacién estan contenidas en cinco instrucciones del instrumento de trabajo.

Planteamiento 2. Determinar el &rea acotada por la funcion f(x) =

h=024

P N ——

e Base = 0.974 — 0 =0.974
® Altura = 0.24

2 dorh Perimetro = 2(0.974) + 2(0.24) = 2.428
Dobleces =1 N

i
Longi_Guadro | _r7.(1 o5 1.01}= 5401 E @

Longitud del hilo = 5.401

Figura 4. Representacion de la segunda situacion.

Planteamiento 3. A partir de las herramientas utilizadas en los planteamientos anteriores,
los alumnos deberan buscar una estrategia para calcular el area de la sombra de una nube
proyectada sobre el suelo, figura de la cual no se conoce una formula, y en la cual en 2 items
deberan establecer una estrategia de solucion y realizar una construccion que lo simule.

Figura 5. Figura presentada en la situacion 3 del instrumento.

Puesta en escena
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Se trabajo en dos sesiones de 90 minutos cada una, en un primer momento, los alumnos se
loguean en la plataforma Moodle para descargar dos archivos: el instrumento (Microsoft
Word) que contenia la secuencia de instrucciones y preguntas y la app desarrollada (en
GeoGebra) para la simulacion de las situaciones problema.

o el G IMYE K A

Figura 6. Alumnos trabajando en la situacion.

En un segundo momento, guiados por el instrumento, los alumnos siguiendo las indicaciones
del instrumento, ejecutan la actividad con el GeoGebra, del que se desprende la
exteriorizacion en diferentes representaciones de lo que visualizan, al tiempo que van
completando los cuestionamientos del mismo instrumento; finalmente suben a la plataforma
sus respuestas y construcciones realizadas.

En un ultimo momento, las investigadoras descargan el concentrado de archivos trabajados
por los alumnos y proceden a la realizacion del anélisis de resultados.

Resultados

La primera seccion del instrumento estaba encaminada a la comprensién del manejo del app
desarrollado, se esperaba que se dieran cuenta que para que el hilo se ajuste a la curva en
cuestion, deberian realizar un determinado nimero de dobleces sobre la curva, lo cual se
logré de manera uniforme por todos los alumnos, como se muestra en la siguiente figura:

1. Mueve el hilo y trata de adaptarlo al contorne, iqué sucede? El hilo toma el valor de la base.

2. Como el hilo no es flexible, para poder adaptarlo se requiere hacer algunos dobleces ¢Cudl sera el nimero minimo de
dobleces que le debemos hacer al hilo para rodear la figura? 1 a este nimero le llamaremos n

3. Activa el bott')n de la aplicacion, observaras que el hilo se coloca en la base de la figura, sin = 1, écudl es la
longitud del hilo? m el hilo se hace més grueso, écual es su longitud? 6.866 épor qué? Parque es la suma de ambas

partesdel hilo.l

Figura 7. Tipo de respuestas de la fase de adaptacion al instrumento utilizado.
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Posteriormente, con la manipulacién del app desarrollado en GeoGebra para cada una de las
situaciones, se esperaba que se dieran cuenta de que el area que se calcula es menor que el
area exacta, lo cual se logré completamente, emitiendo respuestas como las que se presentan
a continuacion:

1

g . B Al.RI No R2.Porque aun asi hay un area notablesin tomaren cuenta.
e M A2. R1. Si R2. porque al aumentar los dobleces el hilo se aproxima mas al contorno.

-
Pl M A3. R1. Si R2. porque a medida que hacemos mas dobleces, aproximamosel hilo al contorno
L

“curvo” que tiene la figura original
M A4, R1.Si R2. Porque entre mas doblecestenga el hilo, tendrd mejor aproximacién en la figura.
B|A5. R1. No R2. Porque aun queda bastante area que tomar en cuenta

Figura 8. Respuestas en las que se muestra la relacion entre éreas.

Por otra parte, se espera también que den muestras de un acercamiento del proceso al limite,
lo cual se muestra cuando se les pide que planteen formas alternativas para la obtencion del
resultado a la problemaética planteada. En sus respuestas se observa que sus imagenes
mentales si les permiten este acercamiento.

Al.cuandontiende a infinito

A2. Conun limite

derivadas _porque a medida que n crece la figura que forma el hilo tiene a ser la figura original.

A4, cada vez que se Propone un n muy grande, las aproximaciones van siendo mejores pero nunca sera

exacta

Figura 9. Respuestas en torno a procesos alternativos de solucion.

Finalmente, en relacion a los métodos propuestos y utilizados para la solucion de los
planteamientos, pudimos encontrar que para ellos el método es bueno pero su precision no lo
es tanto (ver figura 10); lo cual era lo que se pretendia.

Al. Es una buena forma de aproximarse a un area vy la longitud de una curva.

A3, que en general puede aproximarse el area de cualquier figura casi de forma exacta por medio de figuras
de las cuales ya podriamos conocer su area.

A4, Esta forma es muy buena manera de aproximacion, ya que cada vez que los valores van siendo mas
grandes, la aproximacion va siendo mejor

AS. Pues que es Util pero no exacto

Figura 10. Conclusiones acerca del método utilizado.
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Cabe mencionar también que no hubo mayor problema cuando se plantea un cambio de
representacion para el planteamiento de la situacion, mas aun, cuando se les pide encontrar
el area de una sombra, en la que no existe una formula o un plano de referencia, recurren a
éste método de aproximacion para la obtencion del area, como se observa en la figura 11, y
sus construcciones se basaron en el mismo (ver figura 12) de manera muy precisa.

Tomando puntos del extremo de la sombra, luego con el realizo el perimetro del poligono dado por esos
puntos, al final construyo un rectdngulo con ese perimetro y veo su drea.

Colocaria segmentos de tal moso que se aproximaran al contorno de la nube, y construiria un rectangulo de
modo que no sobrepasara el perimetrao

Marcaria todos los puntos del poligono sobre el piso, después con un hilo mediria la longitud entre todos
esos puntos, v asi formaria un cuadro gue tuviera la misma longitud que la nube, asi calcularia el drea del
cuadro v abtendria una aproximacion del drea de la nube.

Sitengo una figura la cual resulta complicado saber su drea por medio de una formula o por medio de la
trisngulacion, entonces lo que haria serig por medio de segmentos tratar de cubrir el contorno de la figura,
es decirtratar que la diferenciaentre elcontorno v cada segmento no sea muy grande, después con la suma
de esos segmentos, se determinaria de alguna manera el perimetro aproximado v par medio de figuras que
ya conocemos (cuadrado) tratariamos de encontrar o al menos de dar una aproximacion del dreade la
figura

Tomaria de base un cuadrado o rectangulo en la sombra de la nube que abarque la mayor parte de esta

Figura 11. Métodos para la obtencion del area de una figura hipotética.

» Vista Grafica

8
altura = 4.98
b = 18.6
El area de la nube es de 18.6
base = 3.33

4
2 b

® L] o

8 6 4 -2 o 2 4 14
15
D .
/-‘\ Wl
.“\.\
L
 tiangulo gue mas se aproxima al area de la nube - *

€ aquel que tiene como base 21.55¢m y como altura 815

Figura 12. Planteamientos de solucion implementados por los alumnos a la situacion 3.
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Con todo lo anterior, podemos decir que los objetivos planteados en la presente investigacion
en torno a la visualizacion se lograron, de la siguiente manera:

B Muy bien

= Bien

Representacion Representacion Justifican sus
verbal tabular respuestas

Figura 13. Gréfica de manipulacion de la situacion 1.
Conclusiones

Se logr6 que los alumnos calcularan areas de forma aproximada con la app que se les
proporciond llegando incluso a describir el proceso general.

Se identifico que los alumnos entienden el limite como un proceso de aproximacion,
afirmando que “se acerca mucho pero no se alcanza”

Aprendieron el proceso que se ofrecid, llegando a calcular con GeoGebra de manera
independiente el area de una figura plana.

Cuando proponen la solucién del tercer problema se evidencia que implicitamente estan
aplicando el teorema del valor medio para integrales.
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