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USO DE TECNOLOGIA Y ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS EN EL NIVEL
SUPERIOR EN ZACATECAS
Elvira Borjon Robles, Monica del Rocio Torres Ibarra, Leopoldo Trueba Vazquez

borjonrojo@hotmail.com, mtorres@matematicas.reduaz.mx, truebava@hotmail.com

Universidad Autonoma de Zacatecas, México
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Experiencias.

Resumen

Se hace un analisis historico de la incorporacion de tecnologias en la educacion matematica
a nivel superior en Zacatecas en el periodo de 1986 a la actualidad. Tomamos como
referencia la licenciatura en matematicas de la Universidad Autéonoma de Zacatecas (UAZ),
debido a que fue de los primeros programas escolarizados que ofrecid la Unidad
Académica de Matematicas de la UAZ. Se hace una resefia de la evolucion de los planes de
estudio de este programa desde su creacion en 1986 hasta nuestros dias, haciendo énfasis en
como las tecnologias se fueron implementando en diferentes momentos en la formaciéon y
metodologia de trabajo de docentes y alumnos de la Unidad Académica de Matematicas en
la UAZ.

Antecedentes Historicos

Al igual que el uso de la tecnologia, la actividad matemaética no es de nueva creacion, ha
surgido, evolucionado y se ha consolidado a través de los tiempos, sin embargo, esta
consolidacion ha pasado por diversas etapas de aceptacion y rechazo. Guzman (2009)
menciona que la complejidad de la matematica sugiere permanecer constantemente atentos
y abiertos a cambios profundos que la dindmica de la situacion global va exigiendo.

En México y en el mundo, la preocupacion de los profesores de matematicas por
tener una preparacion que les permitiera brindar a sus estudiantes una mejor educacion
origind que buscaran diferentes mecanismos para permanecer actualizados y conocer mas
acerca de esta disciplina. Aunado a lo anterior, la incorporacion de la tecnologia se ha
venido generando, a partir de las necesidades que se han presentado en los Centros
Educativos y de Investigacion, por tener medios que permitan incorporarlos a sus
actividades cotidianas de docencia e investigacion; asi la formacion de profesores en
Matematicas a nivel superior en Zacatecas surge de la inquietud de un grupo de profesores
con formacion en areas afines, especialmente de ingenieria, con la finalidad de discutir,
estudiar, mejorar y actualizar su formaciéon en matematicas, originando que en 1982 se
forme un centro de matematicas dentro de la Universidad Autonoma de Zacatecas (UAZ),
Meéxico.

En los afios setentas surgi6 a nivel mundial una profunda transformacion de la
ensefianza de las matematicas, al mismo tiempo, el desarrollo de la tecnologia de los
circuitos integrados hizo posible desarrollar el concepto de Computadoras Personales
(Microcomputadoras), las cuales llegaron a México en el ano de 1958, cuando la UNAM
adquiere la IBM650 (Ortiz, Rodriguez, y Coello, 2008). Se da la necesidad de incorporar al
proceso de ensefianza aprendizaje este nuevo dispositivo, lo que origind que los profesores
se preocuparan por buscar complementos a su formacion profesional que les permitieran
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alcanzar las expectativas de las instituciones en las que laboraban.

Sin embargo, en Zacatecas, es hasta 1985 que se ofrece por primera vez un
programa escolarizado en ésta area, la “Especialidad en Matematicas”, que proporcionaba
principalmente materias de contenido matematico, de corte educativo y de iniciacion a la
computacion, en éste plan el énfasis de uso de la computacion estaba especialmente
orientado a la programacion.

En 1986 se ofrece por primera vez la licenciatura en matematicas, que se plantea
como caracteristica principal en el perfil del egresado el que éste resultase un candidato
idoneo para emprender estudios de posgrado, esta licenciatura incorporaba ya las
herramientas computacionales con que la institucién contaba.

Bajo este contexto, la Unidad Académica de Matematicas de la UAZ, recibe sus
primeros equipos de computo en el afio de 1988 las cuales eran tres Computadoras
personales compatibles con Sistema Operativo MS-DOS (ver figura 1), con el objetivo de
formar un pequefio Centro de Coémputo en el que los alumnos de la licenciatura en
matematicas (5 alumnos) pudieran aprender a realizar programas de computo en Lenguaje
C o Pascal como complemento de su formacion matematica; aunque cabe mencionar que el
uso que en ese tiempo se le empezd a dar era basicamente centrado en tareas
administrativas como un sustituto de las maquinas de escribir.

Figura 1. Primeras computadoras de la UAM
Metodologia de incorporacion gradual

La idea que prevalecié en todo momento fue la de una incorporacion gradual del uso de
tecnologia en los diferentes planes de estudio.

El plan de estudios de 1986, constaba de ocho semestres, con cuatro especialidades, ademas
de su formacion matematica (Unidad Académica de Matematicas, 1986), los alumnos
debian cursar materias como introduccion a la programacion, en el tronco comun,
programacion y procesamiento de datos en la especialidad en estadistica y taller de
computacion en matematica aplicada. Para ese entonces se incrementd el niimero de
computadoras personales con microprocesadores de la serie 8088. El software empleado se
limitaba a Lenguajes de Programacion (Pascal y C), Editores de Texto (Word Star y Chi
Writer), hojas de Calculo (Lotus) y para calculos matematicos (MathCad) de manera
incipiente.

Cabe mencionar que el uso académico se enfocaba principalmente a tratar de
ensefiar lenguajes de programacion, el empleo de software o paquetes de computo para un
fin especifico (Editores de texto, hojas de calculo) comenzaba a ser usado por el sector
educativo.
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Figura 2. Software utilizado por las computadoras de la UAM, principios de los 90’s.

En 1989 se realizd una segunda restructuracion que centré la mirada en los
contenidos matematicos, y cuyo objetivo era: Formar profesionales capaces de abordar y
solucionar problemas en los que se requiere el empleo de las matematicas.

El plan de estudios incluia materias como introduccion a la computacion y taller de
computacion, ya que para 1992 se contaba con equipo basado en Microprocesadores 80286
y 80386, las cuales contaban con Disco Duro para almacenamiento de la informacion,
también se instala la primera red serial de computo de tipo coaxial, que permitié por
primera vez interconectar las computadoras entre si para compartir informaciéon con el
sistema operativo para redes NOVEL, ademds de realizarse a las primeras conexiones a
Internet por medio del software Telnet.

Posteriormente, en 1994 otra reestructuracion del plan de estudios de la Licenciatura
en Matematicas ofrece al alumnado formacién disciplinar en matematicas, cuyo objetivo
general era formar profesionales competentes en el manejo del lenguaje y método de las
matematicas (Unidad Académica de Matematicas, 1994), que puedan desempenarse
plausiblemente como docentes o investigadores, o bien para que prosigan con estudios de
posgrado.

En ese momento comienza a realizarse el cambio del sistema operativo MS-DOS al
sistema construido por Microsoft llamado Windows, comenzado por la version 2.0 y el
mas popular la version 3.0, los cuales hicieron un manejo mas sencillo de la computadora y
gracias a los sistemas multiprocesos de Windows, se comienza a trabajar con el software
Mathematica version 3.1, se emplean ademds los primeros navegadores en ambiente
Windows que dieron acceso a internet comenzando por el Mosaic y después por el
Netscape (véase figura 3).
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Figura 3. Navegadores de internet Mosaic y Netscape.
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A partir del empleo de los sistemas operativos Windows, se comienza a facilitar y
masificar el empleo de la computadora, se observa un notable incremento de su uso por
parte de los docentes y alumnos en el empleo de cuatro aplicaciones basicas en el
desarrollo de la computacion actual: Editores de Texto, Hojas de Calculo y Manejador de
Presentaciones (Word, Excel y Power Point) y los Navegadores para Internet.

Dado que la cantidad de equipos de computo comenzé a incrementarse hasta tener
13 equipos, se hizo necesario construir un espacio amplio que permitiera albergar al mismo
y poder atender al alumnado y personal docente, para ello en el afio de 1995 se inaugura el
“Nuevo Centro de Computo” (figura 4).

Figura 4. Centro de computo de la UAM en 1995.

Este centro de computo cuenta con una nueva generacion de equipo de cémputo
(Muro, 1996), aquellos equipados con Microprocesador Pentium y Sistema Operativo
Windows 95, que tenia la caracteristica der ser multitarea, también se cambia el tipo de Red
y se sustituye por la red paralela de tipo Cable Estructurado, la cual la convierte en una red
mas segura (menos expuesta a la caida de rayos) y veloz.

Asi, en 1997 el plan de estudios y se orienta a métodos matematicos poniendo
énfasis en el 4rea estadistica (Unidad Académica de Matemadticas, 1997). Los profesionales
beneficiados de este programa, destacaban maestros de los programas de ingenieria y
preparatoria de la propia universidad

En este afio se autoriza la renovacion total de la infraestructura del Centro de
Coémputo (De la Rosa, 1999) que consistio en:

1. Adquisicion de equipo de computo (compra de 20 equipos Pentium)
2 Instalacion de Fibra optica y Swicht Digital
3. Instalacion de un Servidor con Windows NT para trabajo en Grupo.
4 La compra del primer Canidon de Proyeccion

No hay un cambio sustantivo en el empleo de los equipos de computo en la
actividad académica (figura 5), pues las clases utilizaban como herramientas: pizarron,
lapiz, regla y compas; sin embargo en las areas administrativas se comienza a incorporar
para los procesos administrativos escolares (figura 6).
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Figura 5. Clases tradicionales UAM. Figura 6. Uso administrativo de la
tecnologia de la UAM.

En este tiempo se pone en marcha el Nodo Zacatecas del Programa Nacional de
Formacion y Actualizacion de Profesores de Matematicas (PNFAPM) con una gran
participacion de docentes de diversos Municipios del Estado, tales como Jalpa, Valparaiso,
Fresnillo, Villa Nueva, etc.

Con lo anterior, surge la necesidad de realizar una reestructuracion mas al plan de
estudios (Unidad Académica de Matematicas, 2000), donde se hace hincapié¢ en que las
materias del 4area de computo, que se enfocaban en la ensefianza del manejo de
Navegadores para Internet, Editores de Texto, Hojas de Calculo, Manejador de
Presentaciones y del Software Mathematica, ya que se detectd la necesidad de que el
alumno tuviera la capacidad de desarrollar su actividades académicas apoyandose cada vez
mas en el uso de la computadora.

El objetivo planteado era proveer al alumno de una formacion basica de contenidos
matematicos (tronco comun), pero también introducirlos en alguna area de la matematica
(lineas terminales) con la finalidad de prepararlos para que ingresen a un posgrado o bien
para el ejercicio de su profesion.

Este plan de estudios se estructurd para ser cursado en ocho semestres, de los
cuales, los primeros cuatro eran de tronco comun y a partir del quinto se elegiria una de las
lineas terminales que se ofrecian, las cuales eran:

e Matematica Educativa
e Matematica Basica

e Matematica Aplicada
e Estadistica

e Informatica

e Formacion General

Debido al auge de la tecnologia, se incorpor6 una materia de computacion en el
primer semestre del tronco comun, ademés de que una de las lineas terminales era
informatica, donde se abordaban materias como: Programacion I, Programacion 11, Analisis
Numérico, Estructura y Anélisis de Datos, Inteligencia Artificial e Ingenieria de Software.

El plan de estudios abrid sus puertas a 14 generaciones de alumnos, desde el afio
2000 hasta el 2013, a través de estos afos, la ensefianza impartida en el area de computo
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evoluciond destacando las habilidades para el manejo de un software actualizado que le
permitiera a los alumnos ver a la computadora como una herramienta del matematico, como
se muestra en la figura 7.

Figura 7. Uso de software en el area de computacion en el afio 2000.

Nos encontramos ante la necesidad de que los estudiantes adquirieran
conocimientos para la escritura cientifica y la programacion, que los llevaran a incrementar
su capacidad de expresar ideas por medio de soluciones planteadas a problemas
matematicos propuestos, al mismo tiempo se reforzard su aprendizaje previo en el area de
computacion, y contando con nuevas instalaciones y equipo de computo de punta, como se
muestra en la figura 8, esto fue posible. Asi mismo a finales de este periodo se trabajaron
cursos apoyados de la plataforma moodle.

Figura 8. Instalaciones y procesos de los alumnos en clase.
Resultados plasmados en un nuevo plan

Coincidimos con Naval y Arbues (2012) cuando mencionan que “Superada la adaptacion
tecnoldgica, es un momento adecuado para poner el énfasis no tanto en la tecnologia en si,
sino en el uso didactico y curricular que puede hacerse de ella”, transitando a través de tres
concepciones bien diferenciadas del uso de las TIC:

e (Como un conjunto de habilidades o competencias,

e Como un conjunto de herramientas o medios de hacer lo mismo de siempre pero de un
modo mas eficiente

e Como un agente de cambio con impacto revolucionario

El plan de estudios E de la licenciatura en Matematicas, que se pone en marcha en
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agosto de 2014, estd estructurado en términos de competencias y créditos SATCA (Unidad
Académica de Matematicas, 2014). Se estructurd con base en las competencias de Tuning
mediante reuniones de trabajo en las que el colectivo de maestros estructur6 el plan de
estudios de acuerdo a:

e Las necesidades regionales
e Seguimiento de egresados realizado en 2011
e Seguimiento de empleadores realizado en 2011

Actualmente en el plan de estudios se encuentran inmersos diferentes laboratorios y
cursos de programacion que les permiten a los alumnos adquirir las destrezas necesarias
para, por un lado hacer un uso 6ptimo de los equipos de computo a su disposicion, y por
otro, comprender a profundidad las habilidades matematicas que van adquiriendo en el
transcurso de su formacion académica, donde emplean:

e Cilculo Dindmico - Geogebra
o Exploracion de las propiedades geométricas de las funciones
o Transito entre diferentes representaciones de un concepto

e Procesamiento matematico — Mathematica
o Uso de funciones matematicas para la solucion de problemas

o Creacion de funciones propias que se adapten a las necesidades de aprendizaje
de los estudiantes

e Programacion Funcional
o Usar la computadora como una herramienta esencial para hacer matematicas.
o Programacion de conceptos matematicos

e Uso de Moodle

o Implementacién de cursos basados en tecnologia web que permiten a los
maestros compartir informacién con sus estudiantes de una manera mas
interactiva.

o Foros de discusiéon como herramienta de aprendizaje colaborativo
o Exéamenes de respuesta inmediata
Conclusiones

De esta manera se observa la evolucion de la incorporacion de la tecnologia en general a la
Unidad Académica de Matematicas de la UAZ y en particular como una TIC en el proceso
de formacion de Licenciados en Matematicas desde 1986 y hasta el 2014. Por lo que
detectamos que la llegada de la computacion es un parteaguas en el que se ven impactados
varios rubros, en particular el educativo, pues su principal objetivo fue y es el de eficientar
los procesos, del mismo modo se detecta que el proceso paulatino de incorporacion se dio
desde el uso de la tecnologia para fines administrativos, pasando por la realizacion de
grandes célculos, la adaptacion y aprendizaje de aquellas herramientas que fueran ttiles
para la formacion del matematico (especialmente en relacion a la escritura y uso del
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internet) hasta su uso como poderosa herramienta que permite promover diversas formas de
pensamiento matematico, en el que los futuros licenciados en matematicas descubren a
través de diferentes herramientas computacionales, los conceptos y procesos inmersos en
cada uno de los quehaceres fundamentales de su formacion.
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Resumen

En este trabajo se presentan varios ejemplos de reactivos de estadistica elaborados, tanto
por maestros como por estudiantes de los cursos de estadistica. Estos reactivos contemplan
una diversidad de temas que usualmente se ensefian en estos cursos, tales como estadistica
descriptiva, intervalos de confianza, pruebas de hipotesis, pruebas de significancia, etcétera.
Todos los reactivos fueron trabajados en el software Hot Potatoes, el cual permite
presentarlos en un ambiente interactivo, logrando que su resolucion sea divertida. La
aplicacion de este tipo de herramientas permite abordar diversos aspectos en un mismo
reactivo y facilita en el estudiante el relacionar temas estadisticos con problemas y
situaciones cotidianas, asi como el comunicar sus ideas de manera efectiva.

Introduccion

Uno de los objetivos primordiales de las instituciones de educacidon superior, es poder
lograr en los alumnos un amplio y profundo conocimiento del material abordado, ademas
de desarrollar en ellos, habilidades que les permitan aplicar ese conocimiento e
incorporarse de forma adecuada en su campo profesional.

Como docentes universitarios en materias de estadistica, concordamos con lo
mencionado por Batanero, Diaz, Contreras, y Roa (2013) acerca de que, aunque la
estadistica se ensefia hoy dia en casi todos los niveles educativos y es una herramienta
fundamental en la vida personal y profesional, son muchos los estudiantes que finalizan
estos cursos sin comprender o poder aplicar los conceptos y procedimientos estadisticos
impartidos en éstos; por ello la necesidad de dirigir esfuerzos encaminados a solucionar
esta problematica.

En ese sentido resulta necesario involucrar al estudiante en problemas actuales, en
los que vea de manera tangible la aplicacion inmediata de la estadistica. Lo anterior no es
sencillo pues para ello es indispensable que el estudiante no s6lo domine algunos temas,
sino que pueda extrapolar su uso a problemas reales. El dominio de los temas incluidos en
el curso de estadistica puede lograrse con la resolucién de un buen conjunto de reactivos,
que se apliquen después de haber cubierto los temas a evaluar. Para facilitar el analisis,
resolucion y discusion de estos reactivos, es recomendable trabajarlos en un software
adecuado para ello. Durante varios semestres se ha utilizado diverso software no-
propietario en los cursos de estadistica de las areas de Ciencias Exactas, Ciencias Sociales y
Ciencias Econdmico-Administrativas de la Universidad de Sonora, tanto para programar el
calculo de medidas estadisticas como para coadyuvar en el aprendizaje, como es este tipo
de actividades multimedia.
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Para este trabajo, se decidio utilizar el software Hot Potatoes (Half-Baked Software
Inc, 2013), que contiene un conjunto de aplicaciones que permiten realizar actividades
educativas multimedia, esto es, actividades que permiten integrar texto, graficas,
animaciones, sonido y video, y que puede utilizarse bajo diferentes ambientes (Windows,
Mac, Linux). Los ejercicios elaborados se despliegan finalmente como paginas web que
usan HTML vy JavaScript, logrando gran interactividad. Estos ejercicios se pueden
compartir con la comunidad, colocandolos en un servidor al que se puede acceder en el sitio
web: https://hotpot.uvic.ca.

Marco tebrico

Algunos aspectos que favorecen el aprendizaje en los estudiantes, son presentados por
Garfield (1995), quien menciona algunas medidas que pueden tomarse, entre las cuales
considera alentarlos a explicar soluciones, a intuir respuestas sin calcularlas, a poder
analizar si sus respuestas tienen o no sentido, etcétera. Lo anterior parece sencillo, pero en
realidad conlleva un trabajo que aborda diferentes etapas que deben cubrirse
adecuadamente.

Por ello, para el uso de los reactivos que proponemos utilizar en los cursos, se
recomienda que el estudiante domine paulatinamente el material del curso y durante el
transcurso de éste, se trabajen diferentes etapas que conllevan a la resolucion de problemas,
al planteamiento de sus posibles soluciones, hasta que finalmente se logre que el estudiante
asocie conceptos o temas estadisticos con aplicaciones reales.

Lo anterior no es sencillo, pero un paso importante se logra cuando el estudiante
puede plantear posibles respuestas a un problema especifico, y un mayor logro se obtiene
cuando pueden proponer problemas de aplicacion, con sus posibles opciones de respuesta;
mismas que deben contener s6lo una opcidn correcta y tres que pudieran considerarse
plausibles, pero que son incorrectas. Llegar a este ultimo nivel no es facil, pues el
estudiante debe reunir mayor conocimiento sobre la materia, lo cual generalmente no se
alcanza por todos los estudiantes. Sin embargo, el involucrar a los estudiantes en la
elaboracion de reactivos ha mostrado resultados positivos no solo en las evaluaciones del
curso, sino también en la comprension de los temas y la comunicacion de sus ideas.

Metodologia

La practica de resolucion de ejercicios con el software Hot Potatoes, se realiza después de
haber visto el material que se utilizard en los reactivos y de familiarizar al estudiante con
las diferentes herramientas que integran este software, entre las cuales estan:

— JQuiz: Permite plantear preguntas de opcion multiple. La extension del archivo es .jqz.
— JCloze: Se utiliza para plantear frases donde se deban rellenar huecos (extension .jcl).
— JMatch: Consiste en unir texto con texto, con imagenes, etcétera (extension jmt).

— JMix: Permite ordenar conceptos o frases (extension .jmx).

— JCross: Facilita la creacion de crucigramas (extension .jcw).

El software también incluye The Masher, el cual es un programa que permite
organizar y construir un sitio web rapida y facilmente, elaborando unidades completas con
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los diferentes tipos de ejercicios elaborados con las herramientas de Hot Potatoes antes
mencionadas.

Es importante comentar que con el fin de familiarizar al estudiante con el tipo de
actividades que complementaran el curso, desde el inicio de éste se plantean ejercicios que
podran después ser implementados como actividades en Hot Potatoes. Estos comprenden el
responder preguntas o problemas de opcion multiple, relacionar conceptos, responder
cuestionarios que incluyan material de retroalimentacion, evaluar conceptos o definiciones
a través de crucigramas, etcétera.

Actualmente, para la ensefianza de los cursos de estadistica en las areas antes
mencionadas, se cuenta con un amplio banco de problemas, lo cual permite que durante el
curso el estudiante realice continuamente autoevaluaciones sobre diferentes temas. Al
utilizar este tipo de herramientas es recomendable llevar a cabo una retroalimentacion,
centrada principalmente en los errores cometidos.

Exposicion de la propuesta

Las actividades implementadas con los diferentes reactivos, permiten explorar de una
manera rapida las principales dificultades que enfrentan los estudiantes, en los diferentes
temas que conforman un curso de estadistica. Por lo general se dedica una sesion de una
hora, para cubrir la resolucion de algunos problemas y realizar una autoevaluacion sobre las
dificultades encontradas en éstos. La mayoria de los problemas cuentan con sugerencias o
alguna retroalimentacion que permite al estudiante reforzar el conocimiento sobre el tema y
ello les resulta divertido.

Experimentacion

A continuacidn, se muestran algunos reactivos implementados en el software Hot Potatoes,
que consideran diversos temas de estadistica y que permiten ver como utilizar muchas de
las herramientas que este software ofrece.

1. Ejemplo utilizando el procedimiento JCross.

En este ejemplo se construye un crucigrama con el fin de evaluar conceptos generales de
estadistica. Cuando se selecciona el nimero a responder, ya sea una pregunta que deba
capturarse de manera vertical (Across) u horizontal (Down), el software desplegara una
casilla con espacios para capturar la respuesta y un botoén de Hint o Clue, por si en el
disefio incluimos dar alguna pista sobre la respuesta correcta. Las preguntas que se plantean
para cada una de las respuestas mostradas en la Figura 1, son las siguientes:

Across 1: Es un subconjunto de elementos que ha sido seleccionado de la poblacion en
estudio.

Down 1: Es el acto, proceso o técnica de seleccionar una muestra con el fin de determinar
alguna caracteristica de la poblacion.

Down 2: Es la rama de la estadistica donde a partir de un conjunto de datos se trata de
inferir sobre algun parametro de la poblacion.

Across 3: Es una caracteristica descriptiva de una muestra.

Down 4: Es la rama de la Estadistica que describe diversas caracteristicas de la muestra

11



Revista Electréonica AMIUTEM | 12
Resolucion de reactivos de estadistica ...

Down 5: Es una caracteristica de interés observable en cada elemento de una poblacion o
muestra.

Across 6: Es el tipo de variable que analiza caracteristicas cuantitativas que pueden tomar
cualquier valor en los nimeros reales.

Across 7: Escala de medicion para variables cualitativas que arrojan datos categdricos que
presentan un orden.

Across 8: Es el valor que toma la variable.

Across 9: Es la totalidad de elementos bajo estudio.

Figura 1. Ejemplo utilizando JCross: Crucigrama sobre conceptos generales de estadistica.
2. Ejemplo utilizando JCloze.

En el siguiente ejemplo se utiliza la herramienta JCloze, para ver si el estudiante logra
asociar ciertas caracteristicas que identifican a las medidas de tendencia central, media,
moda y mediana. Nuevamente, en el boton Clue es posible afiadir alguna pista que
proporcione mayor informacion, si asi se desea.

Figura 2. Ejemplo de JCloze: Rellenar espacios con medidas descriptivas.

3. Ejemplo utilizando la herramienta JMatch.

En los reactivos implementados en Jmatch se desea que el estudiante relacione lo planteado
en el lado izquierdo del reactivo, con alguna de las opciones propuestas en el lado derecho.
Este tipo de reactivos tiene la caracteristica que las mismas respuestas aparecen en cada una
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de las preguntas, como puede observarse en la Figura 3, donde el reactivo tiene la intencidon
que el estudiante identifique las caracteristicas de diversos tipos de estudios estadisticos.

Figura 3. Ejemplo de JMatch. Tipos de estudios estadisticos.

4. Ejemplo reactivo utilizando JQuiz

En el reactivo mostrado en la Figura 4 se utiliza el procedimiento JQuiz; este reactivo
permite constatar si el estudiante puede explicar en términos del problema o contexto, en
qué consiste el Error tipo I, concepto muy utilizado en pruebas de hipdtesis. So6lo una
respuesta se ha determinado como correcta. El procedimiento JQuiz también permite
escribir algin mensaje cuando se seleccione alguna de las respuestas, ya sea correcta o
incorrecta; ello con el fin de proporcionar a los estudiantes una retroalimentacion.

Figura 4. Ejemplo utilizando JQuiz.

Es posible complementar aun mas este tipo de problemas agregando informacion
adicional, como se muestra en continuacion en la Figura 5, donde nuevamente se utiliza
JQuiz. El incluir informacion adicional ha funcionado muy bien, ya que familiariza al
estudiante con la pregunta o problema que se le plantea.
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Figura 5. JQuiz con informacion adicional.
Ejemplo de JMix.

El uso de la aplicacion JMix es muy sencilla, como se muestra en el ejemplo de reactivo
presentado en la Figura 6, en el que deben ordenarse ciertas medidas de tendencia central,
de acuerdo a las caracteristicas que presenta una distribucion especifica. Puede observarse
que también se tiene la opcion de incluir una sugerencia o Hint, lo cual permite comprender
mejor lo que se pregunta en el reactivo.

Figura 6. Ejemplo del uso de JMix.
Resultados

La variedad de problemas estadisticos que han sido implementados tanto en Hot Potatoes,
como en software similares, ha mostrado que el aspecto interactivo en el cual se presentan
los problemas resulta ademés de educativo, muy divertido para los estudiantes, pues el
lograr identificar la respuesta correcta se obtiene a través de una experiencia positiva que
motiva el aprendizaje y permite vincular diversos aspectos. En general se motiva al
estudiante para que aun si su respuesta inicial fue la correcta, revise la explicacion de
porqué las otras respuestas no pueden serlo. Esta sugerencia que parece tan sencilla, ha
permitido que el estudiante se familiarice con la metodologia de elaborar este tipo de
reactivos y pueda, en un tiempo posterior, elaborar las respuestas de un problema planteado
e inclusive plantear un reactivo completo.

Conclusiones

Implementar la resolucion de reactivos en el salon de clase, permite corroborar de una
manera inmediata el conocimiento adquirido por los estudiantes, y dirigir un anélisis
dinamico de las diferentes respuestas propuestas en ellos; contribuye ademas a desarrollar
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su razonamiento y habilidades analiticas. Si aunado a ello, se capacita a los estudiantes en
la formulacion de reactivos y el uso de software adecuado para la implementacion de éstos,
los estudiantes adquieren un mayor conocimiento y dominio sobre los diferentes temas
abordados en el curso, y se logra ademdas una mejor comunicacién de sus ideas.

Referencias bibliogréaficas

Batanero, C., Diaz, C., Contreras, J. M., & Roa, R. (2013). El sentido estadistico y su
desarrollo. Numeros. Revista de Didactica de las Matematicas, 83, 7-18.

Garfield, J. (1995). How Students Learn Statistics. International Statistical Review, 63 (1),
25-34.

Half-Baked Software Inc. (2013). Hot Potatoes homepage. Recuperado de
https://hotpot.uvic.ca

15



Directorio:

Rafael Pantoja R.

Director

Eréndira NUfez P.
Lilia Lopez V.

Seccion: Seleccion de articulos

Elena Nesterova
Alicia Lopez B.

Seccion: Experiencias Docentes

Christian Morales O.

Sitio WEB
Esnel Pérez H.

Lourdes Guerrero M.

Seccion: Geogebra

ISSN: 2395-955X

REVISTA ELECTRONICA
AMIUTEM

http://revista.amiutem.edu.mx

Publicacion periddica de la Asociacion Mexicana de Investigadores
del Uso de Tecnologia en Educacion Matematica.
NUmero 2

Volumen IV Fecha: Diciembre, 2016

ISSN: 2395-955X

INTERPRETACION DEL CONCEPTO DE
DESARROLLO DEL PENSAMIENTO Y LENGUAIJE
VARIACIONAL EN ESTUDIANTES DE
BACHILLERATO CON EL USO DE TECNOLOGIA

'Jaime Ramos Gaytan, "Eduardo Carlos Bricefio Solis, ?José David
Zaldivar Rojas

'Universidad Auténoma de Zacatecas, “Universidad
Auténoma de Coahuila

derivadamayor@hotmail.com, ecbs74@gmail.com,
Jjdzaldivar.mate@gmail.com

Para citar este articulo:

Ramaos, J., Bricefio, E. C. y Zaldivar, J. D.. (2016). Interpretacion
del concepto de desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional
en estudiantes de bachillerato con el uso de tecnologia. Revista
Electronica AMIUTEM. Vol. 1V, No. 2. Publicacion Periddica de
la Asociacion Mexicana de Investigadores del Uso de Tecnologia
en Educaciéon Matematica. ISSN: 2395-955X. México.

Revista AMIUTEM, Afio 4, No. 2, Julio — Diciembre 2016, Publicacién semestral editada por la Asociacién Mexicana de Investigadores del Uso de Tecnologia
en Educaciéon Matematica A.C., Calle Gordiano Guzman #6, Benito Juarez, C.P.49096, Ciudad Guzman Jalisco, Teléfono: 3411175206. Correo electrénico:
http://www.amiutem.edu.mx/revista, revista@amiutem.edu.mx. Editor responsable: M.C. Christian Morales Ontiveros. Reserva derechos exclusivos al No.
042014052618474600203, ISSN: 2395.955X, ambos otorgados por el Instituto Nacional de Derechos de Autor. Responsable de la tltima actualizacidn de este
numero, Asociacion Mexicana de Investigadores del Uso de Tecnologia en Educacion Matematica A.C., Antonio de Mendoza No. 1153, Col. Ventura Puente,
Morelia Michoacan, C.P. 58020, fecha de tltima modificacién, 28 de Diciembre de 2016.

Las opiniones expresadas en los articulos firmados es responsabilidad del autor. Se autoriza la reproduccion total o parcial de los contenidos e imagenes
siempre y cuando se cite la fuente y no sea con fines de lucro. No nos hacemos responsables por textos no solicitados.


http://revista.amiutem.edu.mx/

Revista Electronica AMIUTEM | 16
Desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional ...

DESARROLLO DEL PENSAMIENTO Y LENGUAJE VARIACIONAL
EN ESTUDIANTES DE BACHILLERATO CON EL USO DE
TECNOLOGIA

'Jaime Ramos Gaytan, 'Eduardo Carlos Bricefio Solis, “Jos¢ David Zaldivar Rojas
'Universidad Auténoma de Zacatecas, “Universidad Autéonoma de Coahuila
derivadamayor@hotmail.com, ecbs74@gmail.com, jdzaldivar.mate@gmail.com
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Resumen

Investigaciones en matematica educativa, reportan que un fendmeno que prevalece en el
discurso matematico escolar (dIME), es que el conocimiento matemdatico se considera
utilitario, en donde el centro de atenciéon son los algoritmos y no los procesos de
construccion de conocimientos (Morales, Mena, Vera y Rivera, 2012). En particular, en el
calculo diferencial es muy comun considerar a la derivada, simplemente como otra
operacion que hay que realizar sobre las funciones y por tanto, ésta es presentada de forma
abstracta y sin considerar su base empirica (Cantoral, 2013). Es por esta razon, que
reportamos en el presente articulo un acercamiento a la derivada, a partir de desarrollar
actividades de modelacion con el uso de tecnologia en el marco de un laboratorio. Con el
fin de dar cuenta de los significados variacionales que sobre la derivada, estudiantes de
bachillerato generan para favorecer su Pensamiento y Lenguaje Variacional.

Introduccion

En esta investigacion, abordamos una problematica relacionada con la ensefianza y el
aprendizaje de un concepto de gran relevancia en la ensefianza del célculo, tanto por su
relacién con otros conceptos, como por su aplicabilidad en diversas ramas cientificas: la
derivada.

Se pueden encontrar diversidad de aportes en investigaciones de Matematica
Educativa, sobre la comprension del concepto de derivada y la construccion de significados
sobre la misma. Algunas de ellas reportan conflictos e inconsistencias entre las
construcciones realizadas por los alumnos y lo que se presenta formalmente en un curso de
calculo, por ejemplo: nociones relacionadas con el concepto, los modos de pensamiento
puramente algebraicos y a las especificidades del trabajo técnico (Artigue ef al., 1995). En
otras investigaciones, se hace una critica de como en libros de texto de célculo de
bachillerato en México, se suele emplear el concepto de limite para eventualmente definir
la derivada, sefialando también que existe una tendencia marcada hacia el uso de algoritmos
o técnicas preestablecidas en los ejercicios y problemas que en ellos se proponen (Cantoral
y Farfan, 1998; Dolores, 2006).

Acercamientos alternos a la definicion de la funcién derivada por limites, pueden
consultarse en Font (2009), Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares (2008) y Rosado
(2004). Particularmente, se han realizado investigaciones que consideran fundamental el
trabajo de la derivada, desde una perspectiva variacional y su relacion con otras areas, ver
por ejemplo los trabajos de Cantoral y Farfan (1998), Cantoral, Molina, y Sadnchez (2005),
Sanchez y Molina (2006), Cantoral (2013) y Dolores (1998a, 1998b, 2000a, 2000b, 2001,
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2006). Asi como trabajos enfocados al estudio de la derivada a través de variaciones
sucesivas (Cantoral, Molina y Sdnchez, 2005; Testa, 2004).

Coincidimos con algunas investigaciones en que la ensefianza de este topico se
suele centrar en lo algoritmico, el empleo de las reglas de derivacion (férmulas) o el
tratamiento geométrico desconectado de lo numérico y lo algebraico. Por lo tanto,
pretendemos contribuir en el desarrollo de la practica docente, respondiendo a la cuestion
de como el estudiante construye significados variacionales sobre la derivada articulando
dos elementos: situaciones de Modelacion-Graficacion (M-G) y un escenario de
Laboratorio. Para ello, se elaboraron disefios fundamentados en la linea de investigacion del
Pensamiento y Lenguaje Variacional (PyLV) y los usos de grdficas que apoyan a la
generacion de significados variacionales.

Nuestro interés en la M-G (Suarez, 2014), es que forma un marco de referencia para
la resignificacion de la variacion, pues en dicha situacion, las graficas de las funciones son
herramientas que sirven para modelar el cambio intrinseco a las funciones de posicion,
velocidad y aceleracion, y en donde podrian intervenir entre otras cosas, la razon de cambio
y el manejo simultdneo de dos o mas ordenes de variacion. Esto implica una aproximacion
a la nocion derivada significativamente diferente a la del dME, donde su estudio se basa en
el concepto de limite.

Especificamente, tratamos de establecer un acercamiento a la nocion de derivada
mediante la linea de investigacion del PyLV, para lo cual se redisefiaron situaciones
experimentales de variacion sujetas a modelacion y graficacion, propiciando el uso de
estrategias variacionales en el desarrollo de las mismas. Nuestro andlisis lo centramos en el
nivel bachillerato con estudiantes de la Unidad Académica Preparatoria de la Universidad
Autoénoma de Zacatecas (UAPUAZ).

De esta manera, el presente articulo pretende resignificar la nocion de derivada a
partir de situaciones de modelacion-graficacion, que discutan ideas variacionales para
favorecer el pensamiento y lenguaje variacional en dichos estudiantes. Nuestro analisis lo
conforma un estudio de los usos de las graficas que los estudiantes realizan cuando se
enfrentan a dichas situaciones, caracterizando diversas estrategias variacionales, que los
estudiantes emplean en la puesta en escena de una situacion de modelacion-graficacion que
se denomina “Agua Fria”.

Marco Tedrico

Como referente tedrico de la investigacion empleamos la Teoria Socioepistemoldgica (TS),
pues consideramos que el conocimiento matematico sobre la derivada no es preexistente,
sino que se construye y se encuentra normado por practicas sociales que anteceden al
mismo objeto matematico.

Es de interés en esta teoria explicar la constitucion del conocimiento matematico a
través de las practicas sociales, es decir, el interés de estudio no es la produccion
matematica final que logra el hombre, sino el analisis de la actividad humana al hacer y
usar matematicas en un contexto social especifico (Molfino, 2010).

Esta teoria reconoce a la Modelacion-Graficacion (M-G) como una categoria que
genera conocimiento, razén por la cual la argumentacion grafica tiene un estatus que
permite resignificar ese conocimiento matematico (Cordero, 2006a). Por resignificacion
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entenderemos que no es dotar de nuevos significados un saber matematico o nuevas
definiciones de un concepto, es mas bien:

. reforzar, robustecer, ampliar, enriquecer, articular e integrar un significado ya
existente que las personas tienen y que lo estdn usando en un momento o situacion
particular, con una finalidad especifica y en el ejercicio de diferentes practicas
(Coérdoba, 2011, p. 70).

Al hacer referencia a la modelacion y no al modelo, nos referimos a que el centro es
el proceso de modelacion, el cual es relevante porque es alli donde los elementos adquieren
significados y se articulan para generar conocimiento, llevando de esta forma la matematica
a un nivel funcional (Morales et al, 2012), pasando a segundo plano el modelo explicito
que da cuenta de algin fendmeno. Considerando ademaés, que el constructo tedrico de uso
de las graficas y su categoria de andlisis funcionamiento y forma, permiten explorar la
naturaleza del saber matemadtico y permite abordar cuestiones acerca de como las graficas
desarrollan conocimiento matematico, como lo explican o como lo fundamentan (Buendia,
2011).

La Socioepistemologia propone una reorganizacion del Calculo, producto de un
analisis exhaustivo realizado por Cordero (1998) sobre varias investigaciones de corte
epistemologico. Esta reorganizacion propone construir el calculo mediante tres posibles
situaciones: variacion, transformacion y aproximacion (Cordero, 2006a; Morales, Mena,
Vera y Rivera, 2012). Y cada una de estas construcciones, tendrd asociados ciertos
significados, procedimientos, procesos-objetos y argumentos. De acuerdo con Cordero
(2001), en este tipo de marcos los estudiantes construyen representaciones’ y aplican
procedimientos con relacién a: las operaciones que ellos son capaces de hacer, las
condiciones que ellos son capaces de capturar y transformar y los conceptos que ellos van
construyendo progresivamente. Ademads, estos cuatro elementos articulan una
Socioepistemologia del Cdlculo (SC) la cual, permite hacer un andlisis contextual para
conocer el desarrollo de pensamiento matematico en las situaciones.

Finalmente, de acuerdo con Caballero y Cantoral (2013), el Pensamiento y Lenguaje
Variacional es tanto una linea de investigacion como una forma de pensamiento, la cual se
caracteriza por proponer el estudio de situaciones y fenomenos que involucran el cambio, y
donde la necesidad de predecir estados futuros, motiva el estudio y anélisis de la variacion.
Los mismos autores caracterizan los elementos del PyLV y sostienen que para generar el
desarrollo del pensamiento variacional, es necesario el uso sistematico e interaccion de los
elementos que lo conforman.

Metodologia

Como habiamos mencionado en los apartados anteriores, la ensefianza tradicional de la
derivada en bachillerato, que es donde se ubica nuestra investigacion, suele centrarse en
précticas algoritmicas y algebraicas, dejando de lado otros procesos como los argumentos
visuales, los enfoques numéricos y el trabajo de ideas variacionales. Por lo que nuestro
objetivo fue precisamente poner en juego este tipo de ideas y procesos, y por ende
desarrollar pensamiento variacional en los estudiantes.

" Para Cordero (2001) representacién es concebida no como un instrumento para la transmision de
informacion, sino como un medio dinamico para la accion social que compone un sistema de recursos para
construir significados.
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Tomamos una postura epistemoldgica de practicas, en donde la articulacion de los
elementos del PyLV y del binomio M-G* favorecen las construcciones de la SC para una
situacion de variacidon. Concretamos esto ultimo redisefiando tres actividades
experimentales cuyo eje rector fue la variacion y donde el uso de la grafica fue
determinante en la construccion de las argumentaciones de los estudiantes. Dichas
actividades conforman un escenario de tipo Laboratorio donde los estudiantes exploraron
propiedades de situaciones de movimiento, manipularon diversos materiales, recopilaron
datos en forma manual y emplearon recursos tecnoldgicos. Asimismo, el escenario de
Laboratorio permitié el analisis de simulaciones en software (Geogebra), y de manera
general, generar justificaciones funcionales y resignificaciones del contenido matematico
en cuestion.

Se contemplaron tres situaciones, Area Extrema, Agua Fria y Representando el
Movimiento, las cuales fueron desarrolladas por un grupo activo y entusiasta de 18 alumnos
de sexto semestre del Bachillerato de Fisico-Matematico de la Unidad Académica
Preparatoria Programa VI de la Universidad Autonoma de Zacatecas, ubicada en el
municipio de Trancoso del estado de Zacatecas. La forma en que trabajaron fue en equipos
colaborativos de cuatro integrantes’. Los tres experimentos fueron seleccionados del trabajo
de Sudarez (2014), y pasaron por un proceso de redisefio e implementacion con tecnologia
(sensores, calculadoras graficas y software Geogebra). Los estudiantes transitaron por tres
momentos durante el desarrollo de los mismos: la exploracion, que contempla el registro de
sus ideas iniciales y conjeturas (Momento 1) respecto a una situacion especifica;
continuaron con la experimentacion y las multiples realizaciones (Momento 2), la cual
llevaron a cabo tantas veces como necesitaron (uso de tecnologia); y finalmente regresaron
a la situacion para confrontar sus conjeturas y lo experimentado con una simulacion de la
situacion en Geogebra (Momento 3).

En concreto, a partir del funcionamiento y la forma de las graficas que surgieron de
la modelacion de las situaciones, los estudiantes participaron en experiencias llevando a
cabo maultiples realizaciones donde identificaron patrones, hicieron ajustes, relacionaron la
situacion especifica y las graficas que obtuvieron. Logrando un desarrollo en sus
argumentaciones graficas, pero todas con eje central el estudio de la variacion.

La puesta en escena de las situaciones en un escenario de Laboratorio

De manera general, en cada situacion de las antes mencionadas, primeramente los
estudiantes tenian la instruccion de construir una grafica que representara la situacion antes
de la simulacion con tecnologia. Una vez que lograron hacer la grafica (del comportamiento
del area, temperatura o movimiento) sin el uso de tecnologia, pasaron a realizar la
simulacion del fendmeno con el sensor y la calculadora graficadora, excepto en la primera,
pues no se disefio de esa manera. Los sensores toman datos de tiempo y distancia o
temperatura que se transfieren directamente a la calculadora, los cuales se pueden guardar
en documentos, de esta manera se obtienen la grafica de la temperatura/tiempo y
distancia/tiempo. La Figura 1 muestra la metodologia del trabajo dentro del Laboratorio.

* Los elementos caracteristicos del binomio M-G son: multiples realizaciones, realizacion de ajustes,
identificacion de patrones y desarrollo del razonamiento.
? Excepto el equipo E2 que contd con dos integrantes adicionales por las caracteristicas de los estudiantes.
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Para recolectar la informacion se emplearon diferentes medios y artefactos en un
proceso continuo (grabacidon en video por cada equipo y la grabacién en audio de las
discusiones de un equipo en particular). Como ya se menciond, cada experimento
contempld tres momentos y los estudiantes respondieron algunas preguntas por escrito y
registraron sus respuestas en las hojas de papel que conformaban el experimento.

El anélisis de la informacidon generada, tanto oral como escrita, se enfocd en el
aspecto cualitativo, y la interpretacion de la misma. Se puso especial atenciéon en la
identificacion de estrategias variacionales especificas (Caballero y Cantoral, 2013) en las
respuestas y producciones de los alumnos, lo que a su vez nos permitié dar respuesta al
problema de investigacion.

Trabajo Previo _—
o Aplhcacidn de instrumenio de ‘- GOK;fﬂ:tl - N
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Figura 1. Proceso de trabajo.
Anélisis de Resultados

Por cuestiones de espacio s6lo mostraremos algunos extractos y resultados de la situacién
Agua Fria (AF) para ilustrar lo descrito anteriormente. El objetivo de dicha situacion es
explorar la variacion térmica que presentan dos sustancias a diferentes temperaturas al
entrar en contacto (no directo) hasta llegar a un equilibrio, por medio de un uso de las
gréaficas generadas a través de sensores de temperatura.

El momento M1 estd formada por tres preguntas. En principio se cuestiona a los
estudiantes sobre qué sucedera a la temperatura de agua caliente al entrar en contacto con
agua fria, pero sin mezclar ambos tipos de agua. Los cuatro equipos contestaron la pregunta
(conjeturaron y formularon hipoétesis) recurriendo a sus conocimientos previos (ver
Extracto 1).
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Extracto 1. Conjeturas iniciales de los cuatro equipos (M1).

En la tercera pregunta, los estudiantes debian esbozar la grafica del comportamiento
de la temperatura de los dos tipos de agua conforme transcurre el tiempo. Los cuatro
equipos presentan resultados muy similares aun cuando sélo se les proporciond como
referente, un plano cartesiano no graduado (ver Extracto 2 y Extracto 3).

Extracto 2. Esbozo de graficas Tiempo-

Temperatura, E2. Extracto 3. Esbozo de graficas

Tiempo-Temperatura, E3.

En particular el tercer integrante del E3 menciona el porqué del esbozo de la grafica
del agua caliente (ver Extracto 4).

(01:33-01:47 )

3E3:  “pues va a ir disminuyendo pero... va a ser gradualmente... como se dice... en picada” [El
equipo decide establecer una graduacion al tanteo y propone los valores de la temperatura
para la misma]

Extracto 4. Codigo variacional del E3

El M2 comprende ocho pasos de la experimentacion (Ver Anexo 1). En ¢l los
estudiantes llevaron a cabo la recopilacion de datos usando los sensores y las calculadoras
graficas, tanto para el agua fria como para el agua caliente. La recopilacion anterior y las
instrucciones de los pasos 6, 7 y 8, ayudaron a que los equipos ejecutaran multiples
realizaciones del experimento, notaran regularidad en el comportamiento grafico y
ajustaran los tiempos de captura. Obteniendo con ello datos que fueran muy proximos al
fenémeno real de equilibrio térmico (ver Figura 2, Figura 3 y Figura 4).
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Figura 3. Captura de datos,
E2.

Figura 4. Estabilizacion de
registros de temperatura, E4.

Figura 2. Llenado de
recipientes, E1.

Cabe hacer notar que cuando iniciaban la captura de datos a destiempo, ya sea
porque introducian mal el sensor de temperatura o no efectuaban la captura
simultdneamente, debian repetir el procedimiento hasta lograr una sincronizacion lo mas
precisa posible. En total, y por realizacion, se recopilaron 19 datos para cada tipo de agua a
intervalos de 20 segundos, completando 6 minutos para la variable denominada tiempo.
Para no perder informacion los equipos registraron los datos en las Tablas A y B (pasos 6 y
8), y construyeron las graficas para cada tipo de agua diferencidndolas con colores rojo y
azul. Como ejemplo tenemos el Extracto 5 que muestra la captura del equipo E3.
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Extracto 5. Captura de datos primer experimento, E3.

Todos los equipos lograron identificar y establecer las temperaturas iniciales de
cada tipo de agua (incisos a y b del paso 7). Para el agua caliente la temperatura inicial
reportada oscilo entre los 70 y los 80 grados centigrados, mientras que para el agua fria el
dato se ubico entre 6 y 7 grados centigrados. Ademads, en esta fase los equipos pudieron
corroborar en parte, sus conjeturas iniciales (inciso ¢ del paso 7), por lo que sus respuestas
fueron complementadas con un poco mas de informacion. Como ejemplo se muestra lo
reportado por el equipo E4 (ver Extracto 6).

¢. (Concuerda lo que obtuvieron con lo que contestaron en los inciso 1) y iii) al
inicio de la actividad?
JPorqué? -~ \au

ca\ah oy

Extracto 6. Contraste entre conjetura inicial con resultado de la experimentacion, E4.

Se pudo notar también que algunos equipos recurrieron a sus conocimientos previos
sobre caracteristicas de graficas de funciones, identificando correctamente en los incisos d)
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y e) del paso 7 que la grafica tiempo-temperatura del agua caliente es decreciente, mientras
que la grafica tiempo-temperatura del agua fria es creciente, sin embargo ninguno explica el
porqué. A partir de estos comportamientos graficos los equipos E1, E2 y E3 dedujeron que
la temperatura de equilibrio entre los dos tipos de agua se encontraria entre los 20 y los 25
grados centigrados, mientras que el equipo E4 si expresa que “aproximadamente 23°C”,
que era la temperatura ambiente real entre las 7 y 8:30 de la mafiana del dia de aplicacion.

Para el inciso h) del paso 7 se vuelven a notar coincidencias en la respuesta de los equipos,
todos ellos concluyen que el agua caliente se enfria mas rapido que lo que se calienta el
agua fria, para ello probablemente aluden al comportamiento de las graficas (lo visual) y a
la informacion tabular que obtuvieron del experimento. Por ejemplo del E3 tenemos el
Extracto 7.

(57:49-58:16)
4E3:  “las dos cosas al mismo tiempo” [El cual es corregido por su compafiero de equipo]

3E3:  “el agua caliente cayo muy rapido... hubo una parte en la que iba en picada...”

Extracto 7. ;Qué ocurre mas rapido?, E3.

En el inciso 1) del paso 7, se les pide de manera indirecta hacer una prediccion sobre
lo que ocurre con las temperaturas después de llegar al equilibrio térmico; a lo que los
equipos E1, E3 y E4 contestan que se aproxima a la temperatura ambiente, sin especificar
qué valor podria tener ésta, por ejemplo el siguiente extracto (ver Extracto 8).

N

i. ¢Qué pasa después de que llega al equilibrio térmico?

o Cnxl

Extracto 8. Comportamiento después del equilibrio, E2.

El paso 8 les permite hacer una reproduccion del mismo experimento con la variante
de que deben duplicar la cantidad de agua fria. Los cuatro equipos lo realizan (y repiten)
con mas fluidez, empleando la experiencia adquirida de la fase anterior.

Por el diseno de la situacion, las comparaciones se pudieron efectuar sobre una
misma grafica y sobre varias graficas del mismo tipo; las primeras con el objetivo de
predecir la temperatura del equilibrio térmico en el primer experimento; y las segundas
sobre comparaciones en reproducciones sucesivas del mismo, en donde se incremento la
cantidad de agua fria. El primer caso, inciso a) del paso 8, cuestiona sobre el cambio de
temperatura que se presento en los dos experimentos en un intervalo de tiempo determinado
(60-80 segundos). Los cuatro equipos emplearon la estrategia de comparacion entre los
datos numeéricos (calcularon las diferencias con los datos de la tabla) para cuantificar el
cambio, es decir, determinaron la variacion de temperatura en dicho intervalo, un ejemplo
de ello lo podemos observar en el extracto siguiente del E3 (ver Extracto 9).
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Extracto 9. Cuantificacion del cambio de temperatura, E3.

Ademas los equipos concluyen que al duplicar la cantidad de agua fria el agua
caliente se enfria mas rapido, por lo que dan indicios de manejar un primer orden de
variacion (ver Extracto 10).

b. ;Qué es lo que notas cuando ¢l agua fria es el doble del agua caliente?

Extracto 10. Cambio del cambio en la temperatura, E3.

Para llevar a cabo el M3, los equipos recuperaron de la calculadora el registro de los
dos experimentos (pasos 6 y 8), pero Unicamente se trabajo con las temperaturas del agua
caliente. Los archivos, nombrados como captural y captura2, se transfirieron, por el
profesor, desde la calculadora grafica a un archivo en Excel nombrado como
AguaFria.xIsx. Conforme terminaban el paso 8, cada equipo copi6 sus datos del archivo de
Excel a la hoja de célculo del archivo AguaFria.ggb (Geogebra), inciso a) del paso 9. Los
equipos seleccionaron los datos de la hoja de célculo de Geogebra (inciso b del paso 9) y
generaron los puntos en la vista grafica, obteniendo la distribucion puntual del agua caliente
para los dos experimentos (ver Figura 5 y Figura 6).

Figura 5. Generacién de puntos en Figura 6. Comparacion de datos en
Geogebra, E2. Geogebra, E2.

Aun cuando s6lo se les solicitdo la estimacion del cambio en el intervalo 60-80
segundos, algunos equipos aprovecharon el dinamismo de la actividad para practicar con
las rectas paralelas, e hicieron la comparacion entre otros valores y con intervalos
diferentes. Para referirse a la medicion de los cambios se utilizo la notacion incremental,
pero haciendo énfasis en que este cambio es negativo (decremento de temperatura). Lo
trabajado en el inciso a) del paso 8 y d) del paso 9 hizo referencia a un comportamiento
hasta cierto punto local, por referirse a un intervalo especifico en el que solo hay registro de
dos puntos. Sin embargo la captura se puede configurar para que se registren datos
suficientes como para que la representacion grafica parezca una curva continua.
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Para el inciso e) los equipos E1, E3 y E4 contestan que el agua caliente se enfria
mas rapido, mostrando evidencia de que conocen o tienen la nocién de un primer orden de
variacion (ver Extracto 11).

e. ;Qué es lo que notas cuando el agua fria es el doble del agua Lahcmc7
(CYpllqucn 10 mas dddlldd() p(mble) » o P @V , de 9.1 Co lien e

r, e ~ [
= yr.,_‘\r\:
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Extracto 11. Nocion de un primer orden de variacion mediante el grafico, E4.

Con las reproducciones anteriores del experimento se pretendié que en el inciso f),
los equipos predijeran el comportamiento grafico si se agregaba el triple de agua fria y se
conservaba la cantidad de agua caliente. El equipo E1 respondi6é haciendo referencia al
comportamiento grafico, utilizando frases que involucraron rapidez de descenso de
temperatura o incremento de la misma, mostrando nuevamente la nocién de un primer
orden de variacion, es decir, de como cambia la temperatura (ver Extracto 12).

f. ¢Como sera la grafica en ese mismo intervalo si se agregara el triple de agua
fria? :

1 + ERRTN

Extracto 12. Nocion del como cambia el cambio, E1.

Finalmente, la cuantificacion de los cambios en los incisos a (pregunta 8) y d
(pregunta 9) les permiti6é aproximar el valor del cambio. Por ejemplo el El cuantifica un
cambio de 0.7 grados entre el experimento inicial y el experimento en que se duplica la
cantidad de agua fria, con ello proporcionan un intervalo para el posible valor (ver Extracto
13).

i. ¢Aproximadamente cual seria el valor del cambio?

Extracto 13. Prediccion del cambio al triplicar la cantidad de agua fria, E1

En el experimento, emerge el estudio de la variacion cuando los equipos usan
codigos variacionales, los cuales estan presentes en expresiones como ‘se va a llegar al
equilibrio”, “la temperatura baja sube y la alta baja... y se mantienen estables”, “pues va
a ir disminuyendo pero... va a ser gradualmente... como se dice... en picada”, “el agua
caliente cayo muy rapido... hubo una parte en la que iba en picada...”. Ademas con gestos
0 ademanes con su cuerpo como por ejemplo: cuando el estudiante mueve la mano derecha
de forma horizontal, indicando estabilidad; cuando mueve ambas manos de arriba hacia
abajo hasta nivelarlas, es decir eventualmente las ubica a la misma altura; al mover la mano
derecha hacia la izquierda y viceversa; o cuando mueve las dos manos hacia el frente,
proyectando que eventualmente las temperaturas llegaran a ser iguales.

El andlisis de las producciones de los equipos en los tres momentos, permitio
identificar argumentaciones de los estudiantes para la situacion AF, sintetizadas en la Tabla
1. Asimismo enunciamos los funcionamientos y formas de las graficas que los estudiantes
generaron al momento de interpretar, construir y reflexionar sobre la grafica.
Complementamos este analisis, incluyendo qué argumentos variacionales generaron los
estudiantes en la argumentacion sobre la situacion. La tabla 1 condensa nuestro andlisis y
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conforma un marco de referencia para la resignificacion de la derivada en la situacion Agua
Fria como un argumento que permitié analizar local y tendencialmente el comportamiento
de la grafica de la temperatura.

La articulacion de las estrategias variacionales usadas durante la situacidon, nos
permite afirmar que desde el uso de las graficas, los estudiantes delimitaron un argumento
que consiste en que: a mayor cantidad de agua fria mas rapido se enfriard el agua caliente, y
el tiempo de equilibrio térmico se reduce. A pesar de que las proporciones de agua sean
diferentes, el comportamiento grafico global serd muy similar.

Conclusiones

En la situacion Agua Fria, el empleo de sensores de temperatura y calculadoras
graficadoras contribuyd de manera positiva en la realizacion y reproduccion de la misma,
pues con su uso los estudiantes, lograron capturar datos tantas veces como consideraron
necesario. Pudieron observar el comportamiento de la temperatura en las gréficas
registradas en la calculadora.

Se optd por transferir los datos a Geogebra, con el objetivo de tener una vision mas
amplia, tanto por el tamano de la pantalla como por la realizacion del M3 en este software.
Durante la captura de datos, los cuatro equipos comprendieron el funcionamiento de los
sensores de temperatura y consensaron los ajustes para lograr una reproduccion del
fendmeno lo mas aproximada posible. Esto les permitid contrastar sus conjeturas iniciales,
notar regularidades, visualizar comportamientos simultaneos de temperaturas e identificar
patrones de comportamiento grafico. Lo anterior repercuti6 positivamente pues en el M2, el
registro tabular y el grafico correspondiente se puede apreciar en los resultados de sus
producciones.

Como ya habiamos mencionado, la articulacion de esas argumentaciones con los elementos
del PyLV y la M-G ayudaron a caracterizar un uso de la grafica con su respectivo
funcionamiento y forma (ver Tabla 1). La grafica fue usada para analizar comportamientos
locales y la tendencia de la temperatura conforme transcurre el tiempo (Usopg), en este
caso coincidimos con el tercer uso de la grafica identificado por Zaldivar (2014). El
funcionamiento (far) que le dieron los equipos a la grafica en esta situacion, fue el de
herramienta para anticipar el comportamiento de las temperaturas del agua fria y caliente
que estan en contacto directo, pero sin mezclarse. Para ello, mas alla de capturar datos y
reproducir el experimento, tuvieron que identificar y analizar cambios locales en la
temperatura (Fap). Se lograron poner en juego las estrategias variacionales de
Comparacion y Prediccion.

El escenario de laboratorio sustentado en situaciones, fue un espacio en la clase de
calculo diferencial en donde los estudiantes tuvieron la libertad de expresar lo que
pensaban, de reflexionar, conjeturar, emplear la intuicion, explorar, de ofrecer alternativas
de solucion, experimentar las situaciones, discutir, refutar y consensar en equipo para
establecer sus argumentos. En este escenario de trabajo, los equipos pusieron en juego sus
conocimientos previos, construyeron sus propios datos, vivieron la situacion de manera
muy diferente a una clase tradicional; construyeron conocimiento al usar graficas, el
cambio y la variacion e identificaron comportamientos en el fenomeno de equilibrio
térmico.
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Tabla 1. Analisis de situacion Agua Fria.

SITUACION: AGUA FRIA

Uso de la grafica (Uso4f): Andlisis del comportamiento local y tendencial
Funcionamiento de la gréfica (f 45): Anticipar el comportamiento tendencial estable
Forma del uso (F 4r): Identificar y analizar cambios locales

CONSTRUCCIONES

ARGUMENTOS
VARIACIONALES

La varicion es entendida como

Variacion SIGNIFICADOS | una cuantificacién de cambios
de temperatura respecto del
tiempo.

Obtener graficas por medio de:

Multiples e Captura de datos con

Realizaciones

Identificacion
de Patrones

Realizacién de
Ajustes

sensores y calculadoras.
e Distribucion de puntos.
e Simulacion con software.
Relacionar la tabulacion y la
grafica con los cambios entre
las variables, notando la
dependencia de la temperatura
respecto del tiempo
(comportamiento grafico
similar).
Predecir el equilibrio térmico
comparando temperaturas con
diferentes proporciones de agua
fria y agua caliente.

Comparacion de temperaturas
en intervalos iguales.
Reproduccion de experimento
hasta obtener una curva con
comportamiento decreciente
(creciente).

Asociar comportamientos a la
grafica temperatura-tiempo.

Al incrementar la cantidad
de agua fria varia la
temperatura de
enfriamiento del agua
caliente, conservando
comportamiento grafico.
El equilibrio térmico se
logra cuando la grafica
temperatura-tiempo para el
agua caliente y el agua fria
coinciden (tienden al
mismo valor).

La variacion entre la
temperatura y el tiempo no
es constante, es mas
pequena cuando se acerca a
la temperatura ambiente
(equilibrio térmico ).

La comparacion de dos
estados (entre graficas)
permite predecir la
temperatura a cierto tiempo
(bajo ciertas condiciones).

ESTRATEGIAS
VARIACIONALES

Desarrollo del
Razonamiento

PROCESOS-
OBJETOS

Asociacion de un grafico
(distribucion de puntos) con el
comportamiento de la
temperatura respecto del
tiempo. (Equilibrio como
grafica: Curva-

Temperatura/Tiempo).

» Comparacion

> Prediccion

Las tres situaciones experimentales desarrolladas en el proyecto, permitieron
resignificar la derivada a través del uso de las graficas, rompiendo con el tratamiento
estatico, algoritmico y con significados parciales producidos al trabajar con el limite,
prevalecientes en el dME. Enfatizamos el uso del cambio y la variacion, para construir

argumentaciones de la derivada opacas en la ensefianza tradicional.
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Finalmente, cabe sefialar que los disefios experimentales y las simulaciones en
Geogebra se centraron en los procesos de cambio, enfatizando en las preguntas del M2 y
M3, la identificaciéon de aquello que cambia, cuantificarlo y analizar como varian los
cambios. Y como afirma Cantoral (2013), el conocimiento matematico para constituirse en
saber, exige de su uso. Precisamente eso es lo que hemos propiciado en estas situaciones
experimentales. Pues el estudiante desarrolla en las situaciones la M-G, que de acuerdo con
Suarez (2014), permite resignificar la variacion.
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Anexo 1: Experimento
Pasos:

1. Calienten agua (en la estufa o cafetera) y llenen el vaso de plastico que tiene la
marca roja (hasta esa altura), con cuidado de no quemarse.

2. En otro vaso viertan agua previamente enfriada con hielos (la
misma cantidad que el agua caliente-marca azul) y
depositenla en el recipiente R, evitando derramar liquido.

3. Coloquen la punta de un sensor en el agua caliente y otro en el
agua fria y esperen 15 segundos para que se estabilice un poco
la temperatura del sensor con el agua, aparecera algo similar a
la imagen.

4. Cambien en las dos calculadoras de la vista medidor a la vista tabla

5. Transcurridos los 15 segundos, coloquen el vaso que contiene el agua
caliente dentro del recipiente que contiene el agua fria, evitando mezclar los tipos de
agua y sin sacar los sensores, y presionen la tecla de recopilacion de datos
en ambas calculadoras al mismo tiempo.

6. Copien los datos recopilados en la vista tabla tanto de la temperatura del agua
caliente como del agua fria en las columnas correspondientes de la Tabla A y hagan
las gréaficas correspondientes a las variaciones de temperatura del agua caliente
(rojo) y del agua fria (azul). Guarden los datos con el nombre captural.
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7. Preguntas para reflexionar
a. (Cudl es la temperatura inicial del agua caliente?
b. (Cual es la temperatura inicial del agua fria?
c. ¢(Concuerda lo que obtuvieron con lo que contestaron en los inciso 1) y iii) al
inicio de la actividad?
Por que?
d. ;Como es el comportamiento de la grafica que obtuvieron para el vaso de
agua caliente?
A) Creciente B) Decreciente C) Ninguna
e. (Coémo es el comportamiento de la grafica que obtuvieron para el agua fria?
A) Creciente B) Decreciente C) Ninguna
f. (Cual es aproximadamente la temperatura de equilibrio entre el agua
caliente y el agua fria?
g. (Como se comporta la temperatura del agua caliente con respecto al tiempo?
h. ;(Qué es mas rapido, el agua caliente enfridandose o el agua fria
calentandose?
I. ¢Qué pasa después de que llega al equilibrio térmico?
' 4
8. Repitan el 1‘;2
procedimiento  desde 5
el paso 1 hasta el 7, ;
pero ahora agreguen el -
doble de agua fria ‘M '7I;abla B
(vasos con marca p 65
azul) y registren los _
datos en la Tabla B. . =
50
Guarden los datos con
el nombre captura2. T 0
35
T Temperatura del agua u 5
R 25
A 20
15
10
5
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Otoniel Leal Medina, Rafael Pantoja Rangel, José Francisco Villalpando Becerra
Universidad de Guadalajara, México
olm_88@hotmail.com, rpantoja@prodigy.net.mx
Palabras clave: modelacion, derivada, movimiento, Tracker, GeoGebra
Resumen

En el presente trabajo se describen las actividades realizadas y resultados obtenidos en el
estudio piloto efectuado en el XII Seminario Nacional de Ensefianza y Aprendizaje de las
Matematicas con Tecnologia 2015 (ITCG, 2015), en el que se pusieron en juego situaciones
problema sobre el movimiento de un carrito de juguete de friccion y el movimiento de una
burbuja dentro de una manguera transparente que, de acuerdo a las evidencias, refleja la
motivacion y el interés por aprender matematicas con estrategias didacticas alternativas.
Para esto, se formaron equipos de trabajo para el desarrollo de las actividades, las cuales se
llevaron a cabo con ayuda de los programas Tracker y GeoGebra.

Introduccion

En el ambito de la investigacion en educacion matematica es conocido que la ensefanza
habitual del calculo se basa en la transmision de conocimientos con un énfasis muy
marcado en el desarrollo de habilidades algebraicas y se desatiende el discernimiento
intelectual para la comprension de ideas, nociones y conceptos (Zuiiiga, 2007; Hitt, 2003;
Cuevas & Pluvinage, 2009; Sanchez-Matamoros, Garcia & Llinares, 2008).

En Flores y Salinas (2013), se menciona que la conceptualizacion de la derivada
comprende uno de los desafios de la educacion actual, ya que los educandos, aunque en
ocasiones son capaces de derivar una funcion, tienen problemas para reconocer este
concepto en situaciones de la vida cotidiana, lo que provoca que no logren darle sentido ni
significado, por lo cual es necesario que este tema sea abordado desde situaciones
relacionadas con el contexto del alumno.

Los estudiantes de calculo comunmente enfrentan dificultades en el manejo del
significado de la nocion de la derivada, como en el caso de su interpretacion en las distintas
areas del conocimiento como son la geometria, la fisica o la economia, o para obtener la
grafica de la funcién dada la grafica de la derivada correspondiente, o como razén de
cambio entre dos variables en un conjunto de datos.

Respecto al manejo del significado de los contenidos matematicos Hitt (2002 citado
en Huapaya, 2012), sefiala que ensefiar matematicas sin contexto puede generar en el
estudiante dificultades, pues no logra relacionar los conceptos matematicos con aspectos de
su vida diaria. De aqui la importancia del desarrollo de este trabajo, pues con el disefio de
actividades de modelacion matematica de situaciones problema se busca que el alumno,
segun lo menciona Arrieta (2003), construya argumentos, significados, herramientas y
nociones relacionados con las matematicas, en este caso la derivada, en la intervencidén con
fendmenos de la naturaleza.
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Ademés, de acuerdo a Bryan (2005, 2010), el video como herramienta tecnologica
se reutiliza en la labor docente, en la que el alumno se transforma en el director de la
pelicula porque elabora el guion, elige los actores y disefia el set de grabacion, lo que incide
de manera directa en la identificacion de las variables, de las constantes y las relaciones
matematicas implicitas o explicitas en la situaciéon problema, en suma, desarrolla la
modelacién matematica in situ.

Por ello en este trabajo se propuso la videograbacion de dos situaciones: el
movimiento en linea recta de un carrito de friccion y el de una burbuja dentro de una
manguera (Figura 1). Tales videos son analizados con ayuda del programa Tracker el cual
funciona en un ambiente Windows, con interfaz amigable y potentes rutinas que ofertan al
usuario de diferentes graficas, tablas de datos y expresiones matematicas de la situacion
problema en cuestion; elementos que el alumno en trabajo colaborativo discute y relaciona
con los conocimientos matematicos en juego.

Figura 1. Situaciones problema propuestas.

El objetivo fue investigar los efectos del empleo de la modelacion matematica de
situaciones de la vida cotidiana, a partir de la videograbacion de cuerpos en movimiento,
con el apoyo de los programas Tracker y GeoGebra, sobre el aprendizaje del objeto
derivada en los alumnos; trabajo basado en el Enfoque Ontosemiotico de la Cognicion y la
Instrucciéon Matematica (EOS), el cual sustenta el disefio del sistema de practicas
propuesto.

Marco tedrico

En Grijalva (2007), se menciona que en algunos acercamientos tedricos se equiparan los
objetos matemadticos con conceptos, sin hacer distincion entre ellos ni asumir una postura
ontologica que clarifique qué es cada uno. Asi, en reportes de investigacion en revistas
especializadas, en tesis (de maestria y doctorado) y otros, es frecuente que se hable de
estudios sobre el “concepto de derivada”, sin especificar qué se entiende por tal concepto.

En el estudio de la derivada, es importante contar con objetos bien definidos que se
encuentran involucrados con el tema, pues resulta complicado observar un objeto
matematico por si mismo; lo que es observable son los objetos primarios que lo componen.
Entre ellos se pueden distinguir los distintos tipos de lenguaje empleados, como el
algebraico, grafico, verbal y numérico; conceptos como el de razéon de cambio promedio e
instantaneo, velocidad, aceleracion, limite; procedimientos de despejes, tabulacion,
graficacion, evaluacion; entre otros objetos.
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Por ello, este trabajo se basa en la teoria del Enfoque Ontosemidtico de la cognicion
y la instrucciéon matematica (EOS), en el cual se propone un proceso de analisis para la
identificacion de los diferentes objetos primarios que componen al objeto de estudio, como
la derivada, para que emerja y se institucionalice, en este caso a partir de las diferentes
actividades disefiadas en las cuales tales componentes son distinguidos.

Para Godino (2002) un objeto o entidad matematica es todo aquello que sea
indicado, sefalado o referenciado, cuando se hace, se comunica o se aprende matematicas y
seflala como primarios los siguientes: lenguaje, accién, argumentacion, concepto,
propiedades y situacion problema. Tales objetos intervienen en los sistemas de practicas de
los cuales emerge el objeto, en este caso, la derivada (Figura 2).

LENGUAJES
[
& %,
(SR <
G & Z
L] 5 w
¢ Z,
8] [
i~ W
< DERIVADA N
fal &
X &g
) gty
\ %3 &/
3 £/

</

PROBLEMAS

Figura 2. Objetos primarios que componen al objeto matematico derivada.

El significado de un objeto matematico se debe entender en términos de lo que se
puede hacer con dicho objeto matematico. Se trata de una perspectiva “sistémica” ya que se
considera que el significado de un objeto es el sistema de practicas en las que dicho objeto
es determinante para su realizacion (o no).

La aparicién en escena del sistema de practicas lleva a una reflexion sobre lo que se
entiende por practica y por “realizacion de una practica”. Al respecto, Godino y Batanero
(1998), consideran una practica matemdtica como toda actuacion o expresion —verbal,
grafica, etc.— que efect@ia alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a otros
la solucion obtenida, validarla o generalizarla a otros contextos y problemas.

Cuando un sujeto realiza y evalia una practica matematica, es necesario activar un
conglomerado formado por algunos (o todos) de los elementos primarios que componen al
objeto matematico. A este conglomerado, necesario para la realizacion y evaluacion de la
préctica, en el EOS se le llama configuracion, la cual es pensada como una red de objetos
intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas, incluidas las relaciones que se
establecen ellos.

En particular, con la identificacion de elementos primarios en cada una de las
actividades propuestas en este trabajo se logra hacer una distincién mas clara de los objetos
que intervienen y emergen en el proceso de aprendizaje de la derivada, de modo que se
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abarca mas all4 de aprender s6lo un concepto o un conjunto de algoritmos para resolver un
problema en especifico.

En la Figura 3 se muestra la configuracion formada por los objetos primarios
distinguidos en las actividades que conforman este trabajo para el aprendizaje del objeto
matematico derivada, de modo que se obtiene un panorama mas amplio sobre su contenido
y la relacioén que existe entre cada uno de sus componentes.

Figura 3. Configuracion de objetos primarios.
Metodologia

Las actividades disefiadas se aplicaron dentro del taller impartido en el XII Seminario
Nacional de Ensefianza y Aprendizaje de las Matematicas con Tecnologia 2015, en las
instalaciones del Instituto Tecnologico de Ciudad Guzman, el cual consistié en dos sesiones
de 3 horas y media cada una, en una de las aulas del laboratorio de cémputo de la
institucion.

Se inicié con una breve presentacion en Power Point sobre el empleo de situaciones
problema de la vida cotidiana en el aula con énfasis en la importancia que el alumno
conozca para qué sirven las matematicas, de modo que al estudiarlas a partir de eventos
conocidos, ya no resulte en algo meramente abstracto para €l, sino que tenga sentido al
relacionarlo con su contexto. Al respecto se presentaron algunos ejemplos en los cuales se
pueden relacionar a las matematicas con situaciones presentes en su entorno.

Luego de la introduccion, se presentd un video sobre un corredor que parte del
reposo y comienza a correr en linea recta, con el objetivo de que los participantes
discutieran al respecto. Durante la actividad, algunas de las preguntas planteadas fueron:
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“;,como es el movimiento del corredor?, ;como seria la grafica que describe el cambio de
posicion respecto al tiempo?, ;como es la velocidad del corredor durante su recorrido?,
(coémo se describiria la aceleracion del corredor? .

Seguido a esto, se presentd el software Tracker, el cual es gratuito, disefiado
inicialmente para la ensefanza de la fisica, aunque actualmente también se utiliza para la
ensefanza de las matematicas, gracias a las representaciones grafica, numérica y algebraica
que se obtienen de este programa a partir del andlisis de video de algin caso de la vida
cotidiana. Se procedio a dar una demostracion sobre los pasos a seguir para llevar a cabo un
analisis en Tracker sobre el video del corredor previamente discutido, de modo que se
obtuviera informacidn respecto al evento en diferentes formatos (Figura 4).

Figura 4. Ejemplo de analisis de video con Tracker.

Una vez realizado el andlisis, se obtuvieron diferentes representaciones de la
situacion, como graficas sobre la distancia recorrida en x respecto al tiempo t, la velocidad
del corredor v, respecto a t, asi como su correspondiente tabla con datos numéricos. Una
vez discutido el proceso de analisis del corredor y la informacioén obtenida en Tracker, se
continu6 con la explicacién sobre como obtener una expresion algebraica representativa de
la situacion.

Para esto, se presentd el software GeoGebra, el cual también es gratuito, y se
explicaron los pasos a seguir para encontrar una funcién que se ajustara a los datos
previamente obtenidos. El procedimiento consistio en copiar los datos numéricos de la tabla
presentada en Tracker de la distancia recorrida en x respecto al tiempo t y pegarlos en la
vista de hoja de célculo de GeoGebra, para luego llevar a cabo el ajuste correspondiente
(Figura 5). Como resultado, se tiene en este programa tres diferentes representaciones de la
situacion: grafica, algebraica y numérica.
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Figura 5. Ajuste de funcion con GeoGebra.

Después de explicar como funcionan ambos programas, se formaron equipos de
trabajo para llevar a cabo la videograbacion y andlisis de dos situaciones problema, las
cuales consistian en el movimiento en linea recta de un carrito de friccion y el movimiento
de una burbuja dentro de una manguera con distintas trayectorias (Figura 6). A cada equipo
se le brind6 el material necesario para la construccion del escenario correspondiente, asi
como una hoja de trabajo en la cual se especificaban instrucciones y actividades al respecto.

Figura 6. Trabajo en equipo sobre situaciones problema propuestas.

En la videograbacion de cada situacion, se observo como los integrantes de cada
equipo discutian aspectos sobre la posicion inicial del cuerpo en movimiento, pues para el
andlisis lo relacionaban con el origen en el eje de coordenadas. También se cuidaban
aspectos como la posicion correcta de la camara de video, de modo que el desplazamiento
(en el caso del carrito) coincidiera con el eje x del plano cartesiano. Durante el desarrollo
de esta actividad se observd en los participantes interés por el trabajo, ya que
constantemente se vertian opiniones y conjeturas sobre la situacion asignada.

Luego de la videograbacion de cada una de las situaciones planteadas, los
participantes procedieron a realizar el analisis en Tracker y después realizar el ajuste de
datos correspondientes en GeoGebra para obtener una funcion representativa de cada caso y
con ello proceder con los ejercicios presentados en las hojas de trabajo.
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Exposicion de la propuesta

El trabajo de esta propuesta consistié en la modelacion matematica de situaciones de la vida
cotidiana, a partir de la videograbacion en equipos de trabajo de dos eventos propuestos: el
movimiento en linea recta de un carrito de friccion y el movimiento de una burbuja en una
manguera con distintas trayectorias.

Luego de la captura de los videos correspondientes a cada situacion, en las hojas de
trabajo se pide a los estudiantes que realicen una descripcion escrita sobre lo observado, asi
como dibujar graficas que muestren diversas caracteristicas del evento, como la distancia
recorrida en x respecto al tiempo t, la velocidad respecto al tiempo, la aceleracion, entre
otros. La finalidad de esto, es que los participantes comiencen a relacionar las situaciones
con sus conocimientos matematicos previos.

Una vez realizadas las descripciones de cada caso, se presenta en las hojas de
trabajo un apartado tedrico en el cual se explican diferentes conceptos matematicos
relacionados con ideas de cambio y movimiento, como la velocidad promedio e
instantanea, rectas secantes y tangentes a una curva en un punto de ella, limite del cociente
incremental, pendiente de una recta, entre otros, con la finalidad de que el alumno recuerde
de sus conocimientos previos tales conceptos que son la base en esta propuesta para la
emergencia del objeto matematico derivada y los pueda identificar durante el desarrollo de
las demas actividades.

Después, los videos fueron analizados por los equipos de trabajo con ayuda de los
programas Tracker y GeoGebra, de los que se obtuvieron distintas representaciones de cada
caso, como tablas de datos numéricos, graficas y expresiones algebraicas. Luego, se
prosiguid con los ejercicios planteados en las hojas de trabajo, en los cuales se busca que el
objeto matematico derivada se institucionalice.

Respecto al caso del carrito de friccion, los ejercicios fueron orientados a que el
alumno distinga al objeto derivada como la velocidad instantdnea del cuerpo en
movimiento, al trabajar con intervalos de tiempo cada vez mdas pequefios, desde las
diferentes representaciones obtenidas por los programas Tracker y GeoGebra, y tal idea se
generalice de modo que logre como una razén de cambio instantanea.

En cuanto a la situacion del movimiento de la burbuja en la manguera transparente
en diferentes trayectorias, los ejercicios se enfocaban a que los alumnos encontraran
funciones correspondientes a las velocidades en x e y de las diferentes trayectorias, a partir
de la nociéon de velocidad como razén de cambio instantdnea de la distancia recorrida en
cada eje respecto al tiempo; de modo que, al encontrar su correspondiente funcion de
velocidad total, concluyeran que en las diferentes trayectorias la velocidad de la burbuja es
constante.

Conclusiones

Al finalizar con las actividades propuestas en las hojas de trabajo, los alumnos expresaron
sentirse motivados al trabajar en temas de matematicas con actividades que involucran
situaciones de la vida cotidiana, con lo cual pudieron relacionar diferentes ideas como
variables, graficas y datos, de las cuales comunmente no encuentran un significado.

De las observaciones realizadas durante la puesta en escena de la propuesta en el
taller, se distinguieron ademas expresiones tanto verbales como mimicas sobre aspectos
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matematicos relacionados con cada situacion, como el movimiento de los cuerpos en un
determinado eje y las posibles formas de las graficas correspondientes, lo cual es muestra
de la relacion que el alumno establece entre sus conocimientos matematicos y el evento en
cuestion.

También se observd que los participantes enfrentaron diversas dificultades durante
el desarrollo de las actividades, como interpretaciones erroneas de las graficas que se
mostraban en Tracker, confusion entre las herramientas necesarias para el andlisis del
video, problemas en la grabacion de las situaciones debido a cuestiones técnicas como
posicion de la camara, falta de espacio, estabilidad en la posicion de la manguera, entre
otros.

La conclusion es que con la modelacion matematica de situaciones de la vida
cotidiana se logra el aprendizaje del objeto matematico derivada, ya que se establece una
relacién entre eventos conocidos con el tema en cuestion, por lo que deja de ser algo
abstracto para el alumno.
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LA NOCION DE FRACTAL CON CABRI

Placido Herndndez Sanchez
Universidad Autonoma de Zacatecas, México
placidohernan@gmail.com
Palabras clave: Socioepistemologia, practica social, modelacion, Cabri, fractal.
Resumen

En esta investigacion se realizO un acercamiento a la nocion de fractal desde una
perspectiva historico socioepistemologica, para dar cuenta como Benoit Mandelbrot
concibid y desarrolld una nueva geometria, la geometria de las formas fractales. La
caracteristica de recursividad de Cabri permitid reconstruir algunas de las estructuras
fractales mas representativas que, en su momento, fueron plasmadas en el ensayo La
Geometria Fractal de La Naturaleza. La investigacion sugiere que la practica social que
subyace bajo la construccion de los fractales es la modelacion de ciertos objetos naturales.

Marco Tedrico
Socioepistemologia y epistemologias de prdacticas

La Socioepistemologia se caracteriza por proponer epistemologias de practicas
(Buendia y Cordero, 2005), es decir, rinde cuentas del ejercicio de las practicas que
anteceden a la generacion de conceptos. Explica como se construye, adquiere y difunde el
saber matematico basandose en practicas sociales, entendidas no como lo que hacen en si
los grupos humanos, sino como aquello que les hace hacer lo que hacen. En el seno de una
epistemologia de préacticas se manifiesta necesariamente el uso del conocimiento (Covidn,
2005; Buendia, 2012).

De aqui se deriva la importancia de indagar acerca del uso del conocimiento
matematico en la escuela, en el trabajo o en la ciudad, pues como sostiene Cordero (2008),
mientras los marcos tedricos dominantes han explicado el conocimiento matematico en el
sentido de si el estudiante lo aprende y si el profesor lo ensefa, no hay datos especificos de
codmo se usa el conocimiento matematico.

Socioepistemologia, prdcticas sociales y usos

La Socioepistemologia explica la construccion social del conocimiento matematico
o el conocimiento en uso y su difusion institucional. Esta aproximacion sistémica incorpora
cuatro componentes fundamentales en la construccion del conocimiento matemadtico, a
saber, su naturaleza epistemoldgica, su dimension sociocultural, los planos de lo cognitivo
y los modos de trasmision via la ensefianza (Cantoral, 2013). Para ello recolecta y analiza
lo que las personas hacen cuando construyen conocimiento matematico, fijando su atencion
mas alla de la adquisicion del objeto, en el desarrollo intencional de précticas (Buendia,
2010).

La perspectiva tedrica socioepistemoldgica mira la construccion del conocimiento
matematico a la luz de lo que se denomina practica social. Bajo este constructo tedrico, los
socioepistemologos caracterizan los mecanismos de construccion del conocimiento
matematico. Al reconocer que la practica social es intrinseca al conocimiento matematico,
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su caracter como reguladora en la construccion del conocimiento la hace invisible
(Mingtier, 2006), pero se manifiesta a través de los usos mediante funcionamientos y
formas de acuerdo a la situacion especifica que enfrente el sujeto.

El redisefio del discurso Matematico Escolar ha sido sefialado como una premisa de
la Teoria Socioepistemoldgica (Cordero, Cen y Sudrez, 2010). Para eso se proponen
epistemologias que expliquen los usos del conocimiento matematico que se desprenden del
concepto de practica social. Esto se justifica al reconocer que los marcos teodricos
mundiales, explican el conocimiento a través de lo que se sabe de ¢€l: se preguntan como se
construye, si los alumnos lo aprenden, si los profesores lo ensefian. Sin embargo, hoy no
hay datos concretos sobre como se usa el conocimiento matematico. No se sabe como se
usa el conocimiento ni dentro de la escuela ni fuera de ella.

La modelacion en Geometria Fractal

En la busqueda epistemologica para la significacion de la matematica, la historia es
fuente que genera respuestas a la pregunta, de por qué el humano ha hecho lo que ha hecho
cuando construye conocimiento matematico. Este trabajo es un primer acercamiento que
propone indagar los indicios de la practica social subyacente en The Fractal Geometry of
Nature. La caracterizacion del uso se presenta alrededor de Mandelbrot (1977), pero ello no
implica la centracién exclusiva en el individuo como tal, sino en su papel como sujeto
social.

Nuestra hipotesis es que la practica social de la modelacion se manifiesta a través de
los usos de los fractales; usos que a su vez se manifiestan a través de ciertos
funcionamientos y formas. Por forma estamos entendiendo la apariencia perceptible del
fractal regular y de sus elementos que lo constituyen: un iniciador y un generador. Por
funcionamiento, estamos entendiendo para qué le sirve al sujeto social la forma fractal, de
qué manera le funciona para modelar la naturaleza. Como resultado, se han rastreado usos
de los fractales asociados con significados situacionales naturales que responden al
paradigma historico de rescatar un conjunto de funciones que en su momento fueron
consideradas como patoldgicas por ser funciones infinitamente no diferenciables en ningtin
punto.

Metodologia

La metodologia para indagar la practica de la modelacién fue un primer andlisis —no
exhaustivo- en el discurso de The Fractal Geometry of Nature. En el analisis se indago el
uso que se da en la obra al fractal. Para dar cuenta del uso de estas estructuras se observan
las manifestaciones de sus formas y funcionamientos.

Para atender los usos del fractal, primeramente se realizd un andlisis histérico donde
se exhiben diversas situaciones naturales, con tan alto grado de complejidad que la
geometria euclidea con sus nociones ideales no puede modelar. Asi Mandelbrot (1977)
concibe y desarrolla una nueva geometria de la naturaleza, que usa en diversas situaciones
naturales. La practica de la modelacion emerge cuando el investigador reconoce que su
geometria describe muchos de los patrones irregulares y fragmentados de nuestro alrededor,
identificando una familia de formas que ¢l ha llamado formas fractales. Asi pues, las
formas de uso son los fractales y le estdn funcionando al estudioso para describir patrones
regulares y fragmentados.
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En el andlisis realizado se han considerado dos partes. En la inicial se realizd un
primer acercamiento, analizando e interpretando el discurso de Mandelbrot desde la
perspectiva socioepistemologica. En la segunda parte se rastrearon y construyeron con
Cabri, algunas estructuras propuestas en la obra La Geometria Fractal de la Naturaleza,
dando cuenta tanto de su forma como de su funcionamiento. Se utilizd Cabri por su
recursividad, ello simplifico la construccion de los fractales.

El analisis historico socioepistemolégico
La modelacion como practica social

Mandelbrot (1977) se pregunta ;Por qué la geometria siempre se describe como
“fria” y “seca™ El mismo reconoce la incapacidad de la geometria euclidiana para
describir la forma de las nubes, las montaias, las lineas costeras, los arboles o el rayo; ya
que las nubes no son esferas, las montafias no son conos, las lineas costeras no son circulos,
la corteza de los arboles no es suave, ni los rayos viajan en linea recta.

La naturaleza revela un alto grado de complejidad. Muchos patrones naturales son
irregulares y fragmentados, esto contrasta con el grado de simplicidad de las estructuras
euclideas. La existencia de estos patrones cambia la manera de estudiar las formas que
Euclides considera amorfas.

De esta manera, el investigador concibe y desarrolla una nueva geometria de la
naturaleza y la usa en diversos campos. La geometria Mandelbrotiana describe muchos de
los patrones irregulares y fragmentados de nuestro alrededor. El cientifico identifica una
familia de formas que llama fractales y que le funcionan para una mejor descripcion de la
naturaleza que la geometria de Euclides.

Para describir los patrones irregulares y fragmentados de la naturaleza, el explorador
de las formas irregulares acuiia el término fractal, a partir del adjetivo latino fractus, cuyo
correspondiente verbo latino frangere significa romper, quebrar, abrir, partir, dividir,
separar en dos partes para crear fragmentos irregulares. Asi, para el estudioso, fractus
significa “fragmentado” o “irregular”. En tanto que cuando menciona el término fractal
natural, alude a un patron natural que normalmente es representado por un conjunto fractal.

El cientifico de la IBM realiza un estudio de corte historico reportando la evolucion
de las matematicas desde el siglo XIX hasta las matematicas del siglo XX. El reconoce que
las matematicas clasicas del siglo XIX tienen sus raices en las estructuras regulares
geométricas de Euclides y en la Dinamica de Newton, en tanto que las matematicas
modernas inician con la teoria de conjuntos de Cantor y con la curva de Peano.

Mandelbrot reconoce la existencia de una revolucién, que inicia con el
descubrimiento de ciertas estructuras que no encajaban con las formas de Euclides y
Newton. Estas nuevas estructuras fueron consideradas como “patoldgicas”, como una
“Galeria de Monstruos” por ser infinitamente no diferenciables en ningin punto. Los
matematicos que crearon esos monstruos, en su momento los consideraron importantes para
mostrar que el mundo de la matemaética pura, contiene una riqueza de posibilidades que iba
mas alla de las estructuras simples que ellos veian en la naturaleza.

En contraste, Benoit Mandelbrot sefala que la naturaleza ha jugado una broma a los
matematicos. Las matematicas del siglo XIX podrian ser vistas como carentes de
imaginacioén, pero la naturaleza no. Las mismas estructuras patologicas que los
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matematicos inventaron para liberarse del naturalismo, resultaron ser inherentes a los
objetos naturales familiares que nos rodean.

La Geometria Fractal nace después de la crisis que inicia cuando Paul du Bois-
Reymond en 1875, reporta una funcion continua no diferenciable construida por
Weierstrass (figura 1). La crisis dura hasta 1925 donde desfilaron gigantes de la talla de
Cantor, Peano, Lebesgue, Hausdorff, Besicovitch, Bolzano, Cesaro, Koch, Oswood,
Sierpinski y Urison.
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Figura 1. La funcidon de Weierstrass reportada por Paul du Bois-Reymond.

Mandelbrot (1977) sostiene que detras de las creaciones de los matematicos
anteriores, subyacen mundos de interés para aquellos que celebran la naturaleza cuando
tratan de imitarla, es decir, podria estar emergiendo la modelacién como practica social. La
idea vertida por el cientifico, podria confirmar nuestra hipotesis de que la practica social
anclada a la obra La Geometria Fractal de la Naturaleza es la practica de la modelacion.

Litorales, curvas fractales y prdctica social

Mandelbrot (1977) reconoce en la complejidad de la geometria de un litoral, un alto
grado de orden en su estructura. No obstante que los mapas dibujados a diferentes escalas
difieren en detalles especificos, poseen las mismas caracteristicas genéricas. Esto significa
que aproximadamente, los pequefios y grandes detalles de los litorales son
geométricamente idénticos bajo cambio de escala. Para ilustrar esta idea, se puso en
marcha una situacion experimental dejando caer cuidadosamente una gota de tinta sobre
una superficie de agua que yacia en una probeta de vidrio.

Se observa que al tocar la superficie del agua, la gota de tinta se descompone en una
serie de ramificaciones cuyos extremos a su vez se descomponen en otras ramificaciones
parecidas a las anteriores y asi sucesivamente hasta que rompen su regularidad cuando la
tinta se difumina paulatinamente en el seno del agua (Figura 2). Este efecto de generacioén
de ramificaciones, Lewis Fray Richardson lo bautizd6 como efecto cascada Mandelbrot
(1977). En este escrito convenimos, que cuando se presente un efecto cascada en una
estructura determinada, diremos que la estructura es autosimilar.

Figura 2. Cuando una gota de tinta se deja caer en agua, emerge una serie de
ramificaciones en cascada parecidas a sus antecesoras.
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A continuacion presentamos algunas de las estructuras que fueron generadas con
Cabri durante la investigacion. Las formas de estas estructuras son representativas en The
fractal Geometry of Nature y le funcionaron a Mandelbrot en su ensayo para modelar
litorales.

La isla triadica de Koch. Modelacion de una linea costera

Para construir esta estructura fractal, se parte de un iniciador, un segmento de
longitud arbitraria. Se disefia una macro en Cabri para trisecar el segmento iniciador (figura
3).

Figura 3. Iniciador.

Ahora se construye el generador. Se dibuja con Cabri un segmento de longitud
arbitraria. Se invoca la macro para trisecar el iniciador. Se construye un tridngulo equilatero
en el tercio medio del iniciador, se resaltan las divisiones extremas y las dos partes
superiores del tridngulo equilatero como se ilustra en la figura 4. Se crea una macro en
Cabri cuyo objeto inicial es un segmento de longitud arbitraria y cuya estructura final sean
los cuatro segmentos resaltados.

Figura 4. Generador.

Para iterar el proceso se construye un generador y sobre cada uno de los cuatro
segmentos resaltados se invoca la macro que dibuja el generador. Este proceso se itera
hasta agotar la velocidad y memoria aleatoria de la computadora. A continuaciéon se
presentan algunos pasos de la Isla Triadica de Koch.

/\W/\

Figura 5. Paso 1 de la Isla Triddica de Koch

Figura 6. Paso 2 de la Isla Triddica de Koch.
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Figura 7. Paso 3 de la Isla Triddica de Koch.
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Figura 8. Paso 5 de la Isla Triadica de Koch

La salchicha de Minkowski. Modelacion de una linea costera

Para construir este fractal, el iniciador es un segmento de longitud arbitraria. Se
disefia una macro en Cabri para cuadrisecar el segmento (figura 9).

Figura 9. Iniciador.

Ahora se construye el generador. Se dibuja con Cabri un segmento de longitud
arbitraria. Se invoca la macro para cuadrisecar el iniciador. Se construye un cuadrado en el
segundo cuarto del iniciador, se hace una reflexion de este cuadrado respecto al iniciador,
se resaltan las divisiones extremas y las tres partes superiores de cada cuadrado (figura 10).
Se crea una macro en Cabri cuya estructura origen es un segmento de longitud arbitraria y
cuya estructura final sea la estructura geométrica de la figura (10).

Figura 10. Generador.

Se construye un generador y sobre cada uno de los cuatro segmentos resaltados se
invoca la macro. Este proceso se itera hasta agotar la velocidad y memoria aleatoria de la
computadora. A continuacion se presentan algunos pasos de la salchicha de Minkowski.
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Figura 11. Paso 1 de la Salchicha de Minkowski.
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Figura 12. Paso 2 de la Salchicha de Minkowski

Figura 13. Pasos 2 y 3 de la Salchicha de Minkowski.
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Isla cuadrica de Koch. Modelacion de una linea costera

Esta estructura fractal parte de un iniciador, un segmento de longitud arbitraria. Se
disefia una macro en Cabri para trisecar el iniciador (figura 14). Se invoca la macro punto
medio de Cabri para dividir cada tercio del iniciador en dos partes iguales. Asi, el iniciador
queda sextisecado.

Figura 14. Iniciador.

Ahora se construye el generador. Se dibuja con Cabri un segmento de longitud
arbitraria. Se sextiseca. Se construye una estructura como se ilustra en la figura (15). Se
crea una macro en Cabri cuya estructura origen es un segmento de longitud arbitraria y
cuya estructura final sea como en la figura (15).

Figura 15. Generador.

Se construye un generador y sobre cada uno de los constituyentes del generador se
invoca la macro propia del generador. Este proceso se itera hasta agotar la velocidad y
memoria aleatoria de la computadora. A continuacidn se presenta el primer paso de la Isla
Cuadrica.
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Figura 16. Paso 1 de la Isla Cuadrica.

Otras Islas cuddricas

Esta estructura fractal parte de un iniciador, un segmento de longitud arbitraria. Se
divide el iniciador en ocho partes iguales (figura 17).
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Figura 17. Iniciador.

Ahora se construye el generador. Se dibuja con Cabri un segmento de longitud
arbitraria. Se octiseca. Se construye una estructura como se ilustra en la figura (18). Se crea
una macro en Cabri cuya estructura origen es el iniciador octisectado y cuya estructura final
sea como en la figura (18).

Figura 18. Generador.

Se construye un generador y sobre cada uno de los constituyentes del generador se
invoca la macro del generador. Este proceso se itera hasta agotar la velocidad y memoria
aleatoria de la computadora. A continuacién se presenta el primer paso de esta Isla
Cuadrica.
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Figura 19. Paso 1 de la Isla Cuédrica.
El dragon

Esta estructura fractal parte de un iniciador, un segmento de longitud arbitraria. Se
biseca el iniciador (figura 20).

Figura 20. Iniciador.

Ahora se construye el generador. Se dibuja con Cabri un segmento de longitud
arbitraria. Se construye una estructura como se ilustra en la figura (21). Se crea una macro
en Cabri cuya estructura origen es un segmento de longitud arbitraria y cuya estructura final
sea la figura (21).

N

Figura 21. Generador
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Se construye un generador y sobre cada uno de los constituyentes del generador se
invoca la macro del generador. Este proceso se itera hasta agotar la velocidad y memoria
aleatoria de la computadora. A continuacidn se presenta el primer paso del dragon.

Figura 22. Paso 1 del dragon

Iterando el proceso se presenta a continuacion el segundo paso del dragon.

Figura 23. Paso 2 del dragon
El arbol de los monos

Una estructura muy interesante que sugiere ligar la practica de la modelacion con la
naturaleza es el arbol de los monos.

Su iniciador es un segmento de longitud arbitraria el cual es dividido en tercios
(figura 24).

Figura 24. Iniciador

Para construir el generador del arbol de los monos, se dibuja con Cabri un
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segmento de longitud arbitraria. Se triseca. Se construye una estructura como se ilustra en
la figura (25), el algoritmo de construccion es el mismo algoritmo con el que se construye
un hexagono. Trisectado el segmento, se considera el tercio medio. Se trazan dos
circunferencias con centro cada uno de los extremos del tercio medio y radio el tercio
medio. Con la interseccion de estas circunferencias se obtiene el centro del hexdgono. Se
traza una circunferencia con centro el centro del hexagono y que pase por los extremos del
tercio medio. Las primeras circunferencias intersecan a la tultima. Se trazan dos
circunferencias mas con centro en las ultimas intersecciones y se conecta con segmentos
como en la figura (25). Se crea una macro en Cabri cuya estructura origen es un segmento
de longitud arbitraria y cuya estructura final sea la figura (25).

Figura 25. Generador

Se construye un generador y sobre cada uno de los constituyentes del generador se
invoca la macro. Este proceso se itera hasta agotar la velocidad y memoria aleatoria de la
computadora. A continuacion se presenta el primer paso del arbol de los monos.

Figura 26. Paso 1 del arbol de los monos

Una atenta mirada a las curvas fractales presentadas sugiere que dentro de las
escalas de interés para los geografos, los litorales o lineas costeras podrian ser modeladas
por medio de curvas fractales, es decir, que los litorales o lineas costeras son patrones
fractales Mandelbrot (1977). Desde el punto de vista de la Teoria Socioepistemoldgica de
la Matematica Educativa, la afirmacion anterior reviste de interés ya que sugiere confirmar
nuestra hipdtesis, que la practica social intrinseca a la obra de Mandelbrot es la practica de
la modelacion, no obstante falta mucho por indagar en la obra de Mandelbrot desde la
perspectiva socioepistemologica.
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Conclusiones

La investigacion ha dado cuenta de como se usa la nociéon de fractal en The Fractal
Geometry of Nature, donde aparenta develarse la practica de la modelacion de litorales. En
este primer acercamiento se ha encontrado evidencia de que se manifiestan formas y
funcionamientos fractales, que surgen a medida que Mandelbrot modela situaciones de
interés para los gedgrafos como mapas, en particular lineas costeras o litorales que
sugieren que la practica de la modelacion esta presente en su obra.

Para lograr lo anterior el esquema metodologico que se siguid, es un analisis de
corte historico socioepistemoldgico. Se considera que esta metodologia constituye el hilo
conductor que guid la investigacion para develar formas y funcionamientos fractales en la
obra de Mandelbrot. La indagacion sugiere que este marco metodologico, podria ser una
contribucion cientifica importante para robustecer la Teoria Socioepistemologica de la
Matematica Educativa y que podria facilitar la busqueda de evidencias del uso del
conocimiento matematico alrededor del concepto de fractal.

En este esquema metodoldgico aparenta amalgamarse el grupo humano, su
conocimiento cientifico institucional y la practica de la modelacion. Los datos dan pauta
para evidenciar un funcionamiento a lo largo de la parte analizada del ensayo, el cual
consiste en una mejor descripcion de la naturaleza que la geometria euclidea. Esta
amalgama podria ser caldo de cultivo para propiciar el surgimiento de formas y
funcionamientos de los fractales a través de herramientas especificas para la resignificacion
de usos del conocimiento matematico, por ejemplo en la escuela o en otros contextos.

Cada patron fractal construido con el software de geometria dindmica Cabri en esta
investigacion, es un indicativo de la forma de como usan el conocimiento matematico los
geografos y que les estd funcionando para la modelacion de lineas costeras. Este trabajo
podria ser el inicio de una historia mas robusta que indague exhaustivamente los usos del
conocimiento matematico en la obra La Geometria Fractal de la naturaleza y que podrian
ayudar a resignificar los usos del saber matematico al abordar la nocidn de infinito.
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NEGACION DEL V POSTULADO DE EUCLIDES Y GEOMETRIAS
NO EUCLIDIANAS UTILIZANDO SOFTWARE LIBRE
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Resumen

Los intentos efectuados a los largo de casi 23 siglos para demostrar el V postulado de
Euclides, desembocaron en la creacion, en el siglo XIX, de nuevas geometrias a las que se
les conoce genéricamente con el nombre de geometrias no euclidianas. El presente trabajo
tiene como objetivo mostrar alternativas para la ensefianza y el aprendizaje de la geometria
no euclidiana, por medio de software libre, el cual permita simular construcciones
geométricas con regla y compas, esto con la finalidad de verificar la naturaleza de diversos
teoremas que son validos en la geometria euclidiana y comprobar si también los son para la
geometria no euclidiana.

Introduccion

Ninguno de los intentos realizados durante 23 siglos para tratar de demostrar el V postulado
de Euclides, lograron dicho objetivo puesto que, ya sea abierta o encubiertamente, siempre
habia en estas “pruebas” una suposicion escondida que resultaba equivalente al postulado
mismo.

(Quiere decir esto, qué los gedmetras no fueron suficientemente habiles para
encontrar una demostracion? No, no quiere decir esto, lo que en verdad acontece es que tal
demostracién no existe porque el postulado de las paralelas es independiente de los
restantes postulados de la geometria ecuclideana. Es imposible, pues, que se pueda
demostrar a partir de los restantes postulados, el postulado de las paralelas.

La razon, inconscientemente tal vez, por la cual los gedmetras trataron durante 23
siglos, de demostrar el V Postulado, era la evidencia fisica que se tenia sobre la naturaleza
euclidiana del espacio. No tenian pues razones para dudar de la consistencia, igual a
ausencia de contradicciones, de la geometria que les daba el modelo del espacio natural.

El filésofo aleman Kant (1724 — 1804) sostenia que la estructura euclidiana del
espacio era una nocion a priori, es decir, no era posible concebir una geometria distinta
para el espacio, pues éste, con su estructura euclidiana es inherente a la mente y no es el
resultado de la experiencia exterior. Era necesario pues, ante esta ideologia dominante,
mucho coraje intelectual para reconocer que la geometria del espacio fisico es una ciencia
experimental y que la geometria euclidiana es un modelo, es una sistematizacion del
conocimiento que el hombre va adquiriendo en su interaccion con el espacio natural
(Villalpando, 2009).

Bromberg y Moreno (1987) afirman que esta creencia, en los axiomas de la
geometria euclidiana, del V Postulado en especial, como verdades inalterables, inherentes a
la mente humana habia de modificarse pues, como lo muestra la historia, ni viejos habitos
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de pensamiento ni la autoridad filosofica podia reprimir la conviccion de que la inalterable
serie de fracasos de la busqueda de una demostracion del V Postulado no se debia a la falta
de ingenio sino mas bien al hecho de que tal postulado es realmente independiente de los
otros.

Analogamente, el fracaso en la obtencion de una solucién por radicales para la
ecuacion del quinto grado llevéd primero a la conviccion y luego a la verificacion de que tal
solucion era imposible.

Los matematicos Janos Bolyai (1802—-1860) y Nicolai Lobachevski (1793—-1856),
construyeron una geometria en la cual no se verifica el postulado de la paralelas. Ambos
desarrollaron su trabajo bajo la conviccion de que:

1) El postulado no era demostrable.

2) Anadiendo a la geometria neutra (primeros 28 teoremas del libro I de los Elementos
de Euclides) una negacion del V postulado, puede desarrollarse una geometria
consistente.

De acuerdo a Kagan (1998), Lobachevski no logré pasar de la conviccion a la
verificacion de la consistencia de su geometria no euclidiana. Su punto de vista, lo llevo a
meditar sobre las relaciones entre el sistema euclidiano axiomatico y el espacio natural:
aunque la geometria euclidiana era un modelo que reflejaba con bastante precision las
propiedades del espacio natural, no por ello puede descartarse que una investigacion mas
profunda revele los limites de validez del modelo. En tal caso, la geometria que se usa para
modelar el espacio habria que cambiarla y sustituirla por otra mas precisa, de acuerdo a los
nuevos datos experimentales.

Los descubrimientos de la fisica durante el siglo XX, han evidenciado que las
geometrias no euclidianas pueden ofrecer una representacion mas conveniente de ciertas
estructuras y teorias fisicas. La teoria de la relatividad ha demostrado cudn profundas y
acertadas eran estas concepciones de Lobachevski.

Un poco mas tarde, varios investigadores advirtieron que la cinemadtica relativista,
estaba intimamente ligada con la geometria hiperbolica de Lovachevsky y Bolyai. La
geometria no euclidiana destruy6 la concepcion kantiana del espacio y demostrd no sélo la
distincidn necesaria entre concepto y experiencia sino también sus interrelaciones.

Como las preguntas que pueden plantease y los resultados que se pueden obtener en
las geometrias no euclidianas, son muy distintos de aquellos que pueden plantearse y
obtenerse en la geometria euclidiana, es importante utilizar algiin software con el cual se
puedan simular diversas situaciones, como la exploracion de patrones geométricos o la
verificacion de teoremas.

Existe software especializado, tanto comercial como libre, que puede ser utilizado
para la ensefianza y aprendizaje de la geometria no euclidiana, sin embargo, el primero
tiene un costo muy elevado, por lo cual resulta muy dificil adquirirlo y tiene ademaés
restricciones para copiarse o modificarse. En cambio el segundo ofrece las ventajas de que
puede:

e Ejecutarse en cualquier sitio, con cualquier proposito y para siempre.

57



Revista Electrénica AMIUTEM | 58
Negacion del V Postulado de Euclides. ..

e Estudiarse y adaptarse a nuestras necesidades.
e Redistribuirse, de modo que se nos permita colaborar con vecinos y amigos.
e Mejorarse y publicar las mejoras.

Por lo que una de las principales ventajas de usar software libre en la docencia, en
particular en la ensefianza de las matemadticas, es que se pueden distribuir copias del
programa legalmente a los alumnos. Esto facilita a los estudiantes el uso del programa en
sus casas. La licencia del programa nos autoriza a hacerlo (Villalpando, 2011).

Otra ventaja es que permite acceder al conocimiento que hay detrds del software.
Utilizando software libre, tanto alumnos como docentes pueden, por ejemplo, consultar el
algoritmo que utiliza el programa para realizar determinado calculo, incluso pueden tomar
el codigo fuente en sus manos y mejorarlo, o adaptarlo para hacer algo diferente
(Villalpando, Garcia y Rodriguez, 2013).

Estas y otras ventajas emanadas de las libertades mencionadas, pueden ser
aprovechadas al maximo en la ensefanza y aprendizaje de la geometria no euclidiana, tal
como se vera mas adelante.

Los postulados de Euclides

Los Elementos de Euclides conforman una obra monumental, pues Euclides enunci6é unos
pocos postulados y fue capaz de deducir, gradualmente, partiendo de estos postulados, 465
teoremas que constituian todo el conocimiento geométrico de su tiempo.

Los Elementos de Euclides, no estdn consagrados exclusivamente a lo que en la
actualidad llamamos geometria, sino que contienen ideas sobre la teoria de ntimeros y el
algebra elemental tratada geométricamente.

En conjunto, los Elementos contienen 23 definiciones, 5 postulados, 5 axiomas o
nociones comunes, y las 465 proposiciones o teoremas ya mencionados.

A partir de esas 23 definiciones iniciales Euclides enuncia cinco postulados para la
geometria plana. Los primeros cuatro postulados de Euclides son bastante obvios:

Postulado I. Dados dos puntos, se puede trazar una unica recta que pase por ellos (Figura

).

&
<«
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o »

A B
Figura 1. Representacion grafica del Postulado 1.

Postulado II. Un segmento de recta se puede extender indefinidamente en una linea recta
(Figura 2).

! |
| T
A B

A

v

Figura 2. Representacion grafica del Postulado II.

Postulado III. Se puede trazar una circunferencia dados un centro y un radio cualquiera
(Figura 3).
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Figura 3. Representacion grafica del Postulado II1.
Postulado IV. Todos los angulos rectos son iguales (Figura 4).

v <

Figura 4. Representacion grafica del Postulado IV.

Para referirse a que dos segmentos tienen igual longitud o que dos angulos tienen
igual medida angular, Euclides dice que son “iguales”. Entonces se les puede llamar
“congruentes” o “iguales” indistintamente.

Estos postulados satisfacen el ideal griego de que aquello que se postula debe ser
“evidente por si mismo”. Sin embargo, en el V postulado esto cambia de repente:

Postulado V. “Cuando una recta transversal interseca a dos rectas dadas, si los angulos
interiores de un mismo lado suman menos que dos angulos rectos (2AR), entonces al
prolongarse las dos rectas, ellas se intersecan del lado de estos angulos”. Esto se muestra
graficamente en la Figura 5.

Si Za + £b < 2AR entonces las rectas /; y /; se intersecaran del lado de los angulos a y
b.

h

— interseccion

Figura 5. Como Za + Zb <2AR, [; y I, se intersecaran a la derecha.

Se esperaria que el V Postulado nos dijera explicitamente algo sobre el
comportamiento de las paralelas. Pero no, jpor qué enuncié Euclides como V Postulado
una proposicion tan larga, que tiene forma de implicacion y no resulta tan evidente como
las anteriores?

El V postulado es distinto puesto que no podemos verificar experimentalmente si
dos rectas consideradas en toda su extension se cortan ya que s6lo podemos trazar
segmentos de recta. En ello radica, precisamente, la importancia del V postulado: nos
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permite verificar el paralelismo indirectamente, justo en la posicion del plano en que
estemos trabajando.

Geometrias que se generan a partir del V postulado

Se puede decir que existen tres tipos de geometrias que surgen a partir del V postulado.

Si se le acepta se tiene que dada una linea y un punto que no esté en la linea, existe
una Unica linea a través del punto que es paralela a la linea dada, estamos frente a la
geometria euclidiana y frente al plano euclidiano que es un plano de curvatura cero (Figura
6), en el cual la suma de los dngulos internos de un tridngulo es igual a 2AR.

Figura 6. Plano de curvatura cero: plano euclidiano.

Ramirez y Siena (2003) muestran que existe una formulacion ldgicamente
equivalente al V postulado, conocida como Postulado de Playfair: “dada una recta / y un
punto P que no esté sobre la recta /, existe una unica recta m que pasa por Py que es
paralela a [”, como se muestra en la figura 7. La misma es la que se ensefia mas
comunmente en las clases de geometria euclidiana.

P

< * » m

A
y

Figura 7. Postulado de Playfair.

Villalpando (2009) afirma que esta nueva version parece “obvia”, porque estamos
acostumbrados a pensar en términos euclidianos. Sin embargo, haciendo énfasis en que los
postulados son abstracciones de nuestra experiencia, esto permite apreciar las diferencias
entre el V Postulado y los anteriores.

Si se le niega quedan dos opciones:

1) Dada una linea y un punto que no esté en la linea, existen infinitas lineas a través
del punto que son paralelas a la linea dada (Figura 8 7). Estamos frente a la
geometria no euclidiana llamada hiperbolica y frente al plano hiperbolico, el cual es
un plano de curvatura constante negativa, como es el caso de la seudoesfera (Figura
8 ii), en el cual la suma de los angulos internos de un triangulo es menor que 2AR.

roa
|

= |

Ar
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i) if)
Figura 8. i) Infinidad de paralelas. ii) Plano de curvatura negativa: la seudoesfera.

En una seudoesfera a medida que el tridngulo crece, resulta menor la suma de sus
angulos. El tridngulo mas pequefio de la seudoesfera es casi un tridngulo plano y la suma de
sus angulos se aproxima a la de 2AR (Figura 9).

Figura 9. Triangulos en una superficie de curvatura negativa.

2) Dada una linea y un punto que no esté en la linea, no existen lineas a través del
punto que sean paralelas a la linea dada (Figura 10 7). Estamos frente a la geometria
no euclidiana llamada eliptica donde sus rectas son curvas cerradas llamadas
geodésicas y frente al plano eliptico el cual es de curvatura constante positiva, como
es el caso de la esfera (Figura 10 ii), y en el cual la suma de los angulos internos de
un tridngulo es mayor que 2AR.

> =

i) ii)
Figura 10. i) No existen paralelas. i7) Plano de curvatura positiva: la esfera

En la figura 11, el tridngulo A es pequeiio comparado con la esfera, por lo tanto,
casi es un triangulo plano y la suma de sus 4ngulos es aproximadamente igual a 2AR. Pero
a medida que crece y llega a convertirse en el triangulo B, cuyos lados pertenecen a tres
circulos maximos perpendiculares entre si, vemos que la suma de sus angulos llega a ser
90° + 90° + 90° = 270°. En el tridangulo C, mayor ain que el anterior, los angulos, que todos
son obtusos, dan una suma mayor que 270°.

Figura 11. Triangulos en una superficie de curvatura positiva.
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Las geometrias no euclidianas hiperbolica y eliptica se denominan geometrias no
euclidianas clasicas. Luego del desarrollo de estas geometrias, se han creado otras
geometrias no euclidianas. Toda geometria cuya base postulacional contradiga algiin
postulado de la geometria euclidiana también puede llamarse geometria no euclidiana.

En este sentido Riemann origind toda una clase de geometrias no euclidianas, que
han recibido un estudio detallado en la actualidad, y se conocen, como geometrias
riemannianas.

Marco Teodrico

Aleman de Sanchez (2002) resalta la importancia del uso de las nuevas tecnologias en el
proceso ensefianza-aprendizaje de las matematicas, sefialando que, para que tanto docentes
como estudiantes puedan utilizar la computadora como pizarron electronico, se requiere de
un diseno de software especial. Su objetivo principal es escribir, dibujar y calcular con el
fin de mostrar e ilustrar conceptos. Se pueden mostrar procedimientos en detalle o evitar
calculos tediosos.

La misma autora, sefiala la importancia de la simulacién en el proceso del
aprendizaje de las matematicas en la educacion superior, destacando que la simulacion de
fendmenos naturales con el uso de la computadora, la convierten en un elemento importante
en educacion. Debido a que el software de este tipo apoya el aprendizaje por
descubrimiento, en matematica son utilizados con gran frecuencia para propiciar el
establecimiento de reglas y la demostracién de proposiciones y teoremas.

Macias (2007) hace hincapié en que una de las cualidades que posee este tipo de
software, es el alto grado de motivacion que logra el alumno en el aprendizaje a través del
ensayo y error (orientado por el profesor), que le permite descubrir cosas que
posteriormente confirma que son correctas y fueron descubiertas por brillantes matematicos
quizas algunos siglos atras. Con la ayuda de la computadora y la orientacion del profesor, el
alumno descubre cosas que fijara en su estructura cognitiva de manera mas natural, que si
le son proporcionadas en clases s6lo para que las entienda y las recuerde para luego
aplicarlas, tal como lo sefiala, esta herramienta permite al estudiante ir construyendo un
puente entre las ideas intuitivas y los conceptos formales.

Arratia, Janez, Martin y Pérez (2002) muestran la relacion entre la matematica y las
nuevas tecnologias: los grandes avances en la informatica y la comunicacion de los tltimos
afios hacen prever una revolucién que estd soélo en sus inicios. Las nuevas tecnologias se
utilizan para comunicarse, como herramienta de trabajo y también como instrumento de
ocio. Aparecen en todas las parcelas de la vida actual, desde la investigacion cientifica
hasta el mundo de la empresa, pasando por la ensefianza. En esta ultima, se puede
considerar que el uso de estos avances favorece el desarrollo de capacidades intelectuales y
la adquisicion de destrezas por parte del alumno, mediante una nueva forma de organizar,
distribuir, representar y codificar la realidad.

Finalmente la NCTM (1989) propone como objetivo al ensefiar la geometria,
desarrollar la comprension de un sistema axiomatico mediante la investigacion y la
comparacion de geometrias no euclidianas con la euclidiana.

Programas computacionales para geometria no euclidiana
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Diversos programas y applets interativos pueden usarse para explorar geometrias no
euclidianas: Geometric Supposer, Geometry SketchPad, Cabri Geometry, Cinderella en su
version 2.0, non-Euclidean y NonEuclid son algunos de ellos, los primeros tres son
comerciales y los ultimos caen en la categoria de software libre.

Estos tienen capacidad para graficar, dibujar y medir figuras geométricas
euclidianas y no euclidianas. Estas potencialidades permiten que los estudiantes exploren
patrones geométricos y teoremas (De Faria, 2004).

En particular NonEuclid es un software libre potente, de tipo applet, especializado
en la geometria no euclidiana, el cual crea un entorno de simulacion interactivo para el
aprendizaje y la exploracion de la geometria no euclidiana hiperbdlica, el cual sera utilizado
para determinar la naturaleza de algunos teoremas de dicha geometria y compararlos con
los de la geometria euclidiana.

Propuesta Didéctica

Con NonEuclid se pueden realizar interactivamente construcciones con regla y compds para
los modelos de geometria hiperbolica del disco y del semi plano superior de Poincare,
utilizando para ello el modelo bidimensional de Poincaré de la geometria hiperbolica
(Figura 12). El circulo frontera que aparece en la pantalla, en el modelo del disco, contiene
el espacio hiperbdlico bidimensional infinito del modelo.
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Figura 12. Modelo del disco en NonEuclid.
Metodologia

Para aprovechar la potencialidad de NonEuclid, se elaboraron una serie de actividades que
consisten en un conjunto de afirmaciones que, en su mayoria son teoremas en la geometria
euclidiana, de las cuales se puede simular su construccion con regla y compas y determinar
cuales son también teoremas en geometria hiperbolica.

Las actividades disefiadas son aproximadamente 50 y abarcan diversos temas de
geometria euclidiana tales como d4ngulos; tridngulos equilateros, isosceles y rectos;
tridangulos congruentes, rectangulos y cuadrados, paralelogramos, rombos, poligonos,
circulos, entre otros. El objetivo de dichas actividades es el de determinar cudles de estos
teoremas son validos en la geometria hiperbolica.

Actividades Disefadas

Algunos ejemplos sencillos de las mismas son los siguientes teoremas euclidianos:
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1) Teorema de Pitagoras, en cualquier triangulo rectangulo, el cuadrado de la longitud
de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos.

2) Los angulos de la base de un tridngulo isésceles son congruentes.
3) En un triangulo equilatero cada uno de sus angulos mide 60°.

4) Las tres alturas de un tridngulo se interceptan en un punto.

5) Construir un poligono regular de 12 lados.

6) Una teselacién es una cubierta de un plano geométrico infinito sin huecos o
traslapes con figuras congruentes de un tipo o de algunos tipos. ;Se puede crear una

teselacion en el plano hiperbolico? Aunque este no es teorema, se puede simular con
NonEuclid.

La figura 13 muestra que el Teorema de Pitagoras no es valido en dicha geometria; en
cambio en la figura 14 se tiene que, efectivamente, los angulos de la bases del triangulo
i1sdsceles son congruentes, por lo tanto es valido.
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Figura 13. Triangulo rectangulo. Figura 14. Triangulo is6sceles.

En la Figura 15 se observa un tridngulo equilatero, pero sus angulos no miden 60°,
por lo que no es valido en la geometria hiperbdlica. En la figura 16 se muestra que las
alturas de un tridngulo se interceptan en un punto, por lo que es valido.
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Figura 15. Triangulo equilatero. Figura 16. Alturas de un tridngulo.
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Finalmente, en las figuras 17 y 18 si es posible construir un poligono de 12 lados y
una teselacion, por lo tanto ambos son validos.
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Figura 17. Construccion del dodecagono. Figura 18. Teselacion no euclidiana.

Como se observa, en la geometria hiperbdlica algunos teoremas euclidianos son
validos y otros no. (A qué se debera esto?, basta recordar que en la geometria hiperbdlica
se esta trabajando con la negacion del V postulado de Euclides y un plano de curvatura
constante negativa, por lo que si en la demostracion de algin teorema euclidiano se
involucra de alguna manera dicho postulado (o una version loégicamente equivalente del
mismo) entonces no va a ser valido en la geometria hiperbdlica.

Conclusiones

La utilizaciéon de software libre en la geometria no euclidiana resultd6 ser no solo una
excelente estrategia didactico-pedagdgica sino también econdmica, pues el ahorro derivado
de su utilizacion posibilitd que los estudiantes tuvieran las herramientas de software que
necesitan, ademas de no haber problemas con costos por renovaciones de licencias.

El modelo del disco de Poincaré¢ utilizado en el applet NonEuclid, proporciona una
interpretacion de la geometria hiperbdlica dentro de la geometria euclidiana, es decir, la
geometria no euclidiana admite una inferpretacion dentro de la geometria euclidiana. Por lo
tanto al ser consistente la geometria euclidiana, la geometria no euclidiana también lo es.

La relaciéon entre la geometria euclidiana y las no euclidianas es que son
logicamente no contradictorias, y por eso estdn destinadas al fracaso todas las tentativas de
demostrar desde un punto de vista ldgico que sélo la primera es la tnica verdadera.

La simulacién de construcciones geométricas con regla y compas en NonEuclid
ayuda a entender el caracter extrafo y no intuitivo de la geometria no euclidiana, ademas de
percibir la diferencia entre definiciones y teoremas usados en geometria.

Descripciones no euclidianas del mundo fisico, utilizadas por ejemplo en la teoria
de la relatividad y en las investigaciones sobre fendmenos Opticos y sobre la propagacion
de ondas, se revelaron bastante adecuadas. Las geometrias no euclidianas colaboraron asi
mismo en la interpretacion de modelos representativos de conceptos abstractos utilizados
hoy en dia en fisica y otras areas de la ciencia.

Finalmente, el estudio de las geometrias no euclidianas comprueba que la geometria
no es algo acabado, sino que es un campo de investigacion actual y fructifero.
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Resumen

Este trabajo es parte de un proyecto de Investigacion, en el cual estan involucrados un
grupo de profesores y estudiantes de la Facultad de Ingenieria Quimica de la Universidad
Michoacana. Se presentan los resultados obtenidos en una experimentacion en donde se
aplicaron Actividades de aprendizaje disenadas con un enfoque novedoso sobre el estudio
del concepto de Limite, apoyado con la calculadora simbdlica TI-Nspire CX CAS. La
metodologia se implementd con trabajo cooperativo y con discusion grupal, con alumnos
de primer afio de la carrera antes mencionada, teniendo como evidencias: videograbaciones,
actividades resueltas y hojas de trabajo.

Introduccion

Las matematicas sin contexto son abstractas y por ende requieren de una completa
atencion y dedicacion para poder apropiarse de sus conceptos, por este motivo la ensefianza
de las matematicas parte del uso de material concreto, permitiendo que el mismo estudiante
experimente el concepto desde la estimulacion de sus sentidos, logrando llegar a
interiorizar los conceptos que se quieren enseiar, a partir de la manipulacion de los objetos
en su entorno.

El uso de la tecnologia en el proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas,
permite crear instrumentos atractivos con alto grado de interactividad, que facilitan la
exploracion, el descubrimiento y la investigacion de conceptos y relaciones. Es por ello que
se considera altamente apropiada la integracion de sistemas de algebra computacional
(CAS), reconocidos por su combinacion poderosa de computacion simbolica y
visualizacion grafica en la ensefianza de las matematicas, ya que desde su introduccion
CAS se ha visto como una herramienta altamente valiosa para hacer matematicas y
potencialmente viable para la ensefianza y aprendizaje de las mismas.

Estudios implementados en clases de matematicas en el nivel medio superior y
superior (Heid, 1988; Atkins, Creegan y Soan, 1995; Pierce, 1999; Lagrange 2000), han
apoyado el argumento de que la manipulacion simbdlica dentro del CAS, puede evitar los
errores de manipulacion de los alumnos, asi como permitirles generar resultados exactos y
aproximados de manera rapida. De acuerdo a Kutlzer (1994), la habilidad de construir
bases conceptuales en CAS, permite que los alumnos puedan manejar problemas mas
complicados que la mayoria de alumnos que trabajan de maneras tradicionales (lapiz y
papel). Ademas, tener las facilidades de manipulacion simbdlica, capacidades numéricas y
representaciones graficas, puede promover el habito de utilizar las tres representaciones
para aumentar su conocimiento (Pierce, 1999).
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Un antecedente de este proyecto de investigacion es el de Heid (1988), que
demostro que el CAS puede facilitar el desarrollo de conceptos matematicos.

En los tultimos afnos se ha demostrado que el uso de nuevas tecnologias
(computadoras, calculadoras, sensores, etc.) abre perspectivas fundamentales para la
ensefanza de las matematicas y otras ciencias (Sutherland, Rojano, Mochén, 1996; Rojano,
2003). Por lo citado anteriormente se optd por trabajar las actividades de Aprendizaje con
la calculadora TI-Nspire CX CAS, ya que la integracion de sistemas de algebra
computacional (CAS) es reconocida por su combinaciéon poderosa de computacion
simbolica y visualizacion grafica en la ensefianza de matematicas. Asimismo, Heid (1988)
demostré que el uso de CAS puede facilitar el desarrollo de conceptos matematicos ademas
de provocar una re-secuencia de conceptos y habilidades en cursos de matematicas.

Objetivos

El Objetivo que se propone en este trabajo es lograr que por medio de la aplicacion de
actividades de Aprendizaje con una estructura didéctica, los estudiantes aprendan de
manera significativa el concepto de Limite e identifiquen su representacion teorica 'y
grafica, apoyados de la calculadora TI- NSPIRE CX CAS.

Ademas, conocer los resultados de investigacion cuando se trabajan actividades de
Aprendizaje que involucran el concepto de Limite, disenadas bajo el esquema de Tarea—
Técnica—Tecnologia (TTT) dentro de un ambiente CAS (Ibarra, 2015), con apoyo de una
metodologia de trabajo cooperativo.

Marco Teorico

En un marco mas amplio del pensamiento con el uso de herramientas tecnoldgicas,
se da la semidtica de Duval (1993), que cita “los objetos matematicos no son directamente
accesibles a la percepcidon o a una experiencia intuitiva inmediata y es necesario entonces
poder proporcionar representaciones”. También afirma (Duval, 2004), que para lograr la
conceptualizacion, o lo que podriamos considerar “aprendizaje”, el estudiante debe recurrir
a varios registros de representacion semiotica, ya sean graficos, simbolos, iconos, tablas,
expresiones en lenguaje natural, etc.

Por otro lado, se aplicd la metodologia de trabajo cooperativo en atencidon a sus
caracteristicas particulares, ya que puede ser caracterizado por actividades en donde se
establecen objetivos del grupo, cada individuo es responsable por su trabajo, todos los
miembros tienen la misma oportunidad para tener éxito, hay competencia entre los equipos,
cada miembro tiene una tarea a realizar y la instruccion se adapta a la necesidad del
individuo (Brody, 1995). Ademas, la importancia del aprendizaje cooperativo es una de las
suposiciones propuestas por tedricos constructivistas (Loyens et al., 2007).

El aprendizaje cooperativo es el corazon del aprendizaje basado en problemas, se
relaciona con el aprendizaje colaborativo en que hace hincapié en el "aprendizaje natural"
que se produce como un efecto de la comunidad en la que los estudiantes trabajan juntos en
grupos no estructurados y crean su propia situacion de aprendizaje (Johnson, 1998).

Como ya se ha mencionado, se considera que la tecnologia juega un papel
fundamental en la configuracion del proceso de aprendizaje individual, y por supuesto, en
la manera en que se genera el conocimiento colectivo. Para que se dé un intercambio de
ideas, deben existir experiencias previas compartidas, estrategias para obtener informacion,
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maneras de argumentar las ideas y propuestas, formas de evaluar las aportaciones de los
demas, repetir y reformular lo que dicen los otros.

Metodologia

En este apartado, se hizo una extensa busqueda de informacion bibliografica, basada en la
literatura utilizada en el disefio original de las actividades (Ibarra, 2015), el cual involucra
los temas de Calculo Diferencial de acuerdo al programa del primer modulo de la carrera de
Ingenieria Quimica. Ademas se consultaron articulos de investigadores como Duval (2004),
que aborda la Teoria de las Representaciones Semioticas, Hitt (2009) que menciona temas
sobre uso de tecnologia, Kieran, C., y Saldanha, L. (2008) que trabajaron con actividades
algebraicas con la misma estructura didéctica, Panitz (1997) que propone una definicién
para los aprendizajes cooperativo y colaborativo, Vygotsky (1986) quien propone que los
procesos mentales superiores pueden ser considerados como funciones de actividades
mediadas y sugiere tres clases principales de mediadores: herramientas fisicas,
herramientas psicologicas y otros humanos, Ibarra (2015) que propone el disefio original de
las actividades, Artigue (2002) que nos enfoca al concepto de instrumento y nos menciona
el esquema T-T-T (Tarea-Técnica-Tecnologia) y finalmente, Heid (1998) quien demostrd
que CAS puede facilitar el desarrollo de conceptos matematicos.

Con base en la aplicacion de las actividades que realizo Ibarra (2015), se disend un
plan de trabajo que permitiera planificar de manera general las experimentaciones que se
llevarian a cabo para esta investigacion; para considerar el niimero de estudiantes que
participarian, la formacion de los equipos con integrantes de diferentes niveles académicos,
de qué manera se distribuirian los equipos en el salon de clases, el tiempo necesario para
resolver cada actividad, el lugar en donde se colocaria la cdmara fija, el desplazamiento de
la camara movil, el papel que tomaria cada estudiante de acuerdo al rol establecido en el
disefio de las actividades de aprendizaje, el empleo de plumas de diferentes colores para no
borrar razonamientos erroneos, el disefio de una actividad para el uso y manejo de la
calculadora TI-Nspire CX CAS en donde se explicaran los principales comandos a utilizar,
y por ultimo, la intervencion del investigador en puntos especificos durante el desarrollo de
la experimentacion.

Como parte de la metodologia se encuentra analizar los datos obtenidos de las
evidencias recabadas, como son: los videos, las actividades de aprendizaje y las hojas en
donde los estudiantes escribieron razonamientos extras. Al finalizar la ultima sesion de
cada experimentacion se clasifico la informacion obtenida y se analizo.

La estrategia de trabajo se llevd a cabo en un ambiente de cooperacion y discusion
de resultados, con alumnos de primer afio de la licenciatura de Ingenieria Quimica que
formaron equipos de tres integrantes, los roles que adoptaron fueron el de lider, manejo de
calculadora y manejo de la actividad; intercambiando los roles en cada sesion. Se
desarrollaron cuatro actividades de aprendizaje, estructuradas por una seccion de lapiz y
papel, otra en donde utilizaron el sistema CAS de la calculadora y una ultima parte de
simbolizacion (Ibarra, 2015).

Las actividades contemplan una secuencia conceptual con los temas de Diferencias
(Actividad 1), Pendientes (Actividad 2), Pendientes como funcion (Actividad 3) y Limites
(Actividad 4). Las interacciones y discusiones entre ellos y los investigadores, fueron
grabadas con tres camaras de video para ser analizadas posteriormente.
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Exposicion de la propuesta

Este trabajo presenta los resultados obtenidos de una investigacion, donde se evidencia
como los estudiantes aprenden el concepto de limite, al trabajar con actividades de
aprendizaje con el apoyo de la calculadora simbodlica TI-Nspire CX CAS.

La investigacion inicia con una etapa exploratoria, denominada experimentacion
piloto seguida de una experimentacion formal. En ambas experimentaciones se aplicoé una
actividad disefiada para el uso de la calculadora que requiere la interaccion entre el alumno
y las herramientas dentro de CAS, siguiendo con actividades que facilitan el desarrollo
conceptual del Limite mediante el apoyo de la calculadora simbdlica Ti-Nspire CX CAS.

A partir del trabajo realizado por los alumnos durante la exploracion, se contintia
con la observacion y el analisis de las actividades de aprendizaje, para pasar a la
conceptualizacion y posteriormente a la generalizacion del Limite.

Se trabajé en grupos formados por tres personas para desarrollar las actividades lo
que ocasion6 algunas dificultades entre los estudiantes que fueron transformadas en retos,
para dar pauta a la posibilidad de que construyeran sus conocimientos en un ambiente de
intercambio de ideas, puntos de vista y convencimiento, brindando asi la oportunidad de
que se genere un aprendizaje significativo.

Experimentacién

La parte experimental de esta investigacion se realizdo en dos etapas: la primera fue una
Experimentacion Piloto y la segunda una Experimentacién Formal. La primera se realiz
con el fin de:

1. Observar la estructura didactica de las actividades.

2. Revisar los conceptos involucrados en las actividades que se les dificultaron a los
estudiantes al contestarlas.

3. Observar razonamientos erréneos de los alumnos, para que el profesor intervenga en la
experimentacion formal y que por medio de cuestionamientos el estudiante pueda
rectificar su razonamiento.

De acuerdo con lo observado en las evidencias de la experimentacion piloto, se
hicieron las modificaciones pertinentes para aplicar la experimentacion formal.

Experimentacion Piloto

En la experimentacion se trabajo con 27 alumnos del primer ano, de la Facultad de
Ingenieria Quimica de la Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo, los que se
organizaron en nueve equipos de tres integrantes. Dentro del trabajo en equipo, cada
integrante tuvo un rol especifico que cambiaba de una actividad a otra: un estudiante
trabajaba con la calculadora, otro como coordinador dentro del trabajo en equipo y el
tercero haciendo las anotaciones en la actividad de aprendizaje. Se entregd por equipo la
actividad respectiva, una calculadora TI-Nspire CX CAS, hojas en blanco para anotaciones
extras y tres plumas de diferentes colores (negro, azul y rojo) con la finalidad de que los
alumnos no borraran ninguna respuesta en caso de considerarla erronea y constituya
evidencia acerca del razonamiento inicial que utilizaban para llegar a la respuesta final.
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Las interacciones y discusiones entre los equipos y el investigador fueron grabadas
con tres camaras de video: dos cdmaras mdviles para tener un mayor acercamiento al
trabajo de cada equipo y una camara fija que permanecié en un lugar estratégico del aula de
tal manera que enfocara a todo el grupo para tener la evidencia de la interaccion del grupo
en general. Cuando se termin6 la Experimentacion Piloto, se inicid la revision y analisis de
todas las evidencias obtenidas en el desarrollo de la solucion de las actividades de
aprendizaje.

Antes de aplicar las actividades de aprendizaje disefiadas, se dio una breve
introduccion sobre los principales comandos de la calculadora simbolica TI-Nspire CX
CAS. Se hizo hincapi¢ en las multiples funciones de algunos botones, por ejemplo, el
mismo boton que enciende la calculadora (HOME) la puede apagar al presionar CTRL
(botdn azul) y después HOME. Las funciones secundarias se presentan en azul, por lo tanto
es necesario presionar el boton CTRL primero y después el boton correspondiente para
obtener el comando deseado. En la calculadora se trabaja con paginas o pestafias.

Esta experimentacion se llevo a cabo en cinco sesiones de dos horas cada una, cuya
descripcion se expone a continuacion.

En la primera sesion se trabajé con una actividad que tiene por objetivo que el
estudiante maneje la calculadora TI-Nspire CX CAS con sus principales comandos que son:
Enter, Factor, Expand y Solve. Dicha actividad se aplic6 para que los alumnos practicaran
con la calculadora antes de realizar las actividades de aprendizaje. Al terminar esta
actividad se inicio6 con el trabajo de la Actividad 1 de Diferencias, en donde se les indico el
cambio de rol por equipo y se les proporcioné el siguiente material: la actividad de
aprendizaje, plumas de colores, hojas en blanco y una calculadora simbdlica TI-Nspire CX
CAS.

La segunda sesion de trabajo fue la aplicacion de la Actividad 2 de Pendientes,
momento en que se les indico el cambio de rol por equipo y se les proporciond el mismo
material que en la primera sesion, unicamente cambiando la actividad correspondiente. En
esta sesion hubo mayor interaccion entre el investigador y los alumnos debido al contenido
de la actividad.

En la tercera sesion se aplico la Actividad 3 de Pendientes como funcion,
cambiando el rol de trabajo de los estudiantes como lo establece el disefio de las
actividades, se entregd la actividad correspondiente, lapiceros de colores, hojas en blanco y
una calculadora simbdlica TI-Nspire CX CAS. De acuerdo a la metodologia, se plantearon
puntos especificos en donde intervendria el investigador.

En la cuarta y quinta sesion se trabajé con la Actividad 4 de Limites debido a que
su contenido se consideraba el mas extenso. Se procedié de la misma manera que en las
actividades anteriores, cuidando que los alumnos respetaran el rol correspondiente en las
dos sesiones. Al finalizar estas sesiones se les pidid a los estudiantes dar una opinion
general del contenido y estructura de las cuatro actividades, asi como de las dificultades y
beneficios didacticos de la aplicacion de las mismas.

Experimentacion Formal

Esta experimentacion se llevo a cabo tomando en cuenta todas las observaciones
realizadas de la experimentacion piloto y se trabajo de la misma manera, cinco sesiones de
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dos horas cada una y con 21 alumnos de primer afio de la Facultad de Ingenieria Quimica
organizados en siete equipos de tres personas cada uno. El rol de los estudiantes se cambio
en cada una de las sesiones, un estudiante trabajaba con la calculadora, otro como
coordinador del trabajo en equipo y el tercero haciendo las anotaciones en la actividad de
aprendizaje.

Se instalaron tres camaras de video, dos moviles para tener un mayor acercamiento
al trabajo de los equipos y poder seguir de cerca sus razonamientos, asi como una fija que
se coloco de manera estratégica para videograbar a todo el grupo. Esta disposicion de las
camaras se utilizo en todas la sesiones de trabajo.

Al inicio de la primera sesion se entregd por equipo: un folder que contenia las
actividades para el Uso y manejo de la calculadora TI-Nspire CX CAS, la Actividad 1 de
Diferencias y ademas, hojas en blanco para hacer cualquier anotacion extra; la calculadora
TI-Nspire CX CAS; tres plumas de diferentes colores (rojo, azul y negro) con la finalidad
de que los alumnos no borraran ninguna respuesta que consideraran erronea, para tener
evidencias acerca del razonamiento inicial que utilizaban para llegar a la respuesta final.
Esta estrategia se aplico en todas las sesiones de trabajo.

En la segunda sesion, se trabajo con la Actividad 2 de Pendientes, siguiendo la
misma estrategia que en la primera sesion y respetando el cambio de rol antes mencionado.

En la tercera sesion, se aplicd la Actividad 3 cuyo titulo es Pendientes como
funcion.

En las dos ultimas sesiones de trabajo se aplico la actividad 4 de Limites, debido a la
extension de la misma. Ademas, se les solicitd a los estudiantes que por equipo expresaran
su opinion acerca del contenido y estructura de las actividades. Finalmente, se les agradecid
a los alumnos por su valiosa participacion y apoyo para la realizacion de la presente
investigacion.

En cada sesion de trabajo se elabord una bitacora de acontecimientos para que en el
analisis de resultados sirviera de apoyo al revisar las evidencias generadas.

Resultados

Los resultados que se muestran a continuacidn se extrajeron de las evidencias recabadas en
el desarrollo de la experimentacion formal y fueron seleccionados debido a que presentan
razonamientos importantes para el logro de los objetivos planteados.

Uno de los objetivos de la actividad de Limites, plantea que el estudiante relacione
la velocidad promedio con la velocidad instantanea; para hacerlo, primero debe encontrar la
relacion de la velocidad promedio con la ecuacion de la pendiente en un problema del
lanzamiento de una piedra, lo cual se presenta a continuacion:

d) Relacione la velocidad promedio con la ecuacién de la pendiente. ;Qué observa?

(o pantien de v puede omo( omo s uclocidod pomedt o
\a v (l;lf ) S *'.rn\(’.’
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Figura 1. Evidencia de relacion de velocidad promedio y Pendiente.
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Al obtener la evidencia anterior, los estudiantes comienzan a realizar el analisis a
través de un didlogo, el cual se presenta a continuacion:

Integrante 1: (Lee la indicacion del inciso d, Parte I) Relacione la velocidad promedio con
la ecuacion de la pendiente. ;Qué observa?

Integrante 2: Es la misma, nada mas que la variable “y” representa la distancia y la “x”
representa el tiempo. Pero es la misma ecuacion.

Después de responder esta parte, los alumnos leen el texto acerca de la posicion de la
piedra obteniendo asi la siguiente evidencia:

h) Si nos interesa calcular la velocidad instantanea a tp = 1, se calcula la velocidad promedio
sobre el intervalo [1, t]. Escriba la ecuacién de la velocidad promedio.

Ume S - SO it agek) -{-1601)* 46 (1))
X - TE -

(;\H' papt )+ 1o+ = Cleth N[_;ch - 40

t -4 £ -A

Figura 2. Evidencia de la velocidad promedio

Para que los alumnos respondieran la evidencia anterior, llevaron a cabo el siguiente
dialogo:

Integrante 1: (Lee el inciso h de la Parte I) Si nos interesa calcular la velocidad instantdnea
a to = 1, se calcula la velocidad promedio sobre el intervalo [1,t]. Escriba la
ecuacion de la velocidad promedio.

s(t)—s(1)

Integrante 2: La velocidad instantdnea en ese punto (f) = 1) es igual a Vm p—

Investigador: A ver muchachos ;cémo se veria esa ecuacion (sefialando ecuacion de Vi) si
utilizas la expresion del desplazamiento en términos de ¢y ¢y?

Integrante 1: jEl desplazamiento es la que nos esta dando aca? (Senala la ecuacion de la
actividad para la posicion de la piedra S(t) = —16t2 + 96t).

Investigador: Efectivamente, ahora ;como se veria la velocidad promedio utilizando la
expresion del desplazamiento cuando #y = 1?

Integrante 1: Entonces seria poner toda la expresion.
Investigador: ;Como quedaria la ecuacion si utilizas toda la expresion como tu dices?
Integrante 1: (Escribe la ecuacion expresada en la figura 15).

En la siguiente evidencia se establece la relacion entre la velocidad promedio y la
velocidad instantanea. Dando respuesta al inciso 1) cumple con el segundo objetivo, ya que
es necesario expresar el limite para un caso en particular, es decir, la velocidad instantanea
de la piedra en un tiempo especifico.
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i) Sustituya la velocidad promedio en del inciso h de la expresién de la velocidad instantdnea. En
donde to = 1.

(,“ - 16 (Y % e\ =-¥%0

\‘. v\u\(‘ —
ke ted —

Figura 3. Evidencia de la relacion entre velocidad promedio y velocidad instantanea, asi
como concepto de limite matematico

Observaciones

Las evidencias obtenidas anteriormente nos muestran que los alumnos entienden la
ecuacion de la pendiente, ya que logran relacionarla con la ecuacion de la velocidad
promedio. Ademas, entienden la aplicacion de la ecuacion de la velocidad promedio pero
no les queda claro que la expresion que deben utilizar es la ecuacion de la posicion de la
piedra para los tiempos (, t) cuando #) = 1, por lo cual es necesaria la intervencion del
investigador para que por medio de cuestionamientos los estudiantes razonen sobre la
ecuacion que estaban empleando y sobre si cumplia con lo que se les indicaba en el inciso.
En su intervencion, el investigador les sugiere utilizar la ecuacion del desplazamiento tal
cual como esta planteada en la actividad, para que ellos observen la importancia de hacer el
desarrollo de la ecuacion de la velocidad promedio en términos de la posicion de la piedra y
asi relacionarla con la ecuacion de la velocidad instantanea.

De acuerdo con lo anterior, se puede concluir que los alumnos hacen un
razonamiento correcto acerca de la relacion que hay entre la velocidad promedio y la
velocidad instantanea. Contestando correctamente los incisos antes mencionados se
cumplen los dos primeros objetivos de la actividad.

En el tercer objetivo que se plantea en la actividad es necesario que el alumno
deduzca y comprenda el significado del concepto de Limite a través de un andlisis grafico y
otro analitico. Para lo anterior, debe utilizar las herramientas de la calculadora y las graficas
generadas en ella. Obteniéndose la siguiente evidencia:

¢) Compruebe utilizando el comando de trazado. (Dentro de la gréfica, presione Meni, 5:
Trazado, 1: Trazado de grafico y elija el nimero y presione Enter). ;Qué sucede?
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h) Represente graficamente los casos i, ii, y ii.

Figura 5. Evidencia de andlisis grafico de Limite continuo.

3 < it |x| i Ix]| i x|

j) Represente graficamente: i) lim,_q- = i) lim,_+ oy iii) lim, g -
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Figura 6. Evidencia del andlisis grafico del Limite Discontinuo.

En la evidencia mostrada, los alumnos hacen el andlisis grafico y analitico del
concepto de Limite continuo y discontinuo; para que a través de ellos puedan llegar al
concepto de limite por la derecha y por la izquierda, lo cual se muestra en la evidencia
siguiente:

n) ;Qué relacion existe entre el limite, limite de la derecha y limite de la izquierda?
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Figura 7. Evidencia de la conceptualizacion de limite.

Para responder lo que se muestra en la evidencia anterior, los alumnos hacen el
siguiente analisis:

Integrante 2: (Lee la pregunta del inciso n). ;Qué relacion existe entre el limite, limite de la
derecha y limite de la izquierda?

Integrante 1: Que cuando es limite llegan a un mismo punto.

Integrante 2: O sea a un punto especifico.
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Integrante 1: Y el limite derecho seria como en este caso ;jno? (Sefialando la grafica del
inciso j, para los valores del limite por la derecha).

Investigador: Observen las graficas de los incisos h) y j) y diganme ;qué comportamiento
hay en cada una de ellas?

Integrante 1: Que en este (sefiala graficas del inciso h) se llega a un mismo punto por los
dos lados y aqui (sefiala graficas del inciso j) se llega a un valor paralelo en
diferentes direcciones.

Investigador: Observen detalladamente sus graficas ;qué pasa en las graficas del inciso h?
Integrante 1: No llegan a converger como tal pero si tienden a un mismo valor.
Investigador: Ahora, en la grafica del inciso j) ;qué pasa?

Integrante 1: No llegan al mismo valor.

Investigador: Entonces ;cual es la relacion entre el limite por la derecha y el limite por la
izquierda?

Integrante 1: Que el limite como tal tiene que llegar a un mismo valor tanto por la izquierda
como por la derecha para que pueda existir y si no llega, no va a ser un limite,
0 sea no existe.

Analizando las evidencias generadas (graficas, tablas y las respuestas de los
estudiantes), es evidente que comprenden el significado de la existencia de un limite y es
necesario que los valores por la izquierda asi como los de la derecha deben tender a un
mismo valor; pero no saben cdmo expresarlo analiticamente, por lo que es necesaria la
intervencion del investigador para que por medio de cuestionamientos puedan deducir la
relacion entre las tendencias de los limites.

De acuerdo con lo anterior, los alumnos llegan a conceptualizar el limite por medio
de dos tipos de andlisis, uno analitico y otro grafico; de manera que lo van desarrollando
gradualmente con ayuda de la calculadora TI-Nspire CX CAS para alcanzar el tercer
objetivo de la actividad.

Conclusiones

De acuerdo a lo establecido en la literatura, observamos que innumerables estudios han
demostrado que las técnicas de ensefianza pasivas no son adecuadas para un aprendizaje
significativo. En este trabajo, la interaccion que se lleva a cabo a través de discusiones
individuales y grupales al desarrollar las actividades hace posible que se genere una
ensefianza activa.

Las actividades de aprendizaje fueron aplicadas con el objetivo de que los
estudiantes construyeran su conocimiento al relacionar conceptos e ideas implicitos en las
mismas y al manejar diferentes registros de representacion y transitar entre ellos.

Por otro lado, los alumnos utilizan como estrategia de solucion las discusiones que
se generan derivadas de las interrogantes que se plantean durante el desarrollo de la
actividad, dichas discusiones permiten que vayan creando un razonamiento propio.

El uso de la calculadora TI-Nspire CX CAS es parte fundamental de este proyecto
ya que, en conjunto con las actividades de aprendizaje con estructura didactica, los

76



Revista electronica AMIUTEM
Actividades de aprendizaje para el concepto de ...

estudiantes lograron entender el concepto de limite. Ademas, se fortalecié el trabajo en
equipo por medio del aprendizaje colaborativo y cooperativo.

Por otra parte, debemos ser concientes de que la preparacion que los estudiantes
poseen es insuficiente en este tipo de tareas y que la habilidad para interactuar entre
diferentes registros de representacion no surge como una accion espontanea del sujeto, se
requiere de aprendizaje. El aprendizaje se logra enfrentando a los alumnos a situaciones
problematicas que necesiten de traslados entre las distintas representaciones semioticas
(Duval, 2006), que requieren la nocidon matematica que es objeto del aprendizaje.

Este trabajo de investigacion nos permite ver que es necesario seguir investigando
acerca de nuevas teorias y trabajar arduamente en el aula para ponerlas en practica,
analizando y tratando de mejorar no solo una labor docente en pos del buen desempefio de
los estudiantes, sino también cuidar que el alumno pueda construir conceptos matematicos.
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Resumen

En éste documento se presenta una propuesta metodologica que incluye un analisis de
diferentes tecnologias digitales, que pueden ser utilizadas para apoyar el aprendizaje
significativo de conceptos matematicos, como los relacionados con célculo vectorial. Se
reconocen las expectativas que han generado las TIC en la ensefianza de las matematicas, y
se identifican los retos que surgen al utilizarlas. En el uso de las tecnologias digitales
subyacen por lo menos dos objetivos: uno relacionado con aspectos técnicos y de
funcionalidad y otro con la didactica de la disciplina. Los resultados muestran que es
posible identificar software de uso libre que no requiere que los profesores tengan grandes
conocimientos de programacion y que pueden ser utilizados para la libre distribucion de
materiales didacticos, lo que se convierte en una ventaja para los profesores que pueden
centrar su atencion en el disefio de las actividades y en su contenido matematico.

Introduccion

El aprendizaje significativo de los conceptos incluidos en los programas de los cursos de
matematicas, representa un enorme reto para los estudiantes en general y en particular para
los estudiantes de las diferentes carreras de ingenieria. Un caso especifico se tiene en el
curso de calculo vectorial, que forma parte del plan de estudios de las carreras de ingenieria
en comunicaciones y electronica. Los altos indices de reprobacion en esta asignatura, dan
muestra de las dificultades que tienen los estudiantes para la comprension de conceptos,
como el de funciones vectoriales o derivada direccional. Para ayudar a los estudiantes, los
profesores requieren de una variedad de recursos que los apoyen en el aula o fuera de ella,
unos relacionados con la didactica de la disciplina, otros con la tecnologia, con aplicaciones
para PC, tabletas o teléfonos inteligentes, todos utilizados con el fin de lograr el aprendizaje
de los estudiantes.

En relacion con el uso de las tecnologias digitales en la educacion, se han generado
grandes expectativas al respecto, al considerarlas como apoyo para lograr un aprendizaje
significativo en los estudiantes y para el fortalecimiento de sus conocimientos. En la
literatura se pueden identificar ventajas y desventajas de su uso, dependiendo del tipo de
herramientas que se elija y del proposito con que se usen.

Garcia (2015) realiz6 una revision de la forma en que diferentes autores, utilizan las
Tecnologias de Informacion y Comunicacion (TIC) en el ambito educativo. Sarramona
(1991) se refiere a su uso como maquinas informativas y como instrumentos que potencian
el desarrollo de capacidades especificas; Gross (1999) por su parte, se refiere a su uso como
objetos de aprendizaje y como medios didacticos que favorecen la construccion de
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conceptos y Baelo (2008) puntualiza que concebir a las TIC como herramientas al servicio
de la ensefanza, significa asumir la perspectiva constructivista en los procesos de
ensefanza-aprendizaje, en los que la interaccion profesor-alumno y alumno-alumno,
conducen a la construccion de significados compartidos, que dan como resultado nuevos
conocimientos.

Con estas posibilidades que ofrecen las TIC, como apoyo para la ensefianza y el
aprendizaje, surgen nuevos retos para los docentes, quienes tienen que prepararse y
actualizarse para interactuar en forma eficiente con las tecnologias digitales (Rivera,
Zamora, & Soria, 2010). Lo que significa entre otras cosas: aprender a desarrollar y
manejar contenidos en formato digital, identificar y analizar una gran cantidad de enlaces
web, brindar a los estudiantes contenidos en formato web que apoyen y fomenten un
aprendizaje autonomo. Para que sean los propios estudiantes, quienes estructuren su
aprendizaje, seleccionando el orden en el que examinardn los contenidos, el horario de
acceso a los contenidos seleccionados y el uso de los recursos multimedia.

En forma breve se ha expuesto el contexto en el que surge una investigacion, en la
que se asumen las expectativas que se tienen del uso de las TIC, en relacion con las
ventajas y desventajas que tienen para los docentes y estudiantes. El objetivo de la
investigacion, fue analizar las competencias que ponen en juego los docentes cuando
integran las TIC en su practica docente, durante el disefio de materiales educativos —en un
modelo B-learning- para la unidad de aprendizaje de calculo vectorial (Garcia 2015). En el
presente documento se reportan resultados parciales de esta investigacion, que atienden al
objetivo particular de analizar las ventajas y desventajas de diferentes tecnologias de
informacion y comunicaciéon de uso libre y comercial, que pueden ser utilizadas para
apoyar el aprendizaje significativo de los conceptos matematicos, en particular, en el
estudio del calculo vectorial.

Al respecto, se tiene que la agencia para la formacion de profesores del
departamento del Reino Unido (Llorente, 2008), recomienda como uno de los ejes de los
programas de formacion de profesores, formar a los profesores en el uso de diferentes
tecnologias digitales para la enseflanza de sus asignaturas, para incluirlas al planificar una
leccion, para elegir y organizar los recursos de las TIC de forma adecuada, para mantenerse
actualizados en las tecnologia digitales, para compartir sus practicas y reducir el nivel de
burocracia. Para esto se requiere de estudios en los que el uso de las TIC para la ensefanza,
sean objeto de analisis.

Elementos Tedricos

Sanchez (2002) considera que son dos las formas principales en que se utilizan las TIC en
educacion: en la primera, el proposito es el aprendizaje y las TIC coadyuvan a su
cumplimiento;, mientras que en la segunda, las TIC son en si mismas el fin, esto es,
aprender a utilizarlas. En la primera se hace necesario que exista un equilibrio entre la
concepcion de enseflanza que asume el profesor, las tecnologias que selecciona, la
metodologia que sigue, asi como la organizacion y el disefio de las actividades que se
proponen a los estudiantes, para garantizar la eficiencia de los aprendizajes (Baelo, 2008).

Baelo (2008) también expone otros elementos que no dependen solo del profesor, y
que son esenciales para lograr mejoras en los procesos de ensefanza y aprendizaje, estos
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elementos dependen en gran medida de las instituciones educativas: que el docente cuente
con bases tecnoldgicas, que disponga de un servicio de mantenimiento de las TIC, que
cuente con facilidad para acceder a los recursos didacticos, que exista un compromiso de su
institucion para la plena integracion de las TIC y que tenga acceso a programas de
formacion efectiva y continua en TIC.

En el mismo sentido, Llorente (2008) coincide con Baelo en tres puntos, afirma que
para que los profesores integren con éxito las TIC en su practica, deben asegurarse como
condiciones: que tengan facilidad de acceso a las mismas, que tengan una diversidad de
contenidos digitalizados y de buena calidad puestos a disposicion de los profesores para su
facil incorporacion, que estén capacitados para su utilizacion y que las estructuras
organizativas de los centros favorezcan su uso. Es en el segundo sentido, de contar con
contenidos digitalizados y de buena calidad, en el que se orienta este trabajo. Como una
forma de cuidar la calidad de los contenidos, en el disefio de las actividades se utilizo la
teoria de representaciones. Parnafes y Disessa, (2004) manifiestan que la reflexion de los
estudiantes esta ligada a la representacion y al contexto que utilizan, indican que cada
representacion resalta u oculta aspectos de un concepto, y que cuando los estudiantes hacen
uso de varias representaciones, desarrollan una comprension mas flexible de un concepto.
Las mismas autoras mencionan que la relacion entre diferentes representaciones, también
proporciona informacion de los procesos cognitivos de los estudiantes durante la resolucion
de problemas.

Meétodos y procedimientos

El método de investigacion utilizado se ubica en un enfoque cualitativo, y la fase del disefo
de la investigacion que se reporta en este trabajo se refiere a la produccion de materiales.
Para la producciéon de materiales interactivos, se incorporaron al grupo de trabajo dos
desarrolladores, que junto con el grupo de profesores llevaron a cabo la produccion.

Para la fase de produccion se tomaron en cuenta dos aspectos; disefiar las
actividades de acuerdo con la teoria de representaciones para el aprendizaje de las
matematicas (Parnafes & DiSessa, 2004), y disefar las actividades con software libre que
fuera compatible con la plataforma institucional MOODLE.

El tema matematico qué se incluyo en los materiales, fue el de funciones vectoriales
(Garcia 2014). Se revisaron cuatro textos para conocer el enfoque con el que se presenta el
tema, tanto en libros de fisica como de matematicas. En la tabla 1 se presentan los
elementos que se consideraron en la revision: la informacion inicial que propone el autor, la
notacion utilizada, la ayuda que propone el autor para introducir el tema, los elementos
teodricos de fisica que se utilizan para desarrollar el tema y el procedimiento matematico que
se sigue en cada texto, para llegar a las ecuaciones paramétricas que representan el
movimiento de un proyectil.

Se disefiaron dos tipos de material interactivo: a) Simulacidn del tiro parabolico y b)
Ejercicios interactivos, para cumplir con el objetivo de analizar las ventajas y desventajas,
de diferentes tecnologias de informaciéon y comunicacién de uso libre y comercial, que
pueden ser utilizadas para apoyar el aprendizaje significativo de los conceptos
matematicos; se analiza el trabajo de los dos desarrolladores con el grupo de profesores con
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Geogebra, Blender y Flash para realizar la simulacion del tiro parabolico asi como la
eleccion del software para distribucion o publicacion del material eXelearning y Sphinx.

Tabla 1. El estudio de proyectiles en diferentes libros de texto.

Elementos Stewart Larson, Hostetler | Thomas Resnick y
Thomas y Edwards Halliday.
Iniciales Vector de | Vector de posicion Vector de | Se analiza el
posicion en el | r(t) = x(@)i + y(2)j posicion movimiento en
tiempo r(¢) 7, =0i+0/ el plano XY
Ayuda Utiliza una | Utiliza dos graficas | Utiliza Se utilizan las
grafica para | para  apoyar  su | definiciones ecuaciones de
apoyar su | explicacion movimiento en
explicacion las direcciones
dexydey
Para Utiliza la | Utiliza las | Utiliza la | Se enfatiza que
analizar el | segunda Ley de | definiciones de | segunda ley de | en este tipo de
movimiento | Newton aceleracion, Newton movimiento la
de un velocidad y posicion componente
proyectil horizontal de la
aceleracion  es
cero
Para Resuelve la | Resuelve las | Resuelve la | Parte de las
determinar | ecuacion ecuaciones ecuacion ecuaciones
las ‘ diferencia v(t)=x'(¢)i+y'(t)j | diferencial a,=-g
ecuaciones v . d*r ' 4 =0
parametricas | .y g/ con V() =x"Oi+y O] | 42 =-&J C)(C) .
'co'n('hcmnes Con . V., =V, cos(b,)
iniciales condiciones 0o 0
W) = v, iniciales Vyo = Vosen(6y)
r(t)=0 r(0)=r,
t=0
GeoGebra

Su sitio web oficial es http//www.geogebra.org. En este sitio se encuentra una gran
variedad de contenidos y recursos digitales. También se encuentra una comunidad de ayuda
con diferentes foros, en el mismo sitio se se puede realizar la descarga de GeoGebra para
celulares, tabletas y computadoras (Geogebra, 2014).

Es un software libre y con una interfaz facil de utilizar, es posible valerse de ¢l
como herramienta para creacion de materiales interactivos e inclusive multiplataforma,
gracias a que su formato estd escrito en lenguaje Java. Entre sus caracteristicas, destaca la
de ser un software dinamico, es decir, permite conjugar una variedad de elementos de
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geometria, algebra y céalculo, de manera que es posible utilizarlo en varias ramas de la
ciencia como las matematicas o la fisica.

Para el desarrollo del material del tiro parabodlico, GeoGebra brind6 la posibilidad
de realizar applets dinamicos. El usuario puede modificar los valores para la aceleracion de
la gravedad, la absisa y la ordenada de la posicion inicial del proyectil, la rapidez inicial y
el angulo de inclinacion (figura 1).

Figura 1. Interface del estudio del movimiento de un proyectil.

Una vez disenado el applet dindmico, GeoGebra permitid exportarlo a distintos
formatos, PDF, imagen png, incluirlo en el cddigo LaTex, y HTML, lo cual represento una
enorme ventaja, ya que con esto se tuvo la posibilidad de ensayar con diferentes software
de distribucion eXeLearning o Sphinx (figura 2).

Figura 2. Formatos de Exportacion
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Blender

Al igual que GeoGebra, blender es un software gratuito, de codigo libre y
compatible con diversos sistemas operativos como Windows, Linux, Mac, etc. Es una
herramienta bastante poderosa que brinda la posibilidad de realizar animaciones, graficos
tridimensionales, videojuegos, etc. (Blender, 2013).

Una de sus principales caracteristicas es ser un software libre, otras ventajas son su
capacidad para el tratamiento de graficos, ya que brinda una amplia gama de herramientas
para dar interactividad a las animaciones. Utiliza lenguaje Python para controlar y
automatizar las tareas, y hacer simulaciones dindmicas.

Cabe destacar que su interfaz no resulta tan amigable, lo que se puede considerar
una desventaja para los profesores, ya que se requiere contar con alguna experiencia en el
area de la animacion para su uso (figura 3). En este sentido, no se consider6 viable dentro
de proyecto debido a que si se integraba un nuevo desarrollador, seria necesaria su
capacitacion en el manejo del mismo, ya que todavia su uso no se ha generalizado, como en
el caso de Flash.

Figura 3. Graficos en Blender.
Flash

El uso principal de ésta plataforma multimedia, es para la creacion de graficos,
animaciones, aplicaciones y juegos, que se elaboran usando graficos vectoriales, lo que
hace que el tamafio de los archivos sea pequefio (Adobe, 2016). Estas animaciones y
graficos pueden ser vistas por los usuarios utilizando Flash Player, una aplicacion para
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navegadores web, soportada por Windows, Mac y Linux, asi como a través de dispositivos
moviles. Usualmente se utiliza Flash para hacer las paginas web mas interactivas.

Después de explorar los recursos de GeoGebra y Blender se eligid trabajar con
Flash. La eleccion se realizd considerando la posibilidad de realizar trabajos futuros y de
integrar Flash con otros productos como: Dreamweaver, Photoshop, Illustrator y Flash
Professional Edge.

Se trabajo en el disefio de una simulacion del movimiento de un proyectil. La
animacion es un proceso utilizado para dar la sensacion de movimiento a imagenes o
dibujos o a otro tipo de objetos inanimados.

La animacion parte de una idea general, que surgi6 al tomar un ejercicio clasico de
los libros de texto de calculo vectorial para transformar ese ejercicio, en algo interactivo. El
ejercicio fue el de un jugador de futbol americano que patea una pelota y esta crea una
trayectoria parabdlica, que es el fendmeno a estudiar como una aplicacion de las funciones
vectoriales.

Para realizar la animacion del jugador y pelota, se necesitaron dos tipos de
movimientos del jugador, 1) el jugador corriendo, y ii) la patada. Una vez que el jugador se
encontrara cerca del balon debia detenerse y patearlo.

Para cambiar el estado de la animacion y de esta forma crear una simulacién, se
realizd un analisis de los elementos que intervienen en el tiro parabodlico: a) la rapidez con
que el balén inicia su recorrido; b) el angulo con que salé el balon; ¢) la fuerza ejercida por
la gravedad y d) considerar condiciones ideales para evitar la friccion.

Para obtener la trayectoria del balon, fue necesario crear una funcion de dibujo de
trayectorias diferentes que se obtuvieran al variar la rapidez y el angulo con el que salé el
balon al ser pateado por el jugador.

En la interface el usuario ingresa valores para el angulo de salida y la rapidez con
que inicia su recorrido el balon. Estos datos son guardados mediante una funcion que en el
cddigo sera llamada en un tiempo posterior, para obtener la trayectoria del baléon. Como se
observa en la figura 4, se agregaron botones para iniciar y reiniciar la simulacion. Al
presionar el boton PATEAR se observa al jugador pateando el balon, el balon entonces gira
hasta completar la trayectoria parabolica. El boton OTRO INTENTO regresa el balon a su
estado inicial y detiene la animacion.

La figura 4 es una interfaz basica de la que pueden derivar muchas mas, de acuerdo
con las necesidades que tenga el docente al ir avanzando en los temas del curso. Es posible
mostrar desde una trayectoria predeterminada hasta vectores tangentes en puntos
especificos de la trayectoria parabolica, o vectores de posicion.
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Figura 4. Simulacion disefiada con Flash.

En la siguiente etapa del proyecto se selecciond el software para la publicacioén o
distribucion del material; para esto se reviso el software eXelearning y Sphinx.

ExeLearning

Es una aplicacion de software libre que funciona como apoyo a los docentes para
publicar contenido web de una manera muy sencilla. Una ventaja importante de trabajar
con eXelearning es el poder exportar los archivos generados a distintos formatos como
SCORM o HTML, otra ventaja es la posibilidad de crear con esta aplicacion un sitio web
completo (eXeLearning, 2016).

Entre sus caracteristicas, destacan las herramientas (iDevices) para disefiar
contenidos interactivos como encuestas, cuestionarios, juegos, applets, etc. ExeLearning
tiene un entorno de trabajo amigable y los contenidos desarrollados en ¢l pueden utilizarse
desde cualquier navegador como Firefox, Chrome, Explorer, etc. (figura 5).

Figura 5. Entorno de trabajo eXeLearning.
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Sphinx

Es un software de codigo libre el cual, permite realizar la documentacién de un
proyecto de manera atractiva y sencilla. Su funcionamiento se basa en el lenguaje
reStructured-Text, que facilita la escritura de expresiones matematicas y permite tener una
vista previa de la documentacién generada. Al igual que eXeLearning, Sphinx, permite
diferentes formatos de salida para la documentacion, HTML, PDF, ePub (Publicacién
electronica de codigo abierto), texto plano, etc. (Sphinx, 2010). Para trabajar con Sphinx,
es necesario contar con el software Phyton, y tener alguna familiaridad con los comandos
de reStructured-Text.

Entre sus principales caracteristicas, se destaca la estructura jerarquica en la que
presenta la documentacion, mediante ramas y subramas, también permite generar una tabla
de contenido, cuenta con una barra para navegar por las diferentes paginas y por el
contenido de estas, incluye un buscador de palabras claves para localizar contenido
especifico en todo el sitio, el contenido se genera utilizando el lenguaje reStructuredText

(figura 6).

Figura 6. Pagina Web creada en Sphinx.

Una vez creado el material, la distribucion del material se realizo a través de
internet, mediante un sitio web. Para la creacion de este sitio se necesitaria de un dominio
en internet y un sitio para alojarlo, el registro de visitas y el uso de una licencia pare evitar
los problemas de copyright. La mayoria de estos requerimientos se cubrieron con las
herramientas que proporciona Google de forma gratuita, otros con programas de uso libre
con licencia GPL (General Public License).

Conclusiones
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El uso de GeoGebra contribuy6 para el analisis del movimiento de un proyectil y facilito el
realizar los calculos que fueron necesarios para las pruebas del funcionamiento de la
simulacion disefiada con flash.

eXelearning fue el software que brindo la opcidon mas sencilla para la creacion de
paginas web, sin necesidad de escribir demasiado codigo. Sin embargo se eligido Sphinx por
dos razones: ofrecer un buscador nativo de palabras claves y permitir el uso de Latex para
escribir términos matematicos ademas de interactuar sin problema con los otros programas,
esto debido a que funciona como un compilador.

Flash permiti6 crear la simulacion del jugador de futbol americano (app interactiva)
con una buena calidad de imagen y con la posibilidad de exportar el archivo para HTML,
Windows y Android y ser compatible con Sphinx.

En el presente documento se ha mostrado mediante un caso concreto, el trabajo
colaborativo que se requiere para el desarrollo de materiales digitales. En este proceso el
profesor tiene que desarrollar nuevas habilidades y conocimiento de diferentes tecnologias
digitales, de lo contrario no estard en posibilidad lograr el equilibrio entre su concepcion de
ensefianza, las tecnologias que selecciona la metodologia que sigue, asi como la
organizacion y el disefio de las actividades que se proponga a los estudiantes, para
garantizar la eficiencia de los aprendizajes como lo sefiala Baelo (2008).
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Resumen

En este articulo se describen los procesos de disefio y puesta en escena de un diplomado
ofrecido a profesores de matematicas de una universidad tecnologica del noroeste del pais.
A partir de la experiencia emanada de dichos procesos, se exponen, a manera de
conclusion, algunas reflexiones sobre los procesos de formacion docente en matematicas.

Introduccion

El reconocimiento de la necesidad de profesionalizacién constante de los docentes de
matematicas en los diferentes niveles educativos, ha abierto un campo de estudio
importante en Matematica Educativa. Aunado a lo anterior, la serie de cambios curriculares
implantados en el sistema educativo mexicano, ha derivado en la exigencia de que los
profesores modifiquen sus practicas docentes, incorporando en ellas nuevos enfoques,
nuevas formas de trabajo 4ulico, tecnologia digital, instrumentos diferentes para la
evaluacion del aprendizaje, por citar algunos elementos.

En este sentido, es muy frecuente encontrar programas dirigidos hacia la formacion
continua, formacién de profesores, capacitacion, actualizacion y desarrollo profesional
docente, los cuales son algunos de los términos que con mayor frecuencia han venido
utilizandose en el ambito educativo, para referirse a las acciones de formacion posteriores a
la titulacion del profesionista que ejerce la actividad docente y que buscan incidir en alguna
medida, en su practica profesional. Si bien es cierto, que detras de esos términos subyacen
diferencias tedricas, en este trabajo los consideraremos como sinénimos, y nos estaremos
refiriendo a ellos exclusivamente en el &mbito de las matematicas.

Una de las interrogantes que esta siempre presente, en las comunidades que se
dedican a disefiar proyectos de esta naturaleza, es qué ensefiar a los profesores, qué sentido
y orientacion debe darse a las acciones y proyectos que toman como objetivo, promover el
desarrollo profesional de los docentes de matematicas.

En este contexto, el trabajo que se presenta a continuacion tiene como propdsito
compartir la experiencia de disefio e implementacion del diplomado ‘“Problemas,
Tecnologia y Ensefianza de las Matematicas”, el cual fue ofrecido a un grupo de 23
profesores de una universidad tecnologica del noroeste del pais.

Las universidades tecnoldgicas (UT’s) nacieron en México en el afio de 1991. Su
modelo educativo se sustenta tanto en seis atributos, que enmarcan y orientan el desarrollo
curricular y su aplicaciéon; como en la funcién de vinculacion. (Cgut, 2015). Dichos
atributos son: calidad, pertinencia, intensidad, continuidad, polivalencia y flexibilidad. En
esencia, la formacion que se ofrece en este tipo de instituciones, estd orientada hacia la
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preparacion de técnicos superiores, licenciados o ingenieros, que estén en condiciones de
incorporarse de inmediato, a la planta productiva de la region donde se ubiquen dichas
instituciones.

Evidentemente, por las caracteristicas de sus egresados, los planes de estudio y
programas de materia en las UT’s estan muy orientados hacia el uso y aplicacion de los
contenidos en ellos establecidos, y esto es, particularmente notorio, en el caso de los
programas de los diferentes cursos de matematicas.

Marco tedrico-conceptual

Se considera importante que en este tipo de proyectos sean tomados en cuenta los planes de
estudio de las carreras, ademdas de los programas oficiales de las materias con los cuales
trabajan los profesores, en el entendido de que son los marcos generales en los que ellos
deben trabajar. Si, por otro lado, se estd interesado en promover la transformacion de las
practicas de ensefianza en los salones de clases de matematicas, es esencial que sean
incorporados aquellos resultados de investigacion que se pueden catalogar como estables en
los ya poco mas de 40 afios del surgimiento de la Matematica Educativa en México.

En esta ultima direccion, los resultados tedricos y practicos de la disciplina
(Matematica Educativa), que fueron tomados en cuenta tanto para el disefio de actividades
como para la puesta en escena son:

a) El papel de la resolucion de problemas en el aprendizaje y la ensefianza de las
matematicas. En este sentido, siguiendo las ideas de Godino (2000), se concibe al
aprendizaje de las matematicas, como un proceso que tiene como fin el desarrollo
de las habilidades necesarias, para llevar a cabo practicas actuativas y discursivas
con las que se analizan, interpretan y resuelven problemas matematicos. Interesa
ademas, la posibilidad de comunicar las soluciones encontradas, asi como la
descripcion y argumentacion de los métodos y procedimientos.

b) La naturaleza pragmadtica y contextual de los significados de los objetos
matematicos. Para quien estd interesado en la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas, un punto de partida debiera ser cuestionarse ;cudl es la naturaleza de
los objetos con los cuales se trabajard?; en otras palabras, debiera asumirse una
postura sobre la ontologia de los objetos matematicos. En tal direccion, se asume lo
declarado en el Enfoque Ontosemidtico de la Cognicion y la Instruccion
Matematica, (EOS) tal y como lo puntualiza Ibarra (2008):

13

en este sentido el EOS manifiesta una concepcion
pragmatica de los significados, ligada a las practicas
matematicas desarrolladas por los individuos y las instituciones
cuando resuelven situaciones problematicas; esta formulacion
toma en consideracion a la matematica en una triple acepcion:
actividad de resolucion de problemas, lenguaje simbdlico y
sistema conceptual 16gicamente organizado”. (p. 61).

Ademas, “los significados que los estudiantes asignan a los
objetos matematicos, estan determinados por el contexto de la
ensefianza, entendido éste como el conjunto de elementos
presentes en el proceso de estudio” (Avila, Ibarra y Grijalva
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2010, p.353).

La importancia y beneficio que el uso de las diferentes representaciones de los
objetos matematicos tienen en el aprendizaje de las matematicas. Estos son temas de
mucha discusion en el ambito de la matematica educativa, y con matices, son
elementos que varios autores han vuelto clasicos, por ejemplo Duval (1998).

El papel de las tecnologias digitales en los procesos de aprendizaje y ensefianza de
las matematicas.

La importancia del proceso comunicativo y del trabajo colaborativo en la ensefianza
y el aprendizaje en general y de las matematicas en particular. Los procesos de
ensefanza y aprendizaje de las matematicas requieren de la interaccion de los
individuos, En tal sentido se asume que el trabajo individual debe complementarse
con la realizacion de trabajo en equipo y en discusiones grupales, estudiando
situaciones problema en las que el estudiante pueda hacer conjeturas y ponerlas a
prueba, comunicar sus dudas y conclusiones a otros, refutar ideas y extraer
conclusiones. Se considera que son estos procesos de estudio de situaciones
problema, en combinacidn del trabajo individual, la discusidon y comunicacion entre
iguales por medio del trabajo en equipo y la guia adecuada del profesor, lo que dara
pie al desarrollo de las habilidades y competencias establecidas en los planes y
programas de estudio.

Estas reflexiones provienen de la influencia del planteamiento sociocultural
de Vigotsky, a quien se hace referencia asi:

Vygotsky fue un auténtico pionero al formular algunos postulados
que han sido retomados por la psicologia varias décadas mas tarde y
han dado lugar a importantes hallazgos sobre el funcionamiento de
los procesos cognitivos. Quiza uno de los mas importantes es el que
mantiene que todos los procesos psicologicos superiores
(comunicacioén, lenguaje, razonamiento, etc.) se adquieren primero
en un contexto social y luego se internalizan. (Carretero, s/f).

Metodologia

Para la etapa del disefio y puesta en escena se realizaron bdsicamente las siguientes
acciones:

a)
b)
c)
d)
€)
f)
g)

Revision de los planes y programas vigentes en la UT de interés.
Seleccion de los contenidos matematicos.

Determinacion del enfoque didactico a promover.

Seleccion de las tecnologias digitales de apoyo.

Estructuracion del diplomado.

Disefio de actividades.

Puesta en escena.
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h) Retroalimentacion constante a partir de las experiencias en el aula, para afinar los
detalles pertinentes (tiempos asignados, profundidad en el tratamiento de los
contenidos, etc.).

1) Retroalimentacion y evaluacion del disefio y su ejecucion.
Exposicion de la propuesta

En estos términos se establecieron como propositos del diplomado, que los profesores
lograran ampliar:

a) Su conocimiento y comprension sobre el papel de los contextos (académicos,
profesionales y sociales) en el estudio significativo de las matematicas.

b) Su conocimiento y comprension sobre el papel de las secuencias de situaciones
problematicas, que dan significado a los contenidos matematicos que se trabajan en
la educacion tecnoldgica superior.

¢) Sus conocimientos y habilidades, sobre el uso de recursos tecnologicos y entornos
virtuales para generar ambientes de aprendizaje de las matematicas adecuados a los
tiempos actuales.

Para lograr los objetivos antes propuestos, el diplomado se estructur6 en tres
moddulos independientes, con cuatro sesiones de trabajo cada uno. Dicha estructura es:

Modulo 1: Situaciones problema y uso de tecnologia. Algunos Topicos de
Aritmética y Ecuaciones.

Sesion 1. Proporcionalidad.

Sesion 2. Series y Ecuaciones Lineales.

Sesion 3. Sistemas de Ecuaciones Lineales. Parte 1.
Sesion 4. Sistemas de Ecuaciones Lineales. Parte 2.

Modulo 2: Situaciones problema y uso de tecnologia. Algunos Toépicos de
Funciones y Matrices.

Sesion 1. Matrices.
Sesion 2. Funciones Lineales y Cuadraticas.
Sesion 3. Funciones Cuadréticas y Cubicas
Sesion 4. Otras funciones.

Modulo 3: Disefio y Uso de Materiales de Ensefianza.
Sesiones 1 y 2. Uso de materiales de ensefianza.
Sesiones 3 y 4. Disefio de situaciones de ensefianza.

En los dos primeros moédulos, el énfasis en las actividades propuestas fue dirigido a
mostrar, mediante casos concretos, la importancia y las posibilidades de integracion de tres
elementos que actualmente se consideran bésicos para la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas: resolucion de problemas, uso de tecnologia digital y el conocimiento
matematico.
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Cada una de las situaciones que se trabajaron incorpora esas tres componentes, en
un esfuerzo encaminado hacia la sensibilizacion de los profesores participantes, sobre
diversas opciones que existen en el medio, para realizar acciones esenciales en su ejercicio
como profesores de matematicas: la planeacion, el disefio y la puesta en escena de las
llamadas “actividades didacticas”. Finalmente, en el médulo 3, mediante trabajo tipo taller,
se promovid la construccion y presentacion de propuestas de ensenanza, disefiadas
colegiadamente por los profesores participantes.

Las sesiones se condujeron forma dinamica, buscando en todo momento la
participacion de los asistentes a partir de la programacion de las actividades disefiadas
exprofeso. De acuerdo al criterio del conductor, se programaron momentos de trabajo
individual, por equipo o grupales. El proceso de estudio de cada tema involucro6 aspectos de
caracter matematico, tecnologico y analisis didactico.

A continuacidon, se mostraran algunas de las actividades que forman parte de
algunos de los moddulos, los cuales se pueden encontrar completos en la direccion
electronica http://187.210.129.2 14/moodle/course/index.php?categoryid=1. Cabe hacer la
aclaracion que dichas actividades no necesariamente apareceran secuenciadas en esta
presentacion.

Ejemplo 1. Mddulo 1. Sesion 1
Actividad 1. Qué enseflamos cuando ensefiamos

En alguna ocasion se ha usted preguntado ;qué significa ensefiar matematicas? ;Qué quiere
decir ensenar algebra, aritmética, calculo y/o geometria? Cuestionamientos como €stos son
poco frecuentes entre el profesorado, debido a las practicas docentes que por muchos afios
han prevalecido entre los profesores de los distintos niveles educativos.

1. Un profesor de matematicas inicia el estudio del tema sistemas de ecuaciones lineales
planteando a sus estudiantes el siguiente problema: En una lucha entre moscas y araias
intervienen 10 cabezas y 72 patas. ;Cuantos luchadores habia de cada clase? Recuerda
que una mosca tiene 6 patas y una araia 8 patas.

a) Resuelva el problema.

b) Si Usted planteara este problema a sus estudiantes, ;Qué esperaria qué le
respondieran? ;Coémo cree Usted que lo resolverian?

¢) (Le parece apropiada la seleccion del problema que hizo el profesor? ;Por qué?

2. Otro profesor que trabaja en la misma escuela que el maestro anterior, selecciona el
problema siguiente: En la granja “La Nortenita”, propiedad de don José, éste ha envasado
61 litros de leche en veinte botellas de dos y cinco litros. ;Cudantas botellas de cada tipo ha
utilizado don José?

a) Resuelva el problema.

b) Si Usted planteara este problema a sus estudiantes, ;Qué esperaria qué le
respondieran? ;Coémo cree Usted que lo resolverian?

¢) (Le parece apropiada la seleccion del problema que hizo el profesor?

d) (Cual de las dos situaciones planteadas le parece mas apropiada y por qué?
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Las respuestas de Agustin

El problema de la guerra entre moscas y arafias fue planteado a Agustin, un inquieto
estudiante de sexto afio de primaria. Se reproduce a continuacion la explicacion que dio a
Su maestro.

“Mire, profe. Esta facil.”, dice, mientras toma el gis y empieza a dibujar en el

pizarrén (Figura 1):

af g
5 b dxbren

Figura 1. Tlustracion de Agustin

- Haga de cuenta que estos son los diez animales que tenemos en la lucha. Si a cada
uno le acomodo seis patas, ya tengo 60. Me faltan 12 por acomodar. Entonces voy
poniendo otras dos patitas mas a cada animal hasta que me acabo las patas (Figura

W AT B A
5 bbb

Figura 2. Solucion que Agustin da al problema de las moscas y las araias

&2

- Eso quiere decir que son seis arafias y cuatro moscas. Mejor hubiera puesto que
son seres extraterrestres. Hubiera estado mas emocionante su problema.

a) (Qué opina de la respuesta que dio Agustin?

b) ¢Podria utilizar la estrategia de Agustin para resolver el problema de la granja “La
Nortefiita”? Escriba su procedimiento a continuacion.

c) (Qué reflexiones le dejan los planteamientos que hasta este momento se han hecho?
Ejemplo 2. Mddulo 1. Sesion 2
Actividad 12. Un problema mundial. Trabajo individual

Del 19 al 21 de noviembre de 2014 se celebr6 en la ciudad de Roma, Italia, la “Segunda
Conferencia Internacional sobre Nutricion”, (CIN2, 2014), por sus siglas, convocada por la
Organizacion de las Naciones Unidas para la Alimentacion y la Agricultura (FAO).

De la pagina web http://www.fao.org/about/meetings/icn2/es/, de dicha
organizacion tomamos la descripcion siguiente sobre la CIN2: ...fue una reunién
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intergubernamental de alto nivel que centré la atencion mundial en la lucha contra la mal nutricién
en todas sus formas. Mas de 2 200 participantes asistieron a la reunion, incluyendo representantes
de mas de 170 gobiernos, 150 representantes de la sociedad civil y cerca de 100 de la comunidad
empresarial... Los gobiernos participantes en la conferencia, aprobaron los dos principales
documentos resultantes de la CIN2 —Ia Declaraciéon de Roma sobre la Nutriciéon y el Marco de
Accion—, que comprometen a los lideres mundiales, a establecer politicas nacionales encaminadas
a la erradicacion de la desnutricion y a la transformacion de los sistemas alimentarios, para
conseguir que las dietas nutritivas estén disponibles para todos.

Del primero de los documentos mencionados, la Declaracion de Roma sobre la
Nutricion, retomamos los parrafos siguientes:

e 12. Observamos con profunda preocupacion que, a pesar de los
significativos logros alcanzados en muchos paises, en los ultimos decenios
se han hecho progresos modestos y desiguales en la reduccion de la
malnutricion y las cifras estimadas indican que:

e ¢) el sobrepeso y la obesidad, entre nifios y adultos por igual, han venido
aumentando rdpidamente en todas las regiones: en 2013 habia 42 millones
de nifios menores de cinco afos afectados por el sobrepeso y en 2010, mas
de 500 millones de adultos afectados por la obesidad;

o ) los factores de riesgo dietético, junto con una actividad fisica inadecuada,
explican casi el 10 % de la carga mundial de la morbilidad y la discapacidad.

En correspondencia a lo anterior, en el documento Marco de Accion (2014)
encontramos la:

e Recomendaciéon 21: Emprender campanas de comercializacion social y
programas de comunicacion sobre cambios en el estilo de vida que promuevan
la actividad fisica, la diversificacion dietética y el consumo de alimentos ricos
en micronutrientes tales como frutas y hortalizas, con inclusion de alimentos
locales tradicionales y tomando en cuenta las consideraciones de indole
cultural, asi como mejoras en la nutricion materno infantil, practicas de cuidado
apropiadas y la lactancia materna y alimentacion complementaria adecuadas,
orientadas y adaptadas a los diversos publicos y grupos de interesados dentro
del sistema alimentario.

a) ;Qué comentarios puedes hacer con respecto a la lectura anterior?
Actividad 13. El indice de grasa corporal. Trabajo Individual

El contexto que se ha planteado es indicativo de que existen muchos
problemas ligados a la nutricion de los seres humanos, algunos de los
cuales, estan en camino a convertirse en peligros para la supervivencia de
la especie humana.

En la parte que sigue presentaremos algunas tematicas que tienen que ver
con el contexto de partida. Iniciaremos planteando la siguiente pregunta:

( Como saber si nuestra salud esta en riesgo debido a nuestro peso?

a) (Tiene Usted alguna informacion al respecto?
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Existen una serie de criterios que utilizan los nutridlogos y especialistas en
acondicionamiento fisico, para responder la pregunta anterior. Entre los mas conocidos
estan el Indice de Masa Corporal, (denotado como IMC y que se calcula como el cociente
que resulta de dividir el peso P de la persona en kilogramos entre el cuadrado de su estatura
E medida en centimetros), el perimetro de la cintura y el Iindice de Grasa Corporal (IGC).

En nuestro caso, para los fines que nos interesan, nos centraremos en el llamado
Indice de Grasa Corporal, el cual, tal y como su nombre lo indica, nos da informacion sobre
la proporcion de grasa que nuestro cuerpo contiene.

La expresion matematica utilizada para determinar el IGC es conocida como la
formula de Deurenberg, y se muestra a continuacion:

IGC (% de masa grasa) = 1.2 (IMC) + 0.23 (Edad en aios) - 10.8 (sexo) - 5.4
Si eres vardn en “sexo” debes poner “1” y si eres mujer “0”.

Como complemento al IGC, se dispone de la tabla 1, que da una categorizacion
tanto para hombres como para mujeres, en dependencia de los valores que tome el citado
indice.

Tabla 1. Valores para el calculo del indice.

Categoria Mujer Hombre
Grasa esencial 10-12% 2-4%
Atletas 14-20% 6-13%
Fitness (deportista) | 21-24% 14-17%
Aceptable 25-31% 18-25%
Obesidad 32% o mas | 26% o mas

b) Calcula el IGC para los casos que se muestran en la tabla 2:

Tabla 2. Datos (Sexo, Edad, Estatura y peso).

Caso| Sexo | Edad | Estatura (en metros) | Peso (Kg) | IMC | IGC | Categoria
1 | Muyjer 30 1.65 50
2 | Mujer 25 1.55 105
3 | Hombre | 40 1.70 95
4 | Hombre | 52 1.80 155

¢) De acuerdo con sus célculos, ;cudl de los casos anteriores requeriria atencion médica
para prevenir posibles problemas?

IT) Adaptando la ecuacion de Deurenberg.

a) Si la persona del Caso 2 quisiera tener un IGC del 30%, el cual se considera
aceptable, ;cuantos kilos de peso debera bajar?
b) ¢(Qué pasara con la persona del Caso 1?
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c) Haga un andlisis semejante para que las personas de los Casos 3 y 4 estén
también con un IGC que los categorice en la opcidon “aceptable”.

Actividad 14. Controlando el peso para poder normalizar el IGC. Trabajo en equipo.
A partir de este momento, le pedimos se integre a algiin equipo de 3 profesores.

a) Siempre es conveniente que los especialistas en nutricion o médicos en general hagan un
seguimiento cuidadoso de la evolucion de su paciente. Las exploraciones anteriores
podrian ayudarnos para proponer al médico responsable del cuidado nutricio de una
persona algln tipo de recurso, cuya informacion sirva para alertar a dicha persona cuando
se esté acercando a niveles riesgosos de IGC.

Intenten elaborar una propuesta al respecto, argumentando las consideraciones que
formularon para llegar a su propuesta. Tome como base la expresion de Deurenberg.

Por nuestra parte, le proponemos la siguiente posibilidad. Regreso al trabajo
individual.

b) Asumamos como nuestro sujeto de estudio a la persona denominada Caso 2, que se habia
manejado con anterioridad. De acuerdo con los datos proporcionados y los célculos que
aqui se realizaron, llegamos a que:

Caso | Sexo Edad | Estatura Peso IMC IGC Categoria

2 Mujer 25 155 105 43.7 52.14 Obesa
Figura 5. Datos del caso 2.

IGC = 1.2 (43.7) + 0.23 (25)- 0- 5.4 = 52.14%

Lo que debe llevar al experto a considerar, que se trata de una persona en riesgo de
contraer enfermedades asociadas a su obesidad. ;Coémo puede el médico hacer
recomendaciones pertinentes a la paciente? Aqui presentamos la siguiente alternativa.

Si aceptamos que la estatura de una persona de esta edad se mantiene constante, que
su edad también sera constante en un lapso determinado (obviamente en tanto cumple un
afio mas), y que el resto de los términos también son constantes, podemos asumir que la
expresion matematica para calcular el IGC en este caso particular, se transformara en:

P
IGC = 1.2———— 0.35 = 0.4995P — 0.35 ~ 0.5P — 0.35
(1.552)

Vamos a graficar la relacion anterior con el software GeoGebra, pero como éste no
acepta las variables /GC y P, lo introduciremos con la notacion y = 0.5x — 0.35.

Abra el archivo INDICE DE GRASA CORPORAL CASO 2.ggb. Al abrirlo, se vera
la pantalla de la figura 3.
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Figura 3. Pantalla principal del archivo: INDICE DE GRASA CORPORAL CASO 2.ggb

Ahora utilice la opcion Inspeccion de funciones, que se encuentra en el meni ABC
(Texto) de GeoGebra. Est4 sefialada con la flecha en la figura 4:

Figura 4. Opcion Inspeccion de funciones,

Una vez que haya seleccionado la opcion “Inspeccion de funciones”, posicionese
sobre los puntos C y D que aparecen en la grafica. Aparecerd una tabla con cierta
informacion ;Qué parte de dicha informacion le resulta Util en la situacion que se esta
analizando?

¢) Tome el Caso 4 y haga un ejercicio semejante al que realizamos en el inciso b). Para ello,
en la opcion Archivo, seleccione la opcion Nuevo, y en la Barra de Entrada (sefialada por la
flecha) escriba la expresion que necesite. (Figura 5)
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Figura 5. Opcidn de la barra de entrada

Una vez hecho esto aparecera la grafica deseada. Vaya a la opcion “Inspeccion de
funciones” y con el puntero sefiale la grafica. Desplacese por la grafica segiin los valores
que le interesen y escriba alguna conclusion sobre la tematica tratada con relacion a su caso
de estudio.

Guarde su archivo con el nombre Caso4.ApellidoPaterno.ggb y subalo a su espacio
en plataforma.

Actividad 17. Analisis didactico. Trabajo en equipo.

a) ¢Cuales son los elementos matematicos que intervinieron y emergieron a partir del
trabajo realizado en las Actividades 12 a 16?

b) (Cuadles son los elementos de apoyo tecnoldgico que fueron utilizados en ambas
actividades? ;Qué papel jugaron en el desarrollo de dichas actividades?

¢) Retlnase con su equipo y propongan una actividad didéctica que pudiera tener como
apoyo el contexto y los archivos de GeoGebra que se le han proporcionado en serie
de actividades.
Identifiquen en su propuesta:

1) Contexto utilizado. ;Es intra matematico o extra matematico?

2) Cuales son los elementos matematicos que intervienen y cuéles son los que se
espera que surjan como producto de la actividad

3) En qué consiste el apoyo tecnologico y qué papel juega en el desarrollo de la
actividad.

4) El aprendizaje que pretenderian lograr con sus estudiantes.

Experimentacion

Como ya se sefialo, la puesta en escena de este diplomado se realizd con un grupo de 23
profesores de matematicas de una universidad tecnologica. Tuvo una duracion de 120
horas, repartidas en 12 sesiones semanales (cuatro por méddulo) y se llevo a cabo en el
periodo comprendido entre el 25 de mayo y el 29 de agosto de 2015.

Cada moédulo contempld 40 horas de clase, distribuidas en sesiones de trabajo tanto
presencial (en fin de semana), como virtual (durante la semana completa).
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El equipo a cargo del disefo estuvo integrado por 3 personas, y el grupo a cargo de
la puesta en escena con los profesores fueron 8 individuos, incluyendo entre €stos a los 3
responsables del disefio.

Resultados

Las expresiones iniciales de los participantes fueron con relaciéon a la naturaleza de las
actividades, pues declararon que originalmente pensaron que se trataria de un diplomado
donde aprenderian el uso de cierta paqueteria matematica. Por tales motivos, sus primeras
expresiones fueron de sorpresa al empezar a percatarse de la amalgama que se les estaba
presentando: problemas, tecnologia y ensefianza de las matematicas.

Resultd muy evidente que los recursos matematicos y didacticos de la mayoria de
estos profesores estan limitados, aunque no su creatividad. En el caso del conocimiento
matematico esto puede deberse a su formacion profesional, puesto que la mayoria son
ingenieros, lo que ocasiona que tengan una vision muy ligada al caracter utilitarista de la
matematica, con poca profundizacidon conceptual.

En el terreno de la didactica, su formacién es todavia mas restringida, aunque
algunos han tomado cursos sobre desarrollo de competencias, métodos alternativos de
ensefianza, etc. A pesar de ello, su creatividad como ingenieros les permitiéd advertir,
conforme iban desarrollandose los temas, algunas variaciones interesantes a las actividades
propuestas. De igual manera, quizd debido a su experiencia como docentes, han
desarrollado cierta sensibilidad e interés por conocer qué hay en el terreno de la didactica
de las matematicas.

Elementos que llamaron su atencion, fueron el uso de las preguntas como medio
para generar la actividad cognitiva del estudiantes, y como esto se potencia con el trabajo
por equipo y grupal. Algunos manifestaron interés en buscar, desde sus propias
especialidades, contextos que resultasen atractivos para construir futuras actividades.

En términos de la tecnologia digital con la que se trabajo, quien mayor impacto les
causO fue GeoGebra. Los recursos de arrastre y los deslizadores resultaron sorprendentes
para ellos y les despertaron un gran entusiasmo. En este aspecto hubo que insistir en que
este software no es autobnomo, y que aunque es muy potente, requiere de cierto manejo
matematico y claridad sobre los propdsitos con los que debe usarse.

En la sesion final del diplomado, se dedicod un espacio para recibir retroalimentacion
de parte de los profesores, con respecto a las experiencias que vivieron durante el
diplomado. De entre las expresiones mas frecuentes, estan aquellas que en las que se
manifestaba sorpresa ante el contenido mismo de las actividades. Esto es, a pesar de que
muchos de ellos tienen formacion profesional dentro del campo de la ingenieria, declararon
que poco recurren a buscar situaciones del entorno para el trabajo de sus clases de
matematicas.

Otro aspecto en el que manifestaron sentirse satisfechos, fue ante la oportunidad de
conocer otras estrategias para el desarrollo de su propia actividad dentro del aula, asi como
el hecho de iniciarse en el manejo de software desconocido para ellos (GeoGebra, Excel,
Microsoft Mathematics), que puede introducirse en los salones de clases como un poderoso
auxiliar.
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Una preocupacion expuesta fue como es que se evaluan los procesos de aprendizaje
de los estudiantes, con abordajes de estudio como el que conocieron, concluyendo
finalmente con el gran reto que les significa modificar sus practicas docentes.

Una experiencia interesante fue la propuesta de constituirse en una comunidad de
practicas, para continuar trabajando, ahora como un colegio de profesores, en el disefo
autonomo de sus propios materiales de trabajo.

Conclusiones

Se considera pertinente establecer conclusiones desde dos perspectivas. La primera de ellas
es la que tiene que ver con la necesidad de que los resultados emergidos de la investigacion
en matematica educativa, empiecen a verse reflejados en el ambito educativo, via el disefio
de materiales para la ensefanza que estén al alcance de los profesores.

Por otro lado, también se considera relevante que dichos materiales, como es el caso
que se reporta, puedan servir de base para estructurar propuestas de desarrollo profesional
docente. Es indudable que el trabajo con profesores es muy rico en experiencias, pues
emergen, de manera natural, las concepciones que ellos tienen sobre lo que es la
matematica, su ensefianza y su aprendizaje. En la experiencia que se reporta, se encontrd
que dichas concepciones son las tradicionales y se traducen en practicas de ensefianza,
también tradicionales.

Esta inmersion en este escenario, con profesores de formacion profesional
disimbola, pone de manifiesto la necesidad de establecer espacios institucionales de
desarrollo profesional docente, donde se dé cabida y curso a sus inquietudes, donde se
pueda interaccionar con ellos para establecer procesos de reflexion guiada, que de verdad
contribuyan a modificar su actividad cotidiana.

Llama la atencion que uno de los aspectos que los profesores participantes mas han
valorado, es la posibilidad de contar con un espacio que de alguna manera pretende
reproducir el aula donde ellos trabajan, y en el cual tienen la oportunidad de discutir,
argumentar y reflexionar de manera colegiada sobre sus propias practicas.
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Resumen

Se describen los resultados de la investigacion realizada y aplicada en el area de ingenieria,
como una propuesta para la ensefianza del concepto de diferencial empleando tecnologia,
con el objetivo de que los estudiantes que utilizan las matematicas como herramienta,
puedan comprender el concepto de diferencial y aplicarlo en situaciones problematicas que
asi lo requieran, por ejemplo en célculo de volumenes, velocidades y errores. Se hace uso
de la Teoria de Situaciones Didacticas, como sustento tedrico de esta investigacion, asi
como del software Wolfram Mathematica como soporte visual para el docente.

Introduccion

La ensenanza del calculo, en areas como la ingenieria, presenta dificultades que se ponen
de manifiesto una vez que se tratan de abordar conceptos como el de diferencial, donde a su
vez, intervienen diversos conceptos (el de funcion, limite, cantidades contantes y variables,
etc). La mayoria de los fendémenos que se estudian en esta area se trabajan en variables
continuas; por esta razén resulta imperioso realizar el analisis variacional mediante la
construccion de las diferenciales, que permitan llegar a la determinacion de una funcion con
la cual se podra evaluar o diagnosticar el comportamiento del fendmeno en cuestion.

Este trabajo tiene por objetivo realizar una propuesta didactica, que contribuya a
analizar las dificultades que los estudiantes de ingenieria tienen para lograr la comprension
del concepto de diferencial y sus aplicaciones de una manera intuitiva, presentando una
alternativa, en la que el docente haga uso de herramientas computacionales a su alcance, y
presente algunas animaciones con las que los alumnos puedan visualizar de manera clara
cada uno de los términos que intervienen en el objeto, apropidndose de esta manera del
concepto de diferencial.

Marco tedrico

El concepto de diferencial aparece por primera vez, en uno de los primeros libros de
calculo, titulado “Analyse de infiniment petits pour l’intelligence des lignes courbes”,
(L’Hopital, 1696), donde describe lo que ¢l llamo diferencia como “la parte infinitamente
pequefia en la que una cantidad variable aumenta o disminuye continuamente”.

En la actualidad, el concepto de diferencial se establece como:

Supoéngase que y = f(x) es diferenciable en x, y que dx es la diferencial de la
variable independiente x, denota un incremento arbitario de x. La diferencial dy
correspondiente de la variable independiente y se define como dy = f (x) dx (Purcell y
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Vaberg, 1978); geométricamente el diferencial se representa como se muestra en la figura
1.

Ay
P(xg yod dy
9
i Ax
Xo Xo + Ax

Figura 1. Representacion Geométrica de la diferencial de y = f(x).

Para hacer un andlisis de este objeto matematico, tomamos como referente tedrico la
Teoria de Situaciones Didécticas, (Brousseau, 1986), cuya premisa radica en que el alumno
aprende observando al mundo y formulando hipotesis a partir de sus conocimientos
previos, es decir, adaptandose a un medio, creado por el propio docente, que es productor
de contradicciones, dificultades y desequilibrios, que se manifiestan en respuestas nuevas
que constituyen una prueba del aprendizaje obtenido.

Se define una situacion didactica como:

Un conjunto de relaciones establecidas explicita y/o implicitamente entre
un alumno o un grupo de alumnos, un cierto medio (que comprende
eventualmente instrumentos u objetos) y un sistema educativo (representado
por el profesor) con la finalidad de lograr que estos alumnos se apropien de
un saber constituido o en vias de constitucion” (Brousseau, 1986, p. 35).

Para Brousseau, “... didéctica no consiste en ofrecer un modelo para la ensefianza
sino en producir un campo de cuestiones que permita poner a prueba cualquier situacion de
enseflanza, y corregir y mejorar las que se han producido, formular interrogantes sobre lo
que sucede” (Brousseau, 1998, 2007), menciona ademds que es necesario que el proceso
didéctico tome en cuenta cuatro diferentes tipos de situaciones: La situacion de accion, que
consiste en elegir directamente los estados del medio, donde cada participante toma la
responsabilidad de seguir el contrato didactico (reglas del juego) estipulado; La situacion
de formulacion, en ésta sale a flote la capacidad del estudiante para retomar sus
conocimientos previos y construir estrategias basadas en éstos que le permitan presentar
una solucion al problema planteado; La situacion de validacion, donde el estudiante
construye estrategias para comunicar y defender ante sus colegas, con argumentos bien
fundamentados aquellas estrategias planteadas; y La situacion de institucionalizacion,
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donde el docente se encarga de describir lo sucedido y vincularlo con el conocimiento en
cuestion.

Consideramos que este esquema es ideal para presentar situaciones de clase, en las
que el alumno comprenda lo que el maestro plantea, tomando como base el medio diseniado
previamente por el propio maestro, en el que se ven reflejados los analisis que el docente ha
realizado sobre el tema, de forma que su objetivo es que se produzcan aquellos saberes para
los cuales la situacion es planteada.

Metodologia

Las actividades planteadas se realizaron siguiendo la estructura de la Ingenieria Didactica
como metodologia de investigacion, la cual se divide en cuatro fases, a saber:

e Analisis preliminar, dentro de éste se realizan tres diferentes analisis, los cuales se
describen a continuacion:

o Analisis Epistemoldgico, en éste se destacan las aportaciones de Leibniz y
Cauchy, donde el primero introduce la diferencial dx y las reglas basicas del
calculo diferencial d(x + y) = dx + dy y d(xy) = xdy + ydx, y el
segundo desarrolla la generalidad la teoria de funciones continuas y formula los
conceptos y procesos fundamentales del calculo para ese tipo de funciones en
los términos en que actualmente se presentan (Flores, Valencia, Davila, y
Garcia, 2008).

o Andlisis Cognitivo, rescatamos que en la ensefianza del calculo en los niveles
medio superior y superior, no se hace énfasis en la naturaleza compleja del tipo
de cantidades (infinitamente pequefias), que se manejan (Sierpinska, 1995), que
conllevan a que un nimero considerable de alumnos no logre reconocer como
diferencial la cantidad o funcion que opera en las integrales y en las ecuaciones
diferenciales.

o Analisis Didéactico, donde se hace énfasis en que “si se representa por dx un
incremento arbitrario elegido de la variable independiente x para un

punto P(x,y) en la curva y = f(x), entonces en la derivada % =fx)=tgr,

dy representa el incremento correspondiente de la ordenada de la tangente en P
(Granville, 2001)

e Concepcion y andlisis a priori. En base a los resultados del analisis preliminar, se
estructura una secuencia conformada por tres actividades:

o Actividad 1. Determinacion de saberes previos, mediante la respuesta a un
cuestionario en el que se indaga acerca de diferentes conceptos que se
involucran en la diferencial.

o Actividad 2. Planteamiento de un problema practico de la ingenieria, con la
finalidad de que el alumno distinga entre los términos “infinitamente pequefio”
(no medible y usado en el célculo) y “finito” (medible y usado en aritmética) a
través de su aplicacion en una animacion desarrollada mediante el software
Wolfram Mathematica, en la que los elementos de la diferencial (véase figura 1),
son presentados en el contexto del problema; de forma que los estudiantes
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visualicen la grafica y los valores correspondientes, guiados por una serie de
preguntas que los llevaran a entender la razon de cambio que se origina al
manipular la grafica, todo esto con el objetivo de que vayan observando la
variacion que se presentaria en la maquina del problema, lo que intuitivamente
los llevara al concepto; posteriormente el maestro hara una institucionalizacion
de los términos que se estuvieron observando.

o Actividad 3. El profesor manipula la animacion al mismo tiempo que explica la
relacién entre variabilidad en el error planteado en el problema (longitud vs
peso), tiene el objetivo de que los alumnos puedan relacionar el tratamiento
formal de los términos variable, constante, finito, infinitamente pequefio, etc.,
con aquellos elementos que se presentan en el problema planteado, de tal forma
que una vez que tienen la nocidon de su comportamiento, el maestro tenga
elementos para encausar su conocimiento y llevarlo a la conceptualizacion del
mismo.

Experimentacién

La puesta en marcha se desarrollé con un grupo de 12 alumnos del 6° semestre de la carrera
de Ingenieria en Mecatronica de la Universidad Politécnica de Zacatecas; el desarrollo de
las actividades se realizé de la siguiente manera:

Actividad 1. Respuesta, de manera individual, al cuestionario de diagnostico (fase de
accion), consistente en una serie de preguntas basadas en “qué entiendes por...”, para
hacer notar que los alumnos cuentan o no con los conocimientos previos necesarios
para la siguiente actividad; esta fase tuvo la participacion de todos los integrantes del
grupo. Un ejemplo lo observamos en la figura 2.

Figura 2. Ejemplo de respuesta de la fase de accion.

Actividad 2. Conformacion de cuatro equipos de tres integrantes cada uno, para la
soluciéon conjunta del problema practico guiado por un instrumento (fases de
formulacion y validacion). En esta se les plantea un problema del error propagado por
el peso por el error en la longitud que comete una maquina en la fabricacion de una
pieza cuya longitud debe ser de 50 mm, sabiendo que dicha maquina comete errores no
mayores a 0.32 mm, utilizando como herramienta la grafica animada disefiada para que
los equipos la manipulen y a la par vayan contestando el cuestionario; después de
entender el problema y manipular la herramienta, cada integrante del equipo emiti6 sus
comentarios al respecto, en la mayoria de los casos, se logro que los integrantes
debatieran acerca de sus posibles respuestas, logrando consensar la respuesta que
posteriormente emitiria el equipo.
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Figura 3. Ejemplo de respuesta de las fases de validacion y formulacion.

Actividad 3. Institucionalizacion. El profesor proyecta la grafica para que todos los
alumnos accedan a ella, conforme la manipula va explicando paso a paso en el
problema (véase la figura 4), al mismo tiempo que va relacionando los procesos y las
variables conforme los datos estan cambiando, contextualizando asi, los objetos
matematicos que intervienen en el proceso de la comprension de la diferencial.

Figura 4. Manipulacion del programa con diferentes valores del error.
Andlisis y Resultados

Como se explico anteriormente, el objetivo de la actividad 1 era diagnosticar el
conocimiento del concepto de diferencial y los saberes requeridos para la solucion de un
problema relacionado con este tema.

Las respuestas de los estudiantes se clasificaron en tres niveles: fuera de contexto,
aproximada y comprensiva, en la figura 5 se presenta un ejemplo de la categorizacidon que
se realizo.
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No. Pregunta Tipos de respuestas
2) Respuestas fuera de contexto. *...es wna cantidad may fing... "(4 alumnos)

1 (Qué  entiendes  por |b) Respuests aproximada. “.... wna confidad que tiene wn limite y se puede contar...”(2
cantidad finita? alummoe)

c) Respuesta comprensiva. “... Jue fiene fin, es una cantidad contable de la que podemos saber
cudl es su cifra... (6 alumnos)

2) Respuestas filera de contexto.”...cantidod variable es gue al sacar un resuliado de un
problema puede variar ..y una cantidad constante puede que no es ol resuitado... "(1 ahmmnos)

2 JQué  diferencia  hay
entre cantidad variable v | k) Respuests aproximada. “...cantidad vaviable puede ser diferente... y cantidad consiante es
cantidad constants? i cantidad fija... (1 alumno)

c) Respuesta comprensiva, =... La comtladad vaviable cambia y la constamte ne... "(10 alumnos)

2) Respuestas fuera de contexto.”...re emtiende por lar coordenadas ¢ los gies ,, v .72
ahmmnos)

3 iQué  entiende  por
sistema de coordenadas |b) Respuesta aproximada “...Jos datos que nor proporcionmm la ubicacion de algin punto en
cartesianas en el plano? | este piamo... "(7 alumnos)

c) Respuests comprensiva. ... um sistema es ague! que explica un método de entradas ... ya sea en
ecuaciones...para poderlo ver de manera grafica... "(3 alumnos)

Figura 5. Ejemplo de la clasificacion de respuestas realizada en la actividad 1.

En términos generales, con las respuestas obtenidas en la actividad 1, podemos decir
que los alumnos tienen nociones muy claras de los términos: variable, constante y
pendiente de una recta, mientras que se destacan dificultades en los términos de recta
secante, limite y derivada.

En relacion a la actividad 2, en el analisis de los resultados observamos que, la
motivacion que se logra en los alumnos cuando se introducen herramientas tecnoldgicas en
el aula favorece mucho la participacion de éstos en las actividades (ver figura 6).

Figura 5. Alumnos manipulando la herramienta.

Cabe destacar que en la experimentacion realizada, hubo equipos en los que se
detecta claramente el uso adecuado de los términos involucrados, donde reconocen que los
errores pueden ser finitos o infinitamente pequefos, y que se requieren técnicas de
medicidn propias del calculo para poder detectarlos, tal como se muestra en la figura 7.
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7.- iHay posibilidad de que la pieza tenga un error en la longitud, tan pequefio
que no se pueda ver ni medir? ;Por qué?

/ - g

5.« (Como se calcula dy?

)
)

Figura 6. Ejemplo de respuestas donde se detecta el uso de términos y su contextualizacion.

Finalmente, en la tercera actividad, que se refiere a la institucionalizacion, podemos

decir que lo mas relevante es la manera en la que el docente va conceptualizando cada uno
de los términos de la diferencial, aplicandolos simultdneamente al problema planteado, en
la que por consiguiente, se da un reconocimiento formal del concepto por parte de los
estudiantes.

La ultima fase contemplada por la ingenieria didactica, se refiere a la realizacion de

un analisis a posteriori, que consiste en una confrontacion de los resultados esperados
contra los obtenidos, la siguiente tabla concentra algunos de los resultados mas relevantes

de este analisis.

Tabla 1. Ejemplo del andlisis realizado.

Fase

Analisis a priori

Analisis a posteriori

Accidon

Que los alumnos entiendan
y se apropien  del
problema, buscando
estrategias para llegar a
una solucién

En todas las actividades hubo
una excelente participacion y
respuesta en esta fase

Formulacion

Que escriban respuestas
razonadas de acuerdo a sus
conocimientos

En la mayoria de los casos se
logrd, solo en preguntas como
la 3 y la 8 se dio el caso que
uno de los equipos emitiera
una respuesta fuera de
contexto.

Validacion

Confrontacion de ideas de
forma que se emitan
argumentos convincentes
que los lleve a consensar
una respuesta por equipo.

Se logr6é parcialmente, pues
en algunos equipos se
presentaron respuestas
diferentes entre los
integrantes del mismo.

Institucionalizacion

Que logran esbozar un
acercamiento a la

La mayoria logré6 comprender
el proceso por el cual se
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definicion formal de | calcula la diferencial, ademas
diferencial de que se logré evidenciar
como cada uno de los
elementos que intervienen en
el concepto son aplicados a
problemas practicos.

Conclusiones

Con base en la construccion de esta actividad, los resultados obtenidos y el analisis
realizado, podemos concluir, en primer lugar, que el uso de la Teoria de Situaciones
Didacticas es pertinente en el disefio de situaciones en las que los alumnos sean participes
de su propio conocimiento, y a la vez permite al docente, conocer la evoluciéon que ha
tenido el concepto, los errores tipicos que se comenten por parte de los alumnos y la
propuesta de abordaje de los libros, esto brinda un panorama completo de los factores que
se deben considerar al momento de disefiar una situacion.

Los estudiantes lograron comprender la propagacion del error, la aproximacion de la
linea secante a la linea tangente y la zona en qué se da el error infinitamente pequeio y
porqué. También la mayoria de los estudiantes fueron capaces de reconocer la definicion
formal de diferencial, reconociendo cada una de las partes que lo componen tanto
analiticamente como geométricamente, consideramos que fue de mucha importancia la
construccion del programa para la visualizacion del diferencial.

Referencias bibliogréaficas

Brousseau, G. (1986) Fondements et méthodes de la didactiques des mathématiques.
Recherches en didactique des Mathématiques, (Fundamentos y métodos de la
didéctica de la matematica. Traduccion de Dilma Fregona y Facundo Ortega). UNC,
Cordoba, 7 (2), 33- 115.

Brousseau, G. (1998) Los diferentes roles del maestro. En C. Parra, C. y 1. Saiz, I. comps.),
Didéctica de matematicas — Aportes y reflexiones. Buenos Aires: Paidos.

Brousseau, G. (2007) Iniciacion al estudio de la teoria de las situaciones diddacticas.
Buenos Aires, Argentina: Ed. Zorzal.

Flores, R., Valencia, M., Davila, G. y Garcia, M., (2008). Fundamentos del calculo,
México, Editorial Garabatos.

Granville, W. (2001). Cdlculo Diferencial e integral. México, D.F.: Ed. Limusa, S.A. de
C.V.

L'Hospital. (1998). Andlisis de los infinitamente pequeiios para el estudio de las lineas
curvas. México, D. F.

Purcell, E., Vargeg, D., Rigdon, S. (1998). Cdlculo. Novena Edicion. México: Ed. Pearson
Educacion.

2 ¢¢

Sierpinska, A. (1998) Mathematics: ;”in conext”, “pure”, or “whith applications”? Fort he
Learning of Mathematics, Vol. 15, Num. 1, pp. 2-15.

112



Directorio:

Rafael Pantoja R.

Director

Eréndira NUfiez P.
Lilia Lopez V.

Seccion: Seleccion de articulos

Elena Nesterova
Alicia Lopez B.

Seccion: Experiencias Docentes

Christian Morales O.

Sitio WEB
Esnel Pérez H.
Lourdes Guerrero M.

Seccion: Geogebra

ISSN: 2395-955X

REVISTA ELECTRONICA
AMIUTEM

http:/[revista.amiutem.edu.mx

Publicacion periddica de la Asociacion Mexicana de Investigadores
del Uso de Tecnologia en Educacion Matematica.
NUmero 2

Volumen IV Fecha: Diciembre, 2016

ISSN: 2395-955X

ENSENANZA DEL TEOREMA DE PITAGORAS
USANDO GEOGEBRA

Noelia Londofio Millan, Jos¢ David Zaldivar Rojas, Nadia Cristina
Montes Martinez

Universidad Auténoma de Coahuila, México

noelialondono@uadec.edu.mx, david.zaldivar@uadec.edu.mx,
nadia_montes@outlook.com

Para citar este articulo:

Londofio, N., Zaldivar, J. D. y Montes, N. C. (2016). Ensenanza
del teorema de pitdgoras usando GeoGebra. Revista
Electronica AMIUTEM. Vol. IV, No. 2. Publicacion Periodica de

la Asociaciéon Mexicana de Investigadores del Uso de Tecnologia
en Educacion Matemadtica. ISSN: 2395-955X. México.

Revista AMIUTEM, Afio 4, No. 2, Julio — Diciembre 2016, Publicacion semestral editada por la Asociaciéon Mexicana de Investigadores del Uso de Tecnologia
en Educacién Matematica A.C., Calle Gordiano Guzman #6, Benito Juarez, C.P.49096, Ciudad Guzman Jalisco, Teléfono: 3411175206. Correo electrénico:
http://www.amiutem.edu.mx/revista, revista@amiutem.edu.mx. Editor responsable: M.C. Christian Morales Ontiveros. Reserva derechos exclusivos al No.
042014052618474600203, ISSN: 2395.955X, ambos otorgados por el Instituto Nacional de Derechos de Autor. Responsable de la ultima actualizacion de este
numero, Asociacion Mexicana de Investigadores del Uso de Tecnologia en Educacion Matematica A.C., Antonio de Mendoza No. 1153, Col. Ventura Puente,
Morelia Michoacan, C.P. 58020, fecha de ultima modificacion, 28 de Diciembre de 2016.

Las opiniones expresadas en los articulos firmados es responsabilidad del autor. Se autoriza la reproduccion total o parcial de los contenidos e imagenes
siempre y cuando se cite la fuente y no sea con fines de lucro. No nos hacemos responsables por textos no solicitados.


http://revista.amiutem.edu.mx/

Revista electronica AMIUTEM
Ensenianza del Teorema de Pitagoras usando ...

ENSENANZA DEL TEOREMA DE PITAGORAS USANDO
GEOGEBRA

Noelia Londono Millan, José David Zaldivar Rojas, Nadia Cristina Montes Martinez
Universidad Autonoma de Coahuila, México
noelialondono@uadec.edu.mx, david.zaldivar@uadec.edu.mx, nadia _montes@outlook.com
Palabras clave: Teorema de Pitagoras, GeoGebra, niveles de razonamiento de Van Hiele.

Resumen

En este articulo se dan a conocer algunos resultados acerca de la ensefianza y el aprendizaje
del teorema de Pitagoras en estudiantes de nivel Secundaria. El documento se conforma de
dos secciones: la primera pone en evidencia, usando los niveles de razonamiento
geométrico propuestos por Van Hiele, las dificultades que estudiantes de tercer grado de
Secundaria tienen con respecto a tareas que involucran el Teorema de Pitdgoras. Las
principales dificultades apuntan a un desconocimiento de los elementos de los triangulos
rectangulos y propiedades, asi como al uso incorrecto de relaciones analiticas para referirse
al teorema. La segunda parte se enfoca en presentar una propuesta didactica que intenta
atender a dichas problematicas a través de integrar elementos de geometria dindmica para el
aprendizaje de dicha nocion.

Abstract

In this article, we introduce some results about the learning and teaching of the Pythagorean
theorem with Secondary level students. We divided the article in two main sections: the
first one, presents the difficulties obtained by third grade secondary students when they
faced tasks which involved the Pythagorean theorem, using the Van Hiele’s Geometric
Reasoning Levels. The main difficulties were related with the incorrect use of the
rectangles triangles elements and their properties, and with the wrong forms of referring in
an algebraic way about the theorem. The second part of the manuscript presents a proposal
for teaching the Pythagorean Theorem using GeoGebra based on the findings previously
mentioned.

Keywords: Pythagorean Theorem, GeoGebra, Van Hiele’s Levels of Reasoning.
Introduccion

Son varios los estudios en matematica educativa que se reportan sobre la ensefianza y el
aprendizaje del teorema de Pitagoras; ver por ejemplo: Moreno (2002), Gonzélez (2008),
Arenas, Illanes y Rodriguez (2014); Grajeda, Olguin y Rodriguez (2015); Valdés y Flores
(2005). En algunos, se hace referencia a problematicas especificas en el aprendizaje del
teorema en estudiantes de diferentes niveles, mientras que otros, presentan alternativas
didécticas para su tratamiento dentro de la clase de matemadticas, principalmente con el uso
de diferentes herramientas, como es el caso de software de geometria dinamica.

El estudio que se reporta a continuacion contempla ambas vertientes: en primer
lugar, se muestra en forma detallada, un conjunto de dificultades que presentan estudiantes
de nivel Secundaria en México cuando se enfrentan al teorema; y segundo, se presenta una
propuesta de ensefianza para dicho tema, donde se incorpora el uso de geometria dindmica,
especificamente GeoGebra. El andlisis realizado de las respuestas de estudiantes de nivel
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Secundaria, ante tareas geométricas sobre el teorema de Pitagoras, se basa en el Modelo de
Razonamiento Geométrico de Van Hiele que permite categorizar niveles de razonamiento
de dichos estudiantes.

A continuacion se presentan los elementos del modelo de Van Hiele y
posteriormente los analisis de los datos recabados en una prueba diagnostica para detectar
las dificultades con dicho teorema y por ultimo, la propuesta didactica usando GeoGebra.

Elementos del Marco Teorico

El estudio que se presenta tuvo como referente tedrico el modelo de razonamiento
geométrico de Van Hiele (Gutiérrez y Jaime, 2000), particularmente en lo que respecta a la
parte descriptiva del modelo donde se habla de los niveles de razonamiento y las
propiedades. Dicho modelo propone cinco niveles por los cuales el razonamiento
geométrico se desarrolla y atraviesa, de manera que alcanzar un nivel superior de
razonamiento implica poder aplicar determinadas operaciones a nuevos objetos. En cuanto
a los niveles de razonamiento, Van Hiele propone cinco niveles, comenzando en cero para
el nivel mas basico, a saber: 0) Visualizacion o reconocimiento, 1) Andlisis, 2) Ordenacion
o Clasificacion, 3) Deduccion formal y 4) Rigor.

En el primer nivel, los objetos se perciben en su totalidad como una unidad, sin
diferenciar los atributos y componentes, también se describen por su apariencia fisica
mediante descripciones meramente visuales y comparaciones con elementos conocidos; sin
embargo, hay ausencia de lenguaje geométrico basico para llamar a las figuras por su
nombre correcto.

En el segundo nivel se perciben las componentes y propiedades de los objetos a
través de sus elementos, de una manera informal pueden describir las figuras por sus
propiedades, pero no estan en capacidad de relacionar unas propiedades con otras o unas
figuras con otras. En este nivel es imposible construir definiciones propias por
desconocimiento de las propiedades.

En el tercer nivel se describen las figuras de manera formal, es decir, se sefialan las
condiciones necesarias y suficientes que deben cumplir, se realizan clasificaciones logicas
de manera formal, ya que el nivel de su razonamiento matematico ya estd iniciado. Esto
significa que los alumnos reconocen como unas propiedades surgen de otras, estableciendo
relaciones entre propiedades y las consecuencias de esas relaciones. Por lo general, los
alumnos de este nivel no entienden las demostraciones, porque identifican solamente partes
de ellas, mas no su globalidad.

Para el cuarto nivel, se realizan deducciones y demostraciones logicas y formales,
viendo su necesidad para justificar las conjeturas enunciadas, se comprenden y manejan las
relaciones entre propiedades y se formalizan, el alumno percibe como se puede llegar a los
mismos resultados partiendo de proposiciones o premisas distintas, lo que permite entender
que se puedan realizar distintas forma de demostraciones para obtener un mismo resultado.

Un alumno que se encuentre en el quinto nivel, tiene la capacidad de reconocer la
existencia de diferentes sistemas axiomaticos, los analiza y compara, de manera que la
Geometria aparece de manera abstracta sin recurrir, necesariamente, a ejemplos concretos.

Ahora bien, a partir de este marco tedrico se disefid un instrumento diagnostico
sobre el teorema de Pitagoras, cuyo objetivo fue analizar el nivel de razonamiento asociado
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a dicho concepto para alumnos de nivel Secundaria, empezando por el nivel elemental e
integrando los siguientes elementos, atendiendo los niveles propuestos en el modelo:

Secuencialidad: Una persona debe avanzar en orden a lo largo de los niveles, quien
aprende debe haber asimilado las estrategias de los niveles precedentes.

Linguistico: Cada nivel tiene sus propios simbolos lingiiisticos y sus propios sistemas de
relaciones para conectar esos simbolos. Una relacion "correcta" en un nivel puede ser
modificada en otro, por ejemplo, inicialmente un cuadrado puede ser un rectdngulo y
posteriormente, considerarlo como un paralelogramo.

Continuo o discreto: Se hace de forma continua mediante pequefios saltos, periodos
durante el cual aparecen razonamientos de dos niveles consecutivos.

Globalidad o localidad: El nivel de razonamiento es local, es decir, si un individuo razona
a cierto nivel en un concepto, es posible que razone a otros niveles en otro concepto.

Instruccion: La adquisicion de los niveles no se relaciona con la edad y la mayoria de los
estudiantes no alcanzan el tercer nivel y algunos no superan el segundo, la instruccion
recibida en el aula no es la Gnica que influye.

Explicito e implicito: Los objetos inherentes a un nivel, se convierten en objetos de estudio
en el siguiente, por ejemplo, en el nivel 1 solo se percibe la forma de una figura, aunque
estd determinada por sus propiedades, solo puede analizarse la figura y descubrir sus
componentes y sus propiedades cuando se alcanza el nivel 2.

Aspectos metodolégicos

Como se mencion6 anteriormente, la investigacion contempla dos momentos: el primero es
un estudio diagnostico que buscaba analizar el nivel de razonamiento geométrico que
estudiantes de nivel Secundaria tenian acerca del teorema de Pitagoras, mientras que el
segundo, se trata de una propuesta didactica para atender a dicho teorema en nivel
Secundaria que retoma las dificultades que se encontraron en la primera parte de la
investigacion. A continuacion se mencionan los elementos del primer momento de la
investigacion.

Estudio diagndstico

Se disefi6 una prueba diagndstica, la cual fue aplicada a 43 alumnos de una escuela
secundaria publica de Saltillo, Coahuila, quienes cursaban el tercer grado. Las edades de
dichos alumnos fluctuaban entre los 14 y 15 afios, de los cuales 21 son hombres y 22
mujeres.

El disefio de la prueba diagnoéstica, fue validado a partir de una revision por alumnos
de ultimo afio de la licenciatura en matematicas aplicadas de la Universidad Autébnoma de
Coahuila, y también validado por el maestro de matematicas de los estudiantes, que
impartia la clase en ese momento. Este instrumento se aplicé de forma individual a los
alumnos de secundaria; ellos estaban impedidos para hacer algin tipo de consulta en
medios electronicos, en sus apuntes, tampoco podian consultar con sus compaiieros; los
aplicadores cuidaron de forma minuciosa esta parte, para que los resultados fueran lo mas
fidedignos posible.
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Con el proposito de indagar acerca del nivel de razonamiento en que se encontraban
los alumnos de tercero de secundaria sobre el teorema de Pitagoras, se disefiaron tareas que
tenian las siguientes caracteristicas: la primera tarea la conformaron cuatro imagenes de
tridngulos diferentes, donde el alumno debia identificar tridngulos rectdngulos y sus
elementos (cateto opuesto, cateto adyacente e hipotenusa), a partir del angulo beta, dado
(Ver figura 1). La pregunta que se les realiza a los estudiantes en esta primera tarea de la
prueba diagndstico fue: “De los siguientes triangulos escribe cual de ellos es un triangulo
rectangulo. En caso de serlo, localiza sobre el triangulo respecto al angulo p, la
hipotenusa, cateto opuesto, cateto adyacente”.

Figura 1. Imagenes de triangulos usados para identificar los tridngulos rectangulos y sus
elementos (diagnostico parte 1).

Una segunda tarea de la prueba diagndstica, estuvo conformada por cinco preguntas
que los mismos alumnos respondieron, una vez que entregaron la parte uno. En esta seccion
se pide enuncien las propiedades de los triangulos rectangulos, que escriban el teorema de
Pitdgoras, a partir de tres tridngulos rectangulos dados (en esta pregunta se cambiaron las
letras tradicionales del teorema a proposito), asi mismo debian resolver tres ejercicios de
aplicacion donde se usa el teorema, como se muestra en la siguiente figura 2.

Resultados del estudio diagndstico

A continuacion se muestran los datos que se obtuvieron una vez aplicadas las dos partes del
diagnostico. Los datos fueron agrupados en tablas y graficas, se acomodaron de dos formas
diferentes para el analisis, la primera tabla muestra los datos del diagndstico teniendo en
cuenta cada una de las preguntas, se presentan los porcentajes de respuestas correctas,
incorrectas y no contestadas. Ver tabla 1.

En la tabla 1 se puede apreciar que la pregunta 1b) y 1c) son las que cuentan con el
mayor porcentaje de correctas con el 90.69% y 93.02% respectivamente. Analizando este
resultado en torno a las preguntas realizadas indica que el alumno es capaz de discernir
entre tridngulos rectdngulos y no rectangulos, pero los bajos porcentajes de aciertos en la
identificacion de los elementos propios de un tridngulo rectangulo, en el enunciado del
teorema y el uso del mismo en las tres situaciones planteadas deja ver muy poco dominio
del mismo, por lo cual podria decirse atendiendo las propiedades del modelo de
razonamiento de Van Hiele, que la mayoria de los alumnos que participaron en el estudio
diagnostico se encuentran en el nivel de Visualizacion y Reconocimiento, ya que segun
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Gutiérrez y Jaime (2000), quienes estén en este nivel consideran los conceptos de forma
global y desconocen los elementos y las propiedades.

2. Escribe tres propiedades de los triangulos rectangulos.
3. Escribe el enunciado del Teorema de Pitagoras, a partir de los siguientes triangulos
escribe la ecuacion.

4. Loslados de un triangulo miden 3 cm, 4 cm, 5 cm respectivamente. {Es posible que un

triangulo de dichas longitudes sea rectangulo? Justifica tu respuesta.

5. Calcula el area y perimetro de un rombo en el que la diagonal mayor mide 24 cm y el
D=d
2
6. Una escalera de 10 metros de longitud estd apoyada sobre la pared. El pie de la

lado 13 cm, sabiendo la formula del area: A =

escaleradista 6 m de la pared. ¢Qué altura alcanza la escalera sobre la pared?

Figura 2. Preguntas del diagndstico parte dos.

Tabla 1. Resultados cuantitativos en porcentajes del diagndstico sobre el teorema de
Pitagoras, dividido por pregunta. Primera parte

Pregunta | % correctas | % incorrectas | % no contestadas

4 figuras de tridngulos 2 la) 9.30 90.69 0
rectangulos y dos no 1b) 90.69 9.30 0
1c) 93.02 6.97 0
1d) 2.32 18.60 79.06
Segunda parte
Tres propledadc?s de los tridngulos 2) 9.30 8139 232
rectangulos
Enunciado del teorema de 3a) 18.60 11.62 69.76
Pitadgoras a partir de las imagenes 3b) 16.27 9.30 74.41
dadas 3c) 16.27 9.30 74.41
Enunciadq (’1e1 teorema de 3d) 11.62 11.62 76.74
Pitdgoras
(Es posibl’e el triangulo 4) 9.30 9069 0
rectangulo?

Area y perimetro del rombo 5% 6.97 86.04 6.97
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5b) 16.27 16.27 67.44

Altura que alcanza la escalera 6) 20.93 51.16 27.90

Otra forma que se conjuntaron los resultados, fue a través de tablas y gréficas
observando el desempeio de cada uno de los alumnos, aqui solo se observo los porcentajes
de aciertos que tuvieron en general de todo el examen diagndstico (Tabla 2).

Tabla 2. Resultados cuantitativos del diagnostico del teorema de Pitagoras, sobre el
desemperio de los alumnos de acuerdo a cantidad de respuestas correctas.

Cantidad de alumnos | % respuestas correctas
3 0
20 15.38
8 23.07
2 30.76
2 38.46
2 46.15
2 53.84
1 61.53
2 69.23

En la Figura 3, se muestran los porcentajes de aciertos que obtuvieron los alumnos,
el nimero de alumnos se sumo. Se puede observar que casi la mitad de ellos solo
alcanzaron aciertos en un 15.38%, también puede verse que es un nimero muy grande, el
nimero de alumnos con menor puntaje (93%).

Desempeiio de los alumnos

7%

¥ aprobados

® reprobados

Figura 3. Desempeiio de los alumnos en porcentajes.

La grafica de la figura 3, muestra que si esta prueba de diagnostico hubiera sido un
examen solamente lo hubieran aprobado el 7% de los alumnos, vale la pena aclarar que
ningun alumno obtuvo un porcentaje mayor 69.23 en esta prueba. Es importante mencionar
que la prueba diagnostica en ningin momento fue usada para asignar calificaciones a los
alumnos, ya que la intencion era detectar areas de oportunidad y trabajar sobre el
planteamiento de alternativas de solucion.

Aparte de ver datos estadisticos, en esta investigacion jugé un papel fundamental las
respuestas cualitativas expresadas por los alumnos participantes en el estudio, en ellas se
ponen en evidencia buena parte de los errores, como por ejemplo, la confusion entre los
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nombres de los catetos, como el caso que se presenta a continuacion: el alumno aunque si
identifica el tridngulo rectangulo y el lugar de la hipotenusa, no ubica correctamente los
nombres de los dos catetos con respecto al angulo B (ver figura 4).

a

(aw

Figura 4. Respuestas equivocadas sobre identificacion de los catetos.

También hubo alumnos que consideraron los elementos de un tridngulo rectangulo
en aquellos tridngulos que no lo eran, como se muestra en la siguiente respuesta de un
alumno (ver Figura 5). Esto implica una generalizacion de conceptos erronea por parte del
alumno.

4N

%Yl

Figura 5. Elementos de tridngulo rectangulo en tridngulo acutangulo

Aqui se puede reconocer que el alumno, identifica el lado opuesto y el lado
adyacente al angulo beta. Pero el enunciado claramente decia catetos.

Otro caso digno de mencionarse, es cuando un alumno asigna nombres de los lados
a los angulos como se muestra en la figura 6. Esto da la idea que no asocia la medida de un
cateto con una longitud y esto implica que desconoce las propiedades bésicas de los
objetos.

Figura 6. Respuesta donde se identifican a los catetos con la medida de angulos.
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También hubo casos en los cuales los alumnos si lograron identificar el triangulo
rectangulo, pero nombraron los lados de cualquier manera. Sin tener en consideracion la
definiciéon de cada uno, como se muestra en la figura 7.

Ui

Figura 7. Todos los lados con nombres equivocados.

A continuacion se presentan algunas evidencias de lo que los alumnos comunican
por escrito acerca de las propiedades de los triangulos rectdngulos, usando sus propias
palabras. La mayoria no describe el tridngulo rectangulo, como se pide, sino a un tridngulo
en general, por ejemplo, hablan de tres lados, tres angulos, sobre la suma de sus angulos
interiores, sin embargo estas son propiedades generales de tridngulos. Nuevamente se ve un
apreciacion global del objeto, mas no de sus elementos y propidades particulares, pero no
implicaciones entre las propiedades entre figuras, como se observa en las figuras 8, 9, 10,
11,12y 13.

Figura 8. Diversas respuestas de los alumnos sobre las propiedades de triangulos
rectangulos.

Las respuestas obtenidas para la pregunta dos del diagndstico, se encontrdé que la
ecuacion estd mal escrita, ademas los alumnos no utilizan las letras dadas en los tridngulos,
esto permite advertir que el teorema podria ser conocido por los estudiantes, sin embargo,
en un nivel memoristico Unicamente, porque si no fuera asi, podrian escribirlo con las letras
proporcionadas. Incluso podriamos mencionar algunas dificultades con la nocion de
variable que los alumnos tienen.
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: Ct. atii’
C = aein

C—ca=

Figura 9. Los alumnos recurren a las letras a, b y ¢, tradicionales para representar la forma
analitica del Teorema de Pitagoras

Las imégenes de la figura 10 corresponden a respuestas donde se observa que los
alumnos usan las letras proporcionadas, sin embargo, representan con ellas férmulas que no
corresponden al Teorema de Pitdgoras; incluso pareceria que relacionan dicho teorema con
la nocion de area, puesto que esas formulas involucran una forma similar a la usada para el
calculo del area o para representar aparentemente la formula general para resolver
ecuaciones de segundo grado. En términos de nuestro marco teérico, podriamos indicar que
los estudiantes reconocen las longitudes de los lados pero no recuerdan la formula del
teorema, lo cual los ubicaria en el nivel 0 de este nivel de razonamiento geométrico.

Figura 10. La relacion del Teorema de Pitdgoras segun los estudiantes.

A La pregunta que hace referencia sobre la terna pitagorica 3, 4 y 5 muestra que el
90.69% de los estudiantes contestd incorrectamente, la mayoria de los alumnos respondian
correcto pero la justificacion era incorrecta. Se optd por marcarlas como incorrectas, porque
como respuesta escriben que los lados son correspondientes o congruentes, de igual manera
escriben que si es tridngulo rectangulo porque tiene angulo. En la figura 11 se muestran
algunos casos. Algo que debe mencionarse es que la respuesta si estd asociada al ejemplo
que recuerdan haber resuelto cuando les ensefiaron el tema.
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Figura 11. Justificaciones de por qué los lados 3, 4, y 5 forman o no un tridngulo
rectangulo.

También hubo casos donde los alumnos si emplean el teorema y demuestran que al
sumar los lados menores al cuadrado obtienen el lado mayor al cuadrado.

Figura 12. Diversas formas del uso apropiado del teorema de Pitagoras.

En la pregunta donde los alumnos deberian obtener el area y el perimetro de un
rombo, en el cual se daban la medida de uno de sus lados y su diagonal mayor, el alumno
debia de obtener por medio del teorema de Pitdgoras la medida de la diagonal faltante, lo
cual no todos lo hicieron ya que solo multiplicaban la diagonal mayor por el lado del rombo
y lo dividian entre dos, e ignoraban por completo dicho teorema. Otras respuestas
presentaban que la diagonal menor era la mitad de la diagonal mayor y procedian a obtener
el area, obteniendo el 86.04% de las respuestas incorrectas respecto al area; en cuanto al
perimetro el 67.44% dejo esta pregunta sin respuesta. Lo que se puede afirmar con base en
el modelo de razonamiento de Van Hiele, es que los alumnos son capaces de percibir las
componentes de los objetos pero no establecen relaciones y no diferencian entre sus
atributos y propiedades (condiciones necesarias) de los objetos y figuras.
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5. Calcula el drea y perimetro de un rombo en el que la diagonal mayor mide 24 cm y el lado 13 cm, sabiendo la férmula
Ded

del drea: A = —

Figura 13. Soluciones al problema 5.
Propuesta para la ensefianza del Teorema de Pitdgoras usando geometria dindmica

Una vez que se revisaron los resultados obtenidos de los alumnos en la prueba diagnostica,
se elabor6 una serie de actividades tendientes a superar cada una de las dificultades que se
reportaron en dicha prueba. Para ello se procedié a construir los archivos electronicos y
disenar hojas de trabajo, en ellas los alumnos registran los datos, responden preguntas y
hacen sus respectivas deducciones. También los mismos, fueron construidos atendiendo
algunas de las dificultades reportadas en el diagnostico, a saber: considerar que el teorema
es valido para todo tridngulo, aunque no sea rectangulo; que la suma de los catetos es igual
a hipotenusa, sin considerar elevarlos al cuadrado.

El objetivo, ademads, es que a partir de estas actividades usando geometria dindmica,
el alumno pueda alcanzar un nivel superior en las categorias de Van Hiele, que a partir de
experimentar con figuras u objetos (tridngulos rectangulos) los alumnos pueden establecer
nuevas propiedades (como el teorema de Pitagoras) y clasificar dichos objetos a partir de la
reflexion sobre las propiedades que les son inherentes. Esto implica movilizar a los
alumnos a un nivel de Andlisis, segiin nuestro marco tedrico asumido en la investigacion.
La prueba diagnostica fue relevante en tanto nos permitid identificar puntualmente
dificultades relativas al teorema de Pitdgoras pero mas aun, nos deja ver dificultades en la
identificacion de tridngulos rectangulos y de sus propiedades.

A continuacion describimos las actividades que componen a la propuesta:

Primera actividad: Consiste en un triangulo cualquiera (los valores de sus lados y de sus
angulos seran modificados por los alumnos, se les entregara una hoja de trabajo), en cada
uno de sus lados se construy6 un cuadrado y en ellos se encuentran visibles el 4rea de cada
uno de ellos, que se actualiza cuando cambian las dimensiones. El objetivo de esta
actividad, es que el alumno pueda relacionar el término cuadritico de la expresion
algebraica con el area de un cuadrado, asi mismo que el alumno después de ciertas
observaciones y luego de realizar comparaciones sea capaz de conjeturar, que la suma de
dos de las areas de los cuadrados construidos sobre los lados son distintas a la tercera y por
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lo tanto los triangulos que fueron observados incumplen con el teorema, porque no
corresponden a tridngulos rectdngulos, como se muestra en la figura 14.

Area de poly2 = 2284
Area de polyd = 539

>

«Area de poly3 =954

N

Figura 14. Imagen de archivo 1 construido en GeoGebra.

Segunda actividad: aqui se opt6 por construir un tridngulo rectangulo y usar la hoja de
calculo de GeoGebra, la cual contiene operaciones lineales y operaciones cuadraticas (ver
figura 15), el archivo fue construido con el fin de que el alumno entienda que es distinto
decir que la hipotenusa es igual a la suma de los catetos, a decir el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos; se espera que los alumnos se
percaten de la importancia de elevar al cuadrado, ya que en la hoja de trabajo se les da las
indicaciones para que el alumno logre identificar las diferencias.

Figura 15. Imagen de archivo 2 construido en GeoGebra

Tercera actividad: se disefid un tercer archivo en donde la construccion representa el
teorema. En ella se realizaron particiones en los cuadrados que fueron construidos a cada
lado del triangulo, las particiones podran ser trasladadas por el alumno y asi construir el
cuadrado que se encuentra situado en la hipotenusa, (ver figura 16). Con esto se busca que
el alumno logre deducir experimentar con el objeto y establecer nuevas relaciones entre las
areas y los lados, de manera que se puedan establecer condiciones necesarias para el
teorema a partir de estar interactuando con el software. Esto implica considerar elementos
del nivel de Andlisis dentro del modelo de razonamiento geométrico de Van Hiele.
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Figura 16. Imagen de archivo 3 construido en GeoGebra
Comentarios finales

Una vez realizado el estudio diagnostico, tenemos elementos para afirmar que los alumnos
que participaron en el estudio, se encuentran en el primer nivel de razonamiento de Van
Hiele, en lo que respecta al teorema de Pitagoras. Dicha afirmacion se hace con base en el
analisis de los datos recabados y todas las dificultades reportadas en este articulo. La
mayoria de los alumnos que participaron en este estudio tienen un dominio de
conocimientos impreciso sobre el teorema y sus propiedades asociadas, siendo algunas de
ellas el desconocimiento de las relaciones basicas de los tridngulos rectangulos, mostrando
un conocimiento situado en el uso Unico y exclusivo de tres letras para nombrar los lados
(a, b, ¢), es decir, los estudiantes han desarrollado una forma prototipica de la relacion
algebraica del teorema, sin que, en ocasiones, ésta relacion tenga un significado preciso.

Sin duda que existen dificultades principalmente con un uso de la variable dentro
del estudio del teorema de Pitagoras. En la solucién de problemas no usaron el teorema
como se esperaba, el uso del lenguaje, particularmente a lo referente a catetos e hipotenusa
también lo usan para tridngulos no rectangulos, en vez de nombrar a los lados como tal, dan
nombres como rayas, también nombran a los catetos como si fuesen angulos.

Con la intencidon de atender a dichas problemadticas encontradas en la prueba
diagnostica, se elabor6 un disefio con tres actividades que integraba a la geometria
dindmica, con la intencion de atender parte de las problematicas encontradas, en particular,
desconocer los cuadrados de las expresiones, desconocer la hipotesis del teorema y por
ultimo, poder igualar el todo con la suma de sus partes. La intencion del disefio es permitir
al estudiante de manera gradual, incorporar el lenguaje adecuado, relacionar las
propiedades con el teorema y por Gltimo, mostrar geométricamente la relacion del teorema
con las areas de los cuadrados construidos, de manera que se permita movilizar el
razonamiento geométrico de los alumnos a un siguiente nivel en el que se encuentran.

Por nuestra parte, consideramos que mientras mas docentes conozcan este tipo de
problemadticas que enfrentan los estudiantes, se estard en mejores condiciones de realizar
adecuaciones didacticas e incorporar alternativas como la geometria dindmica, que ha
mostrado resultados esperanzadores.
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Se sugiere que los maestros que imparten el tema del teorema de Pitadgoras,
podrian implementar en sus actividades didacticas, estrategias que contribuyan a que sean
superadas, por ejemplo, que se nombre a los lados de un tridngulo rectangulo con letras
diferentes a las letras a, b, y ¢, como se hace tradicionalmente. Debe lograrse que el alumno
identifique claramente la hipotesis del teorema de Pitagoras porque hay quienes quieren
aplicar el teorema en tridngulos obtusangulos y acutangulos también. Por ultimo, se invita a
los docentes que se promueva la relacion entre algebra y geometria que existe en este
teorema, esto es, relacionar cada lado al cuadrado del tridngulo con el 4rea de un cuadrado,
usando la propiedad algebraica que 12 = [ x I, siendo [ el lado del cuadrado. También se
sugiere usar los archivos electronicos que se crearon en GeoGebra para ensefar el tema y
que estaran disponibles en GeoGebra-tube, junto con las hojas de trabajo, disefiadas por los
autores de este articulo.
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CONSTRUCCION RAPIDA DE POLINOMIOS PARA LA PRACTICA
INDEPENDIENTE DE LOS TEOREMAS DEL FACTOR Y RESIDUO

José Luis Garcia Valdez
Centro de Estudios de Bachillerato 8/5 “Ezequiel A. Chavez”. México
gvjl@hotmail.com
Palabras clave: Polinomios, teoremas del factor y residuo, division sintética.
Resumen

Es una propuesta en la que se utiliza el calculo simbdlico de Geogebra, para construir
polinomios de grado tres y cuatro con coeficientes y raices enteras, para los ejercicios que
realizan los alumnos en las actividades planeadas, en las secuencias didacticas, para los
temas de division sintética (denominada “regla de Ruffini” en Espafia) y teoremas del
factor y residuo.

Introduccion

En la modalidad escolarizada, en los programas de estudio de cuarto semestre, de la
Direccion General del Bachillerato (Dgb.sep.gob.mx, 2015), se tiene el de Matematicas IV,
en el quinto bloque, unos de los objetos de aprendizaje son la division sintética y los
teoremas del factor y del residuo. En éstos temas, se pueden desarrollar las siguientes
competencias disciplinares basicas del campo de las matematicas, indicadas en el acuerdo
nimero 444 en el que se establecen las competencias que constituyen el marco curricular
comun del sistema nacional de bachillerato, DOF (2008).

1. Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacién de procedimientos
aritméticos, algebraicos, geométricos y variacionales, para la comprension y analisis de
situaciones reales, hipotéticas o formales.

4. Argumenta la solucion obtenida de un problema, con métodos numéricos, graficos,
analiticos o variacionales, mediante el lenguaje verbal, matematico y el uso de las
tecnologias de la informacion y la comunicacion.

8. Interpreta tablas, graficas, mapas, diagramas y textos con simbolos matematicos y
cientificos.

De acuerdo a Fonseca, Bosch, y Gascon (2010) quienes realizaron un andlisis de los
libros de texto para el bachillerato en torno a la division sintética y determinacion de raices
enteras de funciones polinomiales y, encontraron que la mayoria de los ejercicios estan
preparados para que admitan como raices algunos de los numeros: 0, +1,+2, ademas, el
término independiente tiene muy pocos divisores, por lo que el numero de posibles raices
enteras es pequeno.

Ante tal circunstancia se presenta una forma de generar polinomios que no resulten
econdmicos para determinar las raices enteras, mediante la division sintética o los teoremas
del factor y del residuo y a la vez se propone una secuencia didactica para el Gltimo tema
mencionado.
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Metodologia

Con los temas de teoremas del factor y residuo se pueden planear secuencias didacticas,
que se definen como conjuntos articulados de actividades de aprendizaje y evaluacion que,
con la mediacidon de un docente, buscan el logro de determinadas metas educativas con la
consideracion de una serie de recursos (Tobon, Pimienta y Garcia, 2010).

Se puede dar una instruccion con la llamada ensefianza directa, que Diaz-Barriga y
Hernandez (2002), la ubican en el dmbito del aprendizaje por descubrimiento guiado y,
suele ocuparse para la ensefianza de habilidades y procedimientos. Consta de las siguientes
fases: a) introduccion, b) presentacion de la informacién con modelamiento y explicacion
(modelamiento metacognitivo), ¢) oportunidades de practica guiada y d) oportunidades de
préctica independiente.

Exposicion de la propuesta

Una opcién de construir polinomios de forma rapida, es trabajar en la vista de calculo
simbolico de Geogebra, capturar tantos factores de acuerdo al grado del polinomio deseado

y presionar ' (desarrolla) y se generara el polinomio resultante.

€7 GeoGebra
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

-

» Vista Algebraica (x] | » CAS -cCalculo Simbolico

[x]

1 (x+4)(x-5)(x+10)

x? 49 x> — 30 x — 200

Figura I. Construccion de polinomios de grado tres con coeficientes y raices enteras.

7 GeoGebra
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

-«

b Vista Algebraica #| [ b CAS - Calculo Simbdlico b

7, - - .
o[ X =X =& (‘._}

i

31_55 0

1 | (ed)eB)x-7)x+9)

Desarrolla. x* +4 x* — 83 x* — 174 x + 1512

Figura 2. Construccion de polinomios de grado cuatro con coeficientes y raices enteras.

Dado que se conocen las raices, se puede dar una como probable, para que los
alumnos definan si lo es, con base en los teoremas del factor y residuo. Para ello se
implementa la ensefianza directa, para el tema de los teoremas en cuestion. A continuacion
se describe la propuesta en sus diferentes fases.

En la fase de la introduccion, se recuerda a las alumnas y a los alumnos, que la
division ya sea de enteros o polinomios, consta de un dividendo, que se divide entre un
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divisor, se obtiene un cociente y queda un residuo. También se recuerda el algoritmo de la
division para polinomios.

Para la segunda fase, presentacion de la informacién con modelamiento y
explicacion (modelamiento metacognitivo), se dan a conocer los teoremas del factor y el
residuo, indicados en Demana, Waits, Foley y Kennedy (2007) y, posteriormente, se realiza
el ejemplo 1 con el polinomio que se construyo en la figura 1.

Teorema del residuo. Si un polinomio f(x) se divide entre x — k, entonces el
residuo es r = f (k).

Teorema del factor. Una funcién polinomial f(x) tiene un factor x — k si, y sélo si,
flk) =0.

Ejemplo 1. Determine el residuo cuando f(x) = x3 + 9x? — 30x — 200 se divide entre a)
x—1bx+2c)x+4

Se puede determinar el residuo sin hacer division de polinomios, al utilizar el
teorema del residuocon a) k =1,b)k=—-2yc)k =—4

a) r=f(1)=(1)3+9(1)?—30(1) —200 =1+ 9 — 30 — 200 = —220
b) r=f(=2) =(=2)%+9(—2)2 —30(—2) — 200 = —8 + 36 + 60 — 200 = —112
©) 1= f(—4) = (—4)% +9(—4)2 — 30(—4) — 200 = —64 + 144 + 120 — 200 = 0

De esta forma se determinan los residuos y, en el caso del c) que es 0, indica que
x + 4 divide exactamente a f(x) = x3 + 9x2 — 30x — 200 . Asi que x + 4 es un factor de
f(x) = x3+9x% — 30x — 200 , —4 es una solucioén de x3 + 9x2 — 30x — 200 =0 y —4
es una interseccion con el eje de las abscisas de la representacion grafica de y = x3 +
9x2 — 30x — 200. Todo esto se determina sin haber dividido, factorizado o graficado.

Para la tercera fase, oportunidades de practica guiada, se plantea el ejemplo 2, con el
polinomio que se construy6 en la figura 2, las y los estudiantes lo resuelven y hacen una
autoevaluacion (Pimienta, 2008) con base en la solucion que realiza el docente en el
pizarrén y, apoya en las dudas que se presenten.

Ejemplo 2. Determine el residuo cuando f(x) = x* + 4x3 —83x2 — 174x + 1512 se
divideentrea) x +4 b)x —3 c)x — 4

Se puede determinar el residuo sin hacer division de polinomios, al utilizar el
teorema del residuocon a) k = —4,b) k=3yc) k=4

a) = f(—4) = (—4)* + 4(—4)3 — 83(—4)% — 174(—4) + 1512 = 256 — 256 —
1328 + 696 + 1512 = 880

b) r=f(3) = (3)*+4(3) 3 —83(3)2 — 174(3) + 1512 = 81 + 108 — 747 —
522 + 1512 = 432

©) r=f(4) = (4)*+4(4)% — 83(4)2 — 174(4) + 1512 = 256 + 256 — 1328 —
696 + 1512 = 0

De esta forma se determinan los residuos y, en el caso del c) que es 0, indica que
x — 4 divide exactamente a f(x) = x* + 4x3 — 83x? — 174x + 1512 . Asi que x — 4 es
un factor de f(x) = x* + 4x3 — 83x%2 — 174x + 1512 , 4 es una solucion de x* + 4x3 —
83x2 —174x+ 1512 =0 y 4 es una interseccion con el eje de las abscisas de la
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representacion grafica de y = x* + 4x3 — 83x% — 174x + 1512. Todo esto se determina
sin haber dividido, factorizado o graficado.

Para la cuarta y ultima fase, oportunidades de practica independiente, se pueden
construir polinomios, como se propuso anteriormente, para que sean planteados como
egjercicios a resolver por las y los discentes, siendo esta una actividad de cierre y se realiza
una heteroevaluacién (Pimienta, 2008), terminando asi la secuencia didactica. Actualmente
se esta trabajando en esta fase, para generar una hoja de trabajo en la que se indique los
ejercicios a resolver por parte de los estudiantes, también se esta trabajando en la rabrica
para la evaluacion.

Con la ensenanza directa (Diaz-Barriga y Hernandez, 2002), se pretende propiciar
un aprendizaje por descubrimiento guiado, dado que se desarrollaron habilidades para
realizar los procedimientos y, llegar a determinar el residuo de una division entre
polinomios y el factor de una funcion.

En el caso de que se quiera determinar las demads raices enteras de las funciones de
grado tres y cuatro, se puede realizar mediante la division sintética, pero resulta no muy
econdmico aplicarla, cuando el término independiente tiene demasiados divisores, por lo
que el nimero de posibles raices enteras es considerable cuando los alumnos tienen que
determinarlas. Fonseca, Bosch, y Gascon (2010) proponen una técnica didéactica que se
debe dar a conocer a los estudiantes antes de realizar la division sintética, para asegurar la
existencia de raices enteras: si f (x) es una funcidon polindmica con coeficientes enteros y f°
(0) v f (1) son numeros impares, entonces la ecuacion polindmica f (x) = 0 no tiene
soluciones enteras.

Por ejemplo, si se aplica la técnica descrita en el caso particular de la funcion
resultante de la figura 2, se tiene que f(0) = 1512 y f(1) = 1260, los resultados son
pares por lo que se asegura que hay soluciones enteras, de acuerdo a dicha técnica.

Para los casos en que se tiene un término independiente con demasiados divisores, y se
buscan las raices enteras, Fonseca, Bosch, y Gascon (2010), indican una férmula y dos
reglas para descartar opciones, por ejemplo en el polinomio x3 — 70x? + 1400x — 8000,
el 8000 tiene 56 divisores, la formula de Cardano-Vieta, es la formula que proponen.

1 2 4 8 16 32 64 | -1 -2 —4 -8 -16 | =32 | —64

5 110 20| 40 80 | 160 | 320 | =5 | —10 | —20 | —40 | —80 | —160 | —320

25| 50 | 100| 200 | 400 | 800 | 1600| —25 | —50 | —100| —200 | —400 | —800 | —160

125| 250{ 500| 1000{ 2000{ 4000 8000{ —125| —250| —500{ —1000 —2000| —4000 —8000

Si todas las raices de la ecuacion an,x™ + a,_x" 1+ --+a;x+a, =0 son
reales, entonces toda raiz x; de la ecuacion pertenece al intervalo [— M, M]donde M <

Je=y (=)

En nuestro caso particular, queda indicado con los siguientes valores

v < (—70)2 2(1400)
= 1 1
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M <+v4900 — 2800
M < 45.8257

este resultado limita las posibles raices al intervalo [— 45.8, 45.8]. De los 56 divisores
iniciales pasamos a inicamente 22.

1 2 4 8 16 | 32 -1 -2 | -4 | -8 |-16|-32
5 10 | 20 | 40 -5 | =10 | =20 | —40
25 —25

Para seguir eliminando, se aplica la Regla de los signos de Descartes, este
matematico escribié un libro que tiene como titulo: Geometria, en éste, se localiza la
descripcion original de la regla mencionada, segun lo comentan Pantoja, Ulloa y Nesterova
(2007) y, se enuncia como sigue: igualmente podemos determinar el nlimero de raices
verdaderas y falsas que puede tener alguna ecuacion del modo siguiente: pueden darse
tantas verdaderas como cambios de signo de mas (+) a menos (—) y menos (—) a mas
(+); igualmente pueden darse tantas falsas como veces se encuentren dos signos (+) o dos
signos (—) que se encuentren en sucesion.

En el lenguaje moderno, esta regla explica que: el numero de raices reales positivas
de un polinomio f(x) es igual o menor en un nimero par al nimero de cambios de signo de
término a término de f(x). El nimero de raices reales negativas de un polinomio f(x)es
igual o menor en un nimero par al nimero de cambios de signo de término a término

de f(—x).

Al aplicar esta regla en el polinomio x3 — 70x2 + 1400x — 8000, se tienen tres
cambios de signo lo cual indica que tiene el mismo numero de raices positivas o en su caso
dos. Al realizar f(—x), se tiene que no hay cambios de signo puesto que todos los términos
son negativos, lo que indica que no hay raices negativas, de esta forma se eliminan los
candidatos negativos, se reduce de 22 a 11 y se queda solo con los candidatos positivos.

1 2 4 8 16 | 32

5 10 | 20 | 40

25

Para disminuir mas elementos se aplica la siguiente:

Si f(x) es un polinomio con coeficientes enteros y a es una raiz entera de f(x),
entonces @ — 1 es un divisor de f(1) y a + 1 es un divisor de f(—1).

Para el caso particular se tiene que f(1) = —6669 y f(—1) = —9471.
Se tiene para a = 10 es raiz, puesto que es divisor de:
—6669 —-9471

-1~ 4 Tor1- ool
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Para a = 20 es raiz, puesto que es divisor de:
—6669 —9471

201 >t 201 1
Para a = 40 es raiz, puesto que es divisor de:

—6669 171 —9471 231

40—1 4041

Resulta que las Unicas raices enteras posibles de x3 — 70x2 + 1400x — 8000 son
el 10, 20 y 40.

Resultados

Como se menciond, se estd trabajando en la ultima fase de la secuencia didactica para
utilizarse en la investigacion que se pretende realizar, se estan disefiando los ejercicios que
estaran en una hoja de trabajo y la ribrica de evaluacion para utilizarse en la fase de
oportunidades de practica independiente.
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EL PROBLEMA DE APOLONIO EMPLEANDO GEOGEBRA
José Eduardo Mellado Sanchez, Noelia Londono Millan, Otilio Mederos Anoceto
Universidad Auténoma de Coahuila, México.

j.mellado@uadec.edu.mx, noelialondono@uadec.edu.mx omederosa@uadec.edu.mx

Palabras clave: geometria, tangencias, construccion, GeoGebra.
Resumen.

En el presente articulo se explica y se discute la solucion de dos casos del conocido
problema de Apolonio, con sus respectivos incisos, incorporando el software GeoGebra.
Este problema es considerado como uno los problemas més importantes dentro de la
geometria euclidiana, el cual se divide en diez casos sobre tangencias, aqui se analizan de
forma comparativa los dos procesos de las construccion, usando tecnologia y regla y
compas tradicionales, también se muestra la construccion de nuevas herramientas en el
software, las cuales permiten realizar los otros casos del problema, en forma mas rapida y
efectiva. Vale la pena destacar, que aunque el problema se puede solucionar de forma
analitica y sintética, en este articulo solo se menciona la forma sintética.

Introduccion

Uno de los problemas de la antigiiedad que involucra la construccion de figuras utilizando
regla y compas es el Problema de Apolonio que se puede enunciar de la siguiente manera:

“Dados tres objetos matemadticos, cada uno de los cuales puede ser un punto, una recta o
una circunferencia, construir una circunferencia que sea tangente a los tres objetos dados,
(o que los contenga en el caso de los puntos)”. (Garcia, 2000)

Al realizar las combinaciones entre los objetos posibles, se tienen los diez casos
siguientes:

1. Tres puntos.
Tres rectas.
Dos puntos y una recta.

Dos rectas y un punto.

2

3

4

5. Dos puntos y una circunferencia.

6. Dos circunferencias y un punto.

7. Dos rectas y una circunferencia.

8. Dos circunferencias y una recta.

9. Un punto, una recta y una circunferencia.
10. Tres circunferencias.

Los casos mas sencillos (1 y 2) vienen resueltos en el Libro IV de los Elementos de
Euclides, los casos 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9 se encuentran en el Libro I y los casos 7 y 10 en el
Libro II de Tangencias del mismo Apolonio.
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Sobre Apolonio: Apolonio vivié en Alejandria, donde fue estudiante y después
profesor de la escuela de los sucesores de Euclides, institucion impulsada por el mismo
Apolonio. También conocido como el Gran Gedmetra por sus trabajos sobre geometria, que
principalmente hablan de las secciones conicas, curvas planas y la cuadratura de sus areas.
Ademas dio el nombre a los términos de elipse, hipérbola y pardbola. También explico el
movimiento de los planetas segun la teoria de los epiciclos.

Marco tedrico

En la ensefnanza de las matematicas, la resolucion de problemas ha sido y seguird siendo un
proceso fundamental que debe realizarse con cierta cotidianidad, ya que es una forma de
ver si lo ensefiado puede ser usado en el momento que sea requerido, y que no forme parte
simplemente de un conjunto de datos inutiles que los alumnos pudieran encontrar en libros,
enciclopedias o en internet. Desde la perspectiva de Schoenfeld (1999), acerca de la
resolucion de problemas, donde se plantea que para tener éxito en la solucidon de problemas
debe manejarse de manera coherente las siguientes dimensiones: el dominio de
conocimientos, las estrategias cognitivas, las estrategias metacognitivas y el sistema de
creencias, en este estudio de discute sobre las tres primeras y se incorpora una nueva que el
autor no menciona y es el uso de la tecnologia, en particular, el uso de la ventana grafica
de GeoGebra, para el desarrollo de construcciones geométricas.

Sobre el dominio de conocimientos, se entiende como el uso de teoremas,
definiciones, axiomas corolarios, postulados, etc., que se deben conocer y usar cuando asi
se requiera, especialmente, los conceptos cruciales que intervienen en este estudio, que es
el postulado de Euclides sobre la circunferencia, que se enuncia de manera siguiente: “para
construir una circunferencia basta conocer el centro y el radio. Otro concepto es el de
circunferencia tangente, (a una recta, a una circunferencia) y que son precisamente los
elementos desconocidos en el problema de Apolonio. Un conocimiento presente en este
trabajo fue el domino de las herramientas del software, se tenia cierto dominio y eso
permitio de cierta manera desarrollar los problemas con mayor certeza.

La definiciéon de tangencia que se maneja en este estudio, corresponde al de
geometria sintética esta es: la recta tangente se define como la una recta que tiene un sélo
punto comun con la circunferencia (Lehmann, 2009). Para el caso de las circunferencias
ocurre de manera similar, debe haber s6lo un punto comun entre los objetos, bien sean
rectas, puntos y circunferencias, segin sea el caso; aclaramos esta parte porque la
definicidn de tangencia que persiste en calculo, difiere de la utilizada en este documento.

Las estrategias metacognitivas que se usaron en geometria dindmica es la
denominada prueba del arrastre, esta se entiende como la conservacion de las propiedades
de la figura construida aun cuando se cambien las posiciones y los tamafos de los objetos
iniciales implicados en la construccion. Schoenfeld, sugiere que se utilice esta estrategia
desde el principio de la solucion, para realizar los correctivos que se consideren necesarios
en tiempo y forma.

Acerca de las estrategias cognitivas se puede hablar que se implementaron varias de
ellas, en particular, la de considerar que el problema si tenia solucion y realizar el proceso
inverso, es decir, ir de atrds para adelante, explorar diferentes opciones de solucion, y
descartar aquellas que fueran imposibles de considerar.
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Metodologia

El proceso metodoldgico bajo el cual se desarrollo este estudio tuvo dos fases, la primera
consistid en la construccion de los problemas de Apolonio usando solamente regla y
compas. La segunda fase consistid en solucionar los problemas usando las diferentes
herramientas de GeoGebra; aunque los procesos fueron un tanto similares, los resultados
obtenidos fueron diferentes, particularmente algo que fue de gran ayuda, es la creacion de
nuevas herramientas en donde los problemas posteriores se solucionan usando los
anteriores y estas nuevas herramientas hacen posible un desarrollo més rapido y eficiente
de todos los problemas. Por cuestion de espacio solo se hablara sobre la solucion de dos
casos del problema de Apolonio.

Exposicion de la propuesta

Se ha discutido en varios documentos sobre el uso de la tecnologia, Hitt (2014), Hitt y
Cortes (2013), Camacho y Santos (2003), ya que esta juega un papel crucial en el proceso
de resolucion de problemas, en particular, los abordados aqui se permitio ver varias
soluciones del mismo problema, al cambiar algunas caracteristicas de los objetos iniciales,
esto es, permite generar figuras con dinamismo que no pierden sus caracteristicas
originales.

Dentro de este trabajo, se explicara la construccién de dos casos del problema de
Apolonio con ayuda del software GeoGebra, posteriormente se explicara la creacion y uso
de las nuevas herramientas para solucionar otros problemas.

Los dos casos que desarrollaremos seran:

e Dos puntos y una recta: consiste en hallar, dados dos puntos y una recta, una
circunferencia que pase por los dos puntos y sea tangente a la recta.

e Dos puntos y una circunferencia, que consiste en hallar, dados dos puntos y una
circunferencia, una circunferencia que pase por los dos puntos y sea tangente a la
circunferencia dada.

Problema 1. Dados dos puntos y una recta, construir la circunferencia tangente a ellos, en el
caso de los puntos, que la circunferencia los contenga. Al analizar el planteamiento del
problema pueden visualizarse diversas posibilidades:

— Ambos puntos estén en una recta paralela a la recta dada (Figura 2.).
— Ambos puntos estén en una recta que no es paralela a la recta dada (Figura 3.).
— Uno de los puntos pertenece a la recta dada.

Antes de explicar los pasos a seguir en GeoGebra para la construccion,
analizaremos como se tiene que resolver el problema. En este caso en el que tenemos dos
puntos y una recta, lo que tendremos que buscar es un punto, centro de la circunferencia
que se busca, que equidiste de los dos puntos y de la recta dados. Analiticamente se tendria
que resolver un sistema de ecuaciones, sin embargo en este articulo se discutird solamente
la solucion sintética.

Experimentacion
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Antes de empezar a solucionar los problemas se procedid a entenderlos, pensar en
estrategias de solucion, responder preguntas como ;qué si sé? y ;qué se puede usar? etc.
(Polya, 1965; Schoenfeld, 2000; Mason, 1989). Una vez hecho este analisis pudieron
establecerse un conjunto de pasos para llegar a una solucidon que fue puesta a prueba cada

VCZ.

Los pasos a seguir para el caso en que los dos puntos se encuentren en una recta

paralela a la recta dada:

1.

Dar los dos puntos 4 y B que pertenezcan a una recta @ y dar una recta b paralela a
la recta a.

a. Para construir la recta b utilizamos la herramienta de Recta Paralela.
Con ayuda de la herramienta Mediatriz construiremos la mediatriz del segmento 4B.

Buscaremos la interseccion, D, de la mediatriz con la recta b, utilizando la
herramienta de Interseccion.

Con la herramienta circunferencia por tres puntos, construiremos la circunferencia
que estamos buscando (que sea tangente a la recta dada b y que contenga a los
puntos dados 4 y B) utilizando los puntos 4, By D.

Figura 2. Dos puntos 4 y B, una recta paralela b a la recta 4B.

Si analizamos la posibilidad de que ambos puntos estén en una recta no paralela a la

recta dada utilizando GeoGebra, a grosso modo los pasos que se deben seguir son los

siguientes:

1. Dar los dos puntos 4 y B y la recta a.

2. Trazar una recta b que pase por los puntos 4 y B.

3. Utilizando la herramienta Interseccion buscar la interseccion entre larectaay b; y a
ese punto llamarlo M.

4. Con la herramienta de Punto medio o Centro buscar el punto medio del segmento
AB que llamaremos C.

5. Trazar una circunferencia ¢ con la herramienta Circunferencia (centro,radio) con
centro en C e ingresar un radio igual a %; ya que queremos una circunferencia de
diametro 4B.

6. Construir una tangente a la circunferencia ¢ que pase por el punto M, utilizando la

herramienta Tangentes, ademas buscar el punto de tangencia que llamaremos 7.
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Utilizando la herramienta Circunferencia (centro, punto) construir una
circunferencia d, con centro en My el otro punto 7.

Con la herramienta Interseccion buscar los puntos J y K que son intersecciones de la
circunferencia d y la recta a.

Construir las circunferencias que buscamos (que sean tangentes a la recta a y
contengan a los puntos 4 y B) con la herramienta Circunferencia por tres puntos,
utilizando los puntos 4, B y J para una circunferencia e y los puntos 4, B y K para la
otra circunferencia f.

Figura 3. Dos puntos 4 y B, una recta a.
Ahora analizando el caso que uno de los puntos pertenezca a la recta dada:
Dar un punto 4
Crear una recta a con la herramienta Recta
Poner un punto D en la recta a.
Trazar la mediatriz de 4D con la herramienta Mediatriz.
Trazar la perpendicular a la recta b con pie de perpendicular en D.

Buscar el punto de interseccion E, de la mediatriz de AD con la perpendicular del
paso anterior; utilizando la herramienta Interseccion.

Con la herramienta de Circunferencia (Centro, Punto), crear una circunferencia d
con centro en E y el otro punto puede ser A o D, y esta es la circunferencia que
buscamos.
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Figura 4. Dos puntos 4 y D, con D que pertenece a una recta a.

Siguiendo cada uno de estos pasos se han obtenido las distintas posibilidades de
solucion de este problema, pero vale la pena resaltar que aunque se cambien de “posicion
los objetos iniciales” (dos puntos y una recta), la construccion realizada con regla y compas
electronico se mantiene, es decir, al hacer el proceso de metacogniciéon, la figura
construida se mantiene. Usando la definicion de tangencia no es posible, por ejemplo, que
ambos puntos pertenezcan a la misma recta, por lo que el cambio de posicion debe ser
acorde al problema, tampoco es posible que los puntos estén en los dos distintos
semiplanos que genera la recta, ya que hace imposible la solucion del problema. Por
supuesto que estas consideraciones se hicieron desde el planteamiento del problema,
cuando se analizaron las distintas opciones.

Segundo problema: Corresponde al caso, en el que a partir de dos puntos y una
circunferencia; se construya la circunferencia tangente a los tres. Analizando la
informacion proporcionada se observan varias posibilidades; considerando que ambos
puntos no pertenecen a la circunferencia:

— Que ambos puntos sean interiores o exteriores a la circunferencia. (Figuras 5y 5.1)

— Que uno de los puntos pertenezca a la circunferencia y el otro sea interior o exterior a
esta. (Figura 6y 6.1)

Desarrollando la primera posibilidad (el proceso para el caso en que ambos puntos
sean exteriores a la circunferencia es el mismo para el caso en que sean interiores a esta):

1. Dada una circunferencia ¢ y dos puntos exteriores (interiores) C y D.
2. Utilizando la herramienta Mediatriz, encontramos la mediatriz del segmento CD.

3. Con la herramienta de Circunferencia por Tres Puntos, construimos una
circunferencia d, que pase por los puntos C, D y E (Este ultimo punto es un punto
cualquiera que pertenece a la circunferencia c).

4. Construimos la recta CD, utilizando la herramienta Recta.

Buscamos las intersecciones F y G de las dos circunferencias ¢ y d; con ayuda de la
herramienta Interseccion.

6. Trazamos la recta FG que es el eje radical de las dos circunferencias con la
herramienta Recta.

7. Buscamos la interseccion H, del eje radical (FG) con la recta CD; ayudandonos de
la herramienta Interseccion.

8. Con ayuda de la herramienta Tangentes, construimos las tangentes a la cirunferencia
¢ que pasen por el punto H.

9. Encontramos las intersecciones I y J de las rectas tangentes con la circunferencia c,
ayudandonos de la herramienta Interseccion. (Los puntos I y J también son puntos
de tangencia de las circunferencias que estamos buscando)

10. Con la ayuda de la herramienta Circunferencia por Tres Puntos, construiremos la
circunferencia h que pasa por los puntos C, D e [; y la circunferencia k que pasa por
los puntos C, D y J. Ambeas circunferencias h y k son las que buscamos.
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Figura 5. Dos puntos exteriores 4 y B exteriores a una circunferencia C.

Figura 5.1. Dos puntos interiores D y C interiores a una circunferencia ¢

A continuacion describiremos el proceso a seguir para nuestra segunda posibilidad
(el caso en que un punto pertenezca a la circunferencia y el otro sea interior o exterior a este
(igual que en el caso anterior, no importa si el punto sea exterior o interior a la
circunferencia, se sigue el mismo proceso) (Figura 6 y 6.1).

1. Dada una circunferencia c, un punto C que pertenezca a esta circunferencia y un
punto D exterior (interior) a la circunferencia.

2. Con ayuda de la herramienta Punto Medio o Centro, hallaremos el punto E que es
centro de la circunferencia c.

Trazamos la recta CE con la herramienta Recta
4. Trazamos la mediatriz de CD con la ayuda de la herramienta Mediatriz.

Con la herramienta Interseccion buscamos el punto F que es la interseccion de las
dos rectas trazadas en los pasos anteriores (3 y 4); ademas es el centro de la
circunferencia que estamos buscando.

6. Ayudandonos de la herramienta Circunferencia Centro-Punto, trazamos Ila
circunferencia d con centro en F y el otro punto C o D (ambos son los puntos
dados).
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Figura 6. Un punto D interior y un punto C perteneciente a la circunferencia D.

Figura 6.1. Un punto D exterior y un punto C perteneciente a la circunferencia d.

Es prudente advertir que este problema no tiene solucion si uno de los puntos esta
en el interior y el otro en el exterior.

Proceso seguido para crear una nueva herramienta en GeoGebra: Al seleccionar la
opcién de crear una herramienta (Figura 7), que se encuentra en la parte superior del
software se despliega una nueva ventana (Figura 8) para la creacion de dicha herramienta.

Para ejemplificar la creacion de una herramienta utilizaremos el caso de dos puntos
y una circunferencia.

Lo primero que se nos pregunta son los objetos de salida (Figura 9), lo que haremos
serd seleccionar aquellos que queremos sean los objetos finales, en nuestro caso las
circunferencias h y k. Después nos pregunta los objetos iniciales (Figura 10), aquellos
objetos con los que iniciamos, en nuestro caso los dos puntos iniciales A 'y B y la
circunferencia c. Por ultimo nos pregunta el software el nombre de la herramienta (Figura
11), nosotros sefialamos dos puntos y una circunferencia, automdaticamente se pone el
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nombre del comando y ademdas podemos personalizar el icono a usarse. Para finalizar
picamos el boton de concluido y la herramienta se agrega a la barra.

ENOTEETEEETIER Obietos de entrada  Nombre ¢ Icona
Selecciona objetos o elige de la lista

A
v
x
Siguiente > Cancelar
Figura 7. Opcion de Crear una nueva Figura 8. Ventana de Crear una nueva
Herramienta. herramienta.
Figura 9. Objetos de Salida. Figura 10. Objetos de Entrada.

» » . . .
Obietos de salida Obietos de entrada BIGTTTTRET
Nombre de la herramienta Dos puntos y una circunferencia
Nombre del comando Dospuntosyunacircunferencia
Ayuda de la herramienta

N #Mostrar en la Barra de Herramientas

Icono ...

< Anterior  Concluido Cancelar

Figura 11. Nombre de la herramienta

Figura 12. Ventana de Geogebra con herramientas creadas.

Resultados

Como resultados se obtuvieron las distintas soluciones del problema de Apolonio para los
casos enunciados anteriormente y aparte de esto se crearon las nuevas herramientas en el
software que sirven de base para los demas casos del mismo problema. Se analizaron las
distintas posibilidades del problema y se descartaron aquellas que no cumplian con las
condiciones, se pusieron en juego tres de las dimensiones planteadas por Schoenfeld en
cuanto a lo referente a domino de conocimientos, estrategias cognitivas y metacognitivas.

141



Revista electronica AMIUTEM
El problema de Apolonio empleando ...

Conclusiones

Al comparar los procesos de construccion de los problemas con GeoGebra y usando
solamente regla y compas, se puede enunciar lo siguiente:

El dominio de conocimientos sobre geometria utilizados fueron los mismos, aunque
con regla y compas resultd ser un proceso tedioso y largo.

El resultado de la construccion con lapiz y papel es unico, solo se obtiene una
version del problema, mientras que con el uso de GeoGebra se tiene varias versiones y la
generalizacion de las definiciones y teoremas aplicados.

Una ventaja que tiene el uso del software, ademds del tiempo de construccion, es
que se puede mover libremente los elementos iniciales y las circunferencias resultantes,
siempre van a cumplir con la propiedad de ser tangente a los tres elementos iniciales.

Un aporte que se hace en este articulo es la implementacion y construccion de
nuevas herramientas dentro del software, herramientas que después podemos utilizar para
la construccidn de los siguientes casos, con solo darle los elementos iniciales y evitar todo
el proceso de construccion. Esto reduce de manera significativa el trabajo y el tiempo de
construccion.
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Resumen

Este trabajo forma parte del proyecto Disefio de los Modulos de Aprendizaje del Colegio de
Bachilleres del Estado de Sonora (COBACH), el cual consiste en la elaboracion de los
textos de trabajo (mddulos de aprendizaje) de los estudiantes de los cursos de matematicas
que imparte esta institucion. El propdsito de este trabajo es enriquecer las experiencias de
aprendizaje de los estudiantes, a través de la elaboracion de actividades complementarias a
las que integran las secuencias didacticas del texto, cuando el resultado del andlisis al
aplicar los criterios de idoneidad asi lo sugieran. En particular este reporte se centra en el
disefio de actividades complementarias para el Bloque 2 del texto Matematicas 3 (2015),
dicho bloque se dedica al estudio de la recta.

Introduccion

Con la implementacion de la Reforma Integral de Educacion Media Superior (EMS), el
Colegio de Bachilleres del Estado de Sonora (COBACH) integré un equipo de trabajo de
docentes de la institucion que se dieron a la tarea de disefiar los materiales acordes al
enfoque por competencias (COBACH, 2011a, Pp.33-34); para el logro de dicha tarea en
2009 celebran un convenio con la Universidad de Sonora (UNISON) y a través del Bufete
de Asesoria en Educacion Matematica (BAEM) asientan las bases para desarrollar
conjuntamente acciones de cooperacion que cumplan con el Marco Curricular Comun
(MCC), establecido por el Sistema Nacional de Bachillerato (SNB), que en general trata de
articular actitudes, habilidades y conocimientos desarrollados por el estudiante, para
resolver problemas, no solamente escolares. (COBACH & UNISON, 2013, p.1)

Entre los materiales publicados por dicho convenio estan los Moddulos de
Aprendizaje de Matematicas 1, Matematicas 2 y Matemadticas 3, este ultimo publicado en
2014, y en el cual nos centramos para nuestro trabajo.

Entre los objetivos estratégicos del resultado de los Modulos de aprendizaje, el
COBACH esta interesado en “proporcionar a los estudiantes un espacio de convivencia
ordenada, plural, respetuosa y apoyada en las tecnologias de la informacion; que fomente el
aprendizaje responsable, autonomo, colaborativo y estratégico...”. (COBACH, 2011b,
p.21), por lo que dada esta necesidad nos planteamos el objetivo de aportar actividades
complementarias con el uso de applet que permitan enriquecer las experiencias de
aprendizaje de los estudiantes.

Marco tebrico

El marco tedrico que sustenta nuestro trabajo es el Enfoque Ontosemiotico del
conocimiento y la instruccion matematica (EOS), el cual maneja cinco niveles o tipos de
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analisis aplicables a un proceso de estudio matematico (planificado o implementado). Tales
niveles, de acuerdo con Godino, Font y Wilhelmi (2007), son los siguientes:

1. Configuraciones de objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas

Este nivel de analisis:

Se aplica, sobre todo, a la planificacion y a la implementacion de un proceso de
estudio y pretende estudiar las practicas matematicas planificadas y realizadas en
dicho proceso.

Permite descomponer el proceso de estudio en una secuencia de episodios y, para
cada uno de ellos, describir las practicas realizadas siguiendo su curso temporal.

Permite describir una configuracion epistémica global (previa y emergente) que
determina las practicas planificadas y realizadas.

2. Procesos matematicos y conflictos semioticos. En toda practica se identifica un sujeto
agente (institucion o persona) y un medio en el que dicha practica se realiza (que puede
contener otros sujetos u objetos). Puesto que el sujeto agente realiza una secuencia de
acciones orientadas a la resolucion de un tipo de situaciones-problema, es necesario
considerar también los objetos, procesos y significados matematicos involucrados. Este
nivel de analisis:

Se centra en los objetos y, sobre todo, procesos que intervienen en la realizacion de
las précticas, y también en los que emergen de ellas.

La finalidad es describir la complejidad ontosemiotica de las practicas matematicas
como factor explicativo de los conflictos semioticos que se producen en su
realizacion.

3. Configuraciones y trayectorias didacticas. Este nivel de analisis:

Contempla el estudio de las configuraciones didacticas y su articulacion en
trayectorias didacticas, puesto que el estudio de las matematicas tiene lugar bajo la
direccion de un profesor y en interaccion con otros estudiantes.

Se orienta, sobre todo, a la descripcion de los patrones de interaccion y su puesta en
relacion con los aprendizajes de los estudiantes (trayectorias cognitivas)

4. Sistema de normas que condicionan y hacen posible el proceso de estudio. Este nivel
de analisis:

Estudia la compleja trama de normas que soportan y condicionan las
configuraciones didacticas, asi como su articulacion en trayectorias didacticas
(segun las dimensiones epistémica, cognitiva, afectiva, mediacional, interaccional y
ecologica).

Se intenta dar explicaciones plausibles del porqué un sistema didactico funciona de
una forma y no de otra.

5. Idoneidad didactica del proceso de estudio. La Didactica de la Matematica debe
aspirar a la mejora del funcionamiento de estos sistemas, aportando una racionalidad
axiolodgica o valorativa en la educacion matematica que permita el analisis, la critica, la
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justificacion de la eleccion de los medios y de los fines, la justificacién del cambio, etc.
Necesita, pues, criterios de “idoneidad” que permitan valorar los procesos de
instruccion efectivamente realizados y “guiar” su mejora.

Este ultimo tipo de analisis contiene seis facetas

- Idoneidad epistémica, se refiere al grado de representatividad de los significados
institucionales implementados (o pretendidos), respecto de un significado de
referencia.

- Ildoneidad ecologica, grado en que el proceso de estudio se ajusta al proyecto
educativo del centro, la escuela y la sociedad y a los condicionamientos del entorno en
que se desarrolla.

- Idoneidad cognitiva, expresa el grado en que los significados pretendidos/
implementados estén en la zona de desarrollo potencial de los alumnos, asi como la
proximidad de los significados personales logrados a los significados pretendidos/
implementados.

- Idoneidad afectiva, grado de implicacion (interés, motivacion,...) del alumnado en el
proceso de estudio. La idoneidad afectiva estd relacionada tanto con 63 factores que
dependen de la instituciéon como con factores que dependen basicamente del alumno y
de su historia escolar previa.

- Idoneidad interaccional. Un proceso de ensenanza-aprendizaje tendra mayor
idoneidad desde el punto de vista interaccional si las configuraciones y trayectorias
didécticas permiten, por una parte, identificar conflictos semioticos potenciales, y por
otra parte permitan resolver los conflictos que se producen durante el proceso de
instruccion.

- Ildoneidad mediacional, grado de disponibilidad y adecuacion de los recursos
materiales y temporales necesarios para el desarrollo de los procesos de ensefianza y
aprendizaje.

Metodologia

Para la revision y andlisis del texto se utilizaron algunos elementos teoricos del EOS, entre
los que destacan: practica matematica, significado institucional de referencia, significado
institucional pretendido, objeto matematico (interviniente y emergente) y los criterios de
idoneidad (Godino, Batanero y Font, 2009).

El uso de los criterios de idoneidad son los que permitieron identificar los faltantes
en las secuencias didacticas que integran el bloque, para este trabajo se utilizan los
siguientes criterios:

Idoneidad epistémica, que se refiere al grado de representatividad de los significados
institucionales implementados o pretendidos (significado pretendido se obtiene de lo que se
propone en las actividades didécticas del texto Matematicas 3) respecto de un significado
de referencia (se toma del Programa de Estudios de Matematicas III de la Direccion
General de Bachillerato (DGB) (SEP, 2011)).

Idoneidad cognitiva, que expresa el grado en que los significados pretendidos/
implementados estén en la zona de desarrollo proximo de los alumnos, asi como la
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proximidad de los significados personales logrados a los significados pretendidos/
implementados. En este trabajo se centra la atencidn en la primera parte, ya que se trata de
identificar la conexion que hay entre los objetos intervinientes con los objetos que se espera
emerjan en la interaccion didactica.

Idoneidad mediacional, manifiesta el grado de disponibilidad y adecuacion de los recursos
materiales y temporales necesarios para el desarrollo de los procesos de ensefianza y de
aprendizaje. En este caso, donde se hace necesario incorporar recursos computacionales se
utiliza el software GeoGebra.

Aunque los criterios de idoneidad son seis, en esta parte del trabajo se centra la atencion en
estos tres ya que son los que permiten identificar elementos que son indispensables para
ubicar faltantes desde la perspectiva disciplinar.

Actividad 1. A continuacion se muestra un ejemplo del tipo de analisis que se hace con la
Actividad 1 del Bloque 2. Preguntas que se hacen a los estudiantes: 1. ;Qué otros términos
conoces o has escuchado que sean empleados para referirse a la inclinacion de una escalera,
rampa, resbaladero o cerro? (Previamente se presentan imagenes con rampas y escaleras).
2. (A qué crees que se debe este tipo de disefio? (Se muestran imagenes con la escalera de
una escuela). 3. ;Qué tipo de figura geométrica se forma en la Figura 2? (En la Figura 2 se
presenta la vista lateral de una escalera y se observa un triangulo rectangulo). 4. Si se quiere
disminuir la inclinacion de la escalera (qué est¢ menos empinada), sin modificar la
distancia disponible para las huellas, ;qué debes hacer con la altura? Argumenta tu
respuesta. 5. Si se quiere aumentar la inclinacion de la escalera (qué esté mas empinada),
sin modificar la altura, ;qué debes hacer con la distancia disponible para las huellas?
Argumenta tu respuesta.

Andlisis de la Actividad 1

Idoneidad epistémica: El programa de la asignatura de Matematicas III (SEP, 2011) de la
DGB senala en el Bloque de I1I en el apartado Objeto de aprendizaje, entre otros objetos,
Pendiente y dngulo de inclinacion de una recta, y en el apartado de Desempefios del
estudiante a concluir el bloque dice, refiriéndose al estudiante, Reconoce la relacion entre
el angulo de inclinacion y la pendiente de una recta (significado institucional de
referencia). Al revisar el texto, se puede ver que este aspecto se promueve, ya que los
cuestionamientos que se hacen pretenden que el estudiante establezca la relacion que hay
entre angulo de inclinacién y la pendiente, en este caso particular en un contexto
relacionado con la inclinacién de una escalera al modificar alguna de sus caracteristicas.
Con la informacién anterior se puede decir que la Actividad 1 tiene idoneidad epistémica
alta.

Idoneidad cognitiva: El contexto y la forma en que se plantean las preguntas, consideramos
que permite al estudiante hacer uso de sus objetos intervinientes (conocimientos previos)
para responder lo que se solicita, es decir estd dentro de su zona de desarrollo proximo. En
el caso de la pregunta tres se le presenta una imagen en la que se forma un triangulo
rectdngulo, en cuyo caso podria responder, al menos, que la figura que se forma es un
tridngulo.

Para las preguntas cuatro y cinco el estudiante deberd identificar la parte de la
escalera que se mantiene fija, en cada caso podrd proponer medidas numéricas para la
longitud que puede cambiar, lo cual le permitird determinar lo que sucede con la
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inclinacion ya sea numéricamente o graficamente. Bajo estas condiciones se puede decir
que la Actividad 1 tiene idoneidad cognitiva alta.

Idoneidad mediacional: El unico recurso que se utiliza en el disefio de la actividad es el
texto impreso en el que debe responder el estudiante; para las primeras tres preguntas se
puede considerar que es suficiente, pero para las Gltimas dos consideramos que el uso de un
software de geometria dindmica puede ayudar a enriquecer la experiencia de aprendizaje de
los estudiantes, ya que con applets adecuados se puede generar una gran cantidad de
experiencias (estableciendo parametros por intervalos para las dimensiones que varian) y
potenciar el tipo de conjeturas que pueden construir los estudiantes al observar cierto tipo
de regularidades en las variables presentes. El analisis muestra un valor bajo en la
idoneidad mediacional respecto al uso de recursos computacionales.

Como resultado del analisis se considera que es importante incorporar actividades
complementarias a la Actividad 1 utilizando GeoGebra, el disefio de estas actividades es el
centro del presente trabajo. Las actividades que se han disenado con el uso de GeoGebra
pretenden ser un recurso que los estudiantes puedan manipular para que tengan la
oportunidad de tener mas experiencias con el objeto matematico de interés y al mismo
tiempo pueda identificar la relacién que hay entre el d&ngulo de inclinacién y la pendiente.

Actividad complementaria propuesta

La actividad complementaria propuesta consiste en un applet que promueve la
visualizacion, por parte del estudiante, de las caracteristicas de la recta para que ésta esté
muy o poco inclinada, esperando que con la manipulacion y la exploracion del objeto
matematico el estudiante pueda conjeturar sobre las variables involucradas en la inclinacion
de la recta, tales como el angulo de inclinacién y la pendiente, desde una perspectiva
intuitiva. Lo que se presenta en este trabajo es uno de los applets que se sugieren para
complementar la actividad 1 del Bloque 2.

El applet consiste de dos deslizadores, los cuales permiten manipular la altura y la
distancia disponibles para una escalera, ademéas de una casilla de instrucciones que
permitan al estudiante alcanzar los propositos del uso de dicho applet. Para realizar esta
actividad se les entrega a los estudiantes una hoja de trabajo en la que se le dan las
indicaciones de lo que tiene que hacer.

En la Figura 1 se muestra la imagen del applet, y en la Figura 2 se muestra la
imagen de la hoja de trabajo.

Figura 1. Imagen del applet.
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Ademas de la hoja de trabajo se tiene una version en la que aparece el propdsito de
la actividad, para que el profesor sepa de qué se trata, asi como orientaciones didacticas que
le permitan a éste implementar la actividad, esta Gltima version se muestra a continuacion.

Figura 2. Imagen de la hoja de trabajo para el profesor.
Puesta en escena

Esta actividad se aplico a un grupo de seis estudiantes de nivel medio superior, en
instalaciones en las que se cuenta con equipo de cOmputo para cada uno de ellos, la
actividad 1 se propone resolverla en un primer momento de manera individual con lapiz,
una vez que respondieron individualmente, se les dio la indicacién de que utilizaran el
applet solicitandoles que de ser necesario reescribieran sus respuestas (dividiendo la hoja
para que se pudieran identificar las respuestas que dieron antes y después de utilizar el
applet) . A continuacion se presentan las respuestas que dieron dos estudiantes (A y B):
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Figura 3. Respuesta del estudiante A.

Figura 4. Respuesta del estudiante B.

En ambos casos proponen formas alternativas para referirse a la inclinacion, el
estudiante B ademés de hacer esto hace un dibujo de un segmento con “poco declive” y
otro con “mucho declive”, lo que refleja la imagen grafica que €l tiene de la inclinacion.
Respecto a la pregunta dos, cada una de ellos proporciona respuestas que corresponden a
necesidades diferentes para la construccion de la escalera, el estudiante A hace referencia a
la necesidad de cambiar de posicidon subiendo o bajando de un nivel a otro; mientras que el
estudiante B, hace referencia a las condiciones de espacio para la construccion de la
escalera, estas dos posiciones dieron material para la discusion grupal de las respuestas y
estrategias utilizadas.

En la pregunta tres los dos identifican el triangulo, pero es hasta que trabajan con el
applet, que lo asocian con un tridngulo rectdngulo, esto puede deberse a que en el applet la
escalera aparece de manera lateral (completamente). Para las preguntas cuatro y cinco, el
applet les permite cambiar numéricamente la altura, manteniendo fijo el espacio para la
huella y viceversa, lo que les brinda elementos para conformar sus respuestas y reescribirlas
en términos de lo que ven en la imagen que proporciona el applet.

Finalmente, la expresion que escriben estos dos estudiantes cuando dicen:
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Estudiante A. “Aqui se ve mejor como cambia al altura y el piso”
Estudiante B. “En el dibujo se ve mejor como deben cambiar”

Pudiera estar reflejando que antes de trabajar con el applet, no estan tan seguros de
las propuestas que estdn haciendo, y que es el software el que les permite visualizar la
forma en que estan cambiando las variables involucradas (espacio para el peralte y espacio
para la huella).

Realizando un andlisis de la practica matematica de los estudiantes
Por cuestiones de espacio, describiremos someramente las idoneidades en sus seis facetas:

- Idoneidad epistémica, el grado de representatividad de la actividad propuesta
corresponde con el significado institucional de referencia, ya que los objetos
matematicos primarios son triangulo rectangulo, angulo de inclinacion, altura, distancia.

- Idoneidad ecologica, La situacion problema cumple con las directrices establecidas en
el curriculo, porque en la DGB se sefala especificamente en las actividades de
ensefianza del Bloque III, que deben presentarse con apoyos visuales la formalizacion
de los elementos de la recta e inducir al alumno la nocién de pendiente, ejemplificando
el trazado de rectas con diferente inclinacidon, en este caso como es una actividad de
inicio, nos referimos en primera instancia a la pendiente en términos de inclinacion.

- Idoneidad cognitiva, Los objetos matematicos promovidos en la actividad propuesta
estan dentro de la zona de desarrollo, ya que como ejemplificamos con los estudiantes
Ay B, expresaron haber identificado las variables involucradas para la inclinacion de la
escalera.

- Idoneidad afectiva, el grado de implicaciéon de los estudiantes al llevar a cabo la
actividad fue satisfactoria, especificamente podemos identificarlo en la practica
matematica discursiva de los estudiantes A y B.

- Idoneidad interaccional. La participacion de los estudiantes fue activa en la discusion
que se generd para conocer sus respuestas utilizando el applet.

- Idoneidad mediacional, La actividad propuesta consistié en incorporar un applet que
permitiera manipular el objeto matematico en cuestion, apoyando a visualizar, ratificar
e incluso modificar la estrategia y respuesta de los estudiantes.

Conclusiones

De manera general podemos decir que hay indicios de que el uso de esta actividad le
proporciona al estudiante una experiencia que le permite enriquecer sus significados de
objetos matematicos relacionados con la pendiente.

En particular la incorporacion del applet, viene a subsanar un faltante en la
Actividad 1 del Bloque 2 del médulo de aprendizaje Matematicas 3 del COBACH, mismo
que se habia identificado al analizar la actividad empleando los criterios de idoneidad
didactica; ademads la incorporacion de dicho applet le ofrece al estudiante una imagen
dindmica en la que puede visualizar la forma en que estdn cambiando las variables de
nterés.
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Por las respuestas que proporcionan por escrito los estudiantes, hay indicios de que
utilizan el applet como un recurso que le permite validar la estrategia utilizada previamente.

Referencias bibliogréaficas

Colegio de Bachilleres del Estado de Sonora (2011a). Programa Institucional de Desarrollo.
Sonora, Me¢éxico. Recuperado el 23 de septiembre de 2015 de:
http://transparencia.esonora.gob.mx/NR/rdonlyres/C5658275-9CCF-4FC9-ABD3-
D15B48453B23/70599/PIDFINAL20111.pdf

Colegio de Bachilleres, (2011b), Secretaria General, Direccion de Planeacion Académica.
Modelo académico, marzo 2011. Hermosillo, Sonora, México. Recuperado el 23 de
septiembre de 2015 de:
http://www.cbachilleres.edu.mx/cb/comunidad/docentes/pdf/Reforma_curricular/Do
cumentos/ MODELO_ACADEMICO.pdf

Colegio de Bachilleres del Estado de Sonora y Universidad de Sonora (2013). Convenio de
Colaboracion. Hermosillo, Sonora. México. Recuperado el 23 de septiembre de
2015 de: http://transparencia.esonora.gob.mx/NR/rdonlyres/F1243E8C-44A0-
42D1-ADE2-9323753BF627/106459/COBACHUNISON_opt.pdf

Godino, J., Batanero, C. y Font, V. (2009). Un Enfoque Ontosemiotico del Conocimiento y
la instruccion matematica, Version ampliada y revisada al 8/Marzo/2009 del
articulo, Godino, J. D. Batanero, C. y Font, V. (2007). The ontosemiotic approach to
research in mathematics education. ZDM. The International Journal on
Mathematics Education,39 (1-2), 127-135.

Godino, J., Font, V. y Wilhelmi, M. (2007). Analisis didactico de procesos de estudio
matematico basado en el enfoque Ontosemidtico. Congreso Internacional de Ensino
da Matematica. ULBRAM Brasil, 25-27 Octubre 2007.

SEP (2011). Programa de Estudios de Matematicas III de la Direccion General de
Bachillerato. México.

Soto, J., Garcia, M., Rodriguez, M., Vargas, J., Urrea, M. (2015). Matematicas 3. Le6n,
Gto.: COBACH


http://transparencia.esonora.gob.mx/NR/rdonlyres/C5658275-9CCF-4FC9-ABD3-D15B48453B23/70599/PIDFINAL20111.pdf
http://transparencia.esonora.gob.mx/NR/rdonlyres/C5658275-9CCF-4FC9-ABD3-D15B48453B23/70599/PIDFINAL20111.pdf
http://www.cbachilleres.edu.mx/cb/comunidad/docentes/pdf/Reforma_curricular/Documentos/MODELO_ACADEMICO.pdf
http://www.cbachilleres.edu.mx/cb/comunidad/docentes/pdf/Reforma_curricular/Documentos/MODELO_ACADEMICO.pdf
http://transparencia.esonora.gob.mx/NR/rdonlyres/F1243E8C-44A0-42D1-ADE2-9323753BF627/106459/COBACHUNISON_opt.pdf
http://transparencia.esonora.gob.mx/NR/rdonlyres/F1243E8C-44A0-42D1-ADE2-9323753BF627/106459/COBACHUNISON_opt.pdf

Directorio:

Rafael Pantoja R.

Director

Eréndira Nuhez P.
Lilia Lopez V.

Seccion: Seleccion de articulos

Elena Nesterova

Alicia Lopez B.

Seccion: Experiencias Docentes

Christian Morales O.

Sitio WEB
Esnel Pérez H.

Lourdes Guerrero M.

Seccion: Geogebra

ISSN: 2395-955X

REVISTA ELECTRONICA
AMIUTEM

http://revista.amiutem.edu.mx

Publicacién periddica de la Asociacion Mexicana de Investigadores
del Uso de Tecnologia en Educacion Matematica.
NUmero 2

Volumen IV Fecha: Diciembre, 2016

ISSN: 2395-955X

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE CON
GEOGEBRA PARA LA SOLUCION DE
PROBLEMAS CON ECUACIONES LINEALES

Francisco Javier Zufiga Vargas, Elena Nesterova, Ricardo Ulloa
Azpeitia

Universidad de Guadalajara, México

charminunam@hotmail.com, elena.nesterova(@cucei.udg.mx,
Ulloa_azpeitia@yahoo.com.mx

Para citar este articulo:

Zuiiga, F. J., Nesterova, E. y Ulloa, R. (2016). Actividades de
aprendizaje con GeoGebra para la solucion de problemas con
ecuaciones lineales. Revista Electronica AMIUTEM. Vol. IV, No.
2. Publicacion Periddica de la Asociacion Mexicana de

Investigadores del Uso de Tecnologia en Educacion Matematica.
ISSN: 2395-955X. México.

Revista AMIUTEM, Afio 4, No. 2, Julio — Diciembre 2016, Publicacion semestral editada por la Asociacion Mexicana de Investigadores del Uso de Tecnologia
en Educacién Matematica A.C., Calle Gordiano Guzman #6, Benito Juarez, C.P.49096, Ciudad Guzman Jalisco, Teléfono: 3411175206. Correo electrénico:
http://www.amiutem.edu.mx/revista, revista@amiutem.edu.mx. Editor responsable: M.C. Christian Morales Ontiveros. Reserva derechos exclusivos al No.
042014052618474600203, ISSN: 2395.955X, ambos otorgados por el Instituto Nacional de Derechos de Autor. Responsable de la tltima actualizacion de este
numero, Asociacion Mexicana de Investigadores del Uso de Tecnologia en Educacion Matematica A.C., Antonio de Mendoza No. 1153, Col. Ventura Puente,
Morelia Michoacan, C.P. 58020, fecha de ultima modificacion, 28 de Diciembre de 2016.

Las opiniones expresadas en los articulos firmados es responsabilidad del autor. Se autoriza la reproduccion total o parcial de los contenidos e imagenes
siempre y cuando se cite la fuente y no sea con fines de lucro. No nos hacemos responsables por textos no solicitados.


http://revista.amiutem.edu.mx/
mailto:charminunam@hotmail.com
mailto:elena.nesterova@cucei.udg.mx
mailto:Ulloa_azpeitia@yahoo.com.mx

Revista electronica AMIUTEM
Actividades de aprendizaje con geogebra para ...

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE CON GEOGEBRA PARA LA
SOLUCION DE PROBLEMAS CON ECUACIONES LINEALES

Francisco Javier Zuiiiga Vargas, Elena Nesterova, Ricardo Ulloa Azpeitia
Universidad de Guadalajara, México

charminunam@hotmail.com, elena.nesterova(@cucei.udg.mx,
Ulloa_azpeitia@yahoo.com.mx
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Resumen

Este documento presenta los avances del trabajo de tesis que lleva por titulo Solucion de
problemas que se modelan con ecuaciones lineales con empleo de GeoGebra. Dicha
investigacion se enfoca en el uso de la tecnologia mediante el programa GeoGebra, en el
cual se desarrollaron applets, para ser utilizados como apoyo en la modelacion de
problemas que involucran ecuaciones lineales. Se presenta un ejemplo de una actividad
aplicada al grupo experimental durante la fase de experimentacion, la cual se desarrollé con
un grupo de estudiantes de primer grado de educacion media superior. Dicho tratamiento
consistio en la resolucion de problemas mediante la modelacion matematica, relacionados a
fenomenos fisicos presentes en situaciones de la vida cotidiana, mismos que involucran
ecuaciones lineales. El andlisis de dicho tratamiento mostré6 que los estudiantes, al
interactuar con el applet, lograron construir el modelo matematico necesario para la
resolucion del problema. Esto gracias a la simulacion mediante la manipulacion de los
applets.

Introduccion

La literatura acerca del aprendizaje de ecuaciones lineales muestra que existe limitada
comprension y asimilacion en dicho tema (Florez, 2012). Sandoval y Mora (2010) indican
que son pocos los estudiantes que se sienten con la confianza suficiente para manejar las
ecuaciones lineales en la resolucion de problemas. De igual forma existen también
problemas en la transicion de la aritmética al algebra y dificultades en el desarrollo de
conceptos algebraicos (Boulton-Lewis, Cooper, Pillay y Wills, 1998), llamadas brechas
cognitivas (Herscovics y Linchevski, 1994) y cortes cognitivos (Filloy y Rojano, 1989).

Por otro lado, en la literatura se presentan algunas investigaciones con estrategias
que permitan hacer frente a estos problemas de aprendizaje. Erazo (2011) enfatiza la
importancia de resaltar la estrecha relacion entre el desarrollo del pensamiento variacional y
la construccion del lenguaje algebraico para la modelacion e interpretacion de situaciones
problema. Garcia y Rendon (2011) mencionan la importancia de identificar los diferentes
registros de representacion implicados en la resolucion de problemas. Al respecto,
Chavarria (2014) plantea a los docentes la creacion de estrategias novedosas, llamativas y
contextualizadas, con la finalidad de motivar a los estudiantes en el aprendizaje de las
matematicas.

La tecnologia juega un papel importante en el desarrollo de alternativas para el
aprendizaje, y el uso de programas educativos es cada vez mas comun. Papert (1980) y
Cavallo (1996) consideran que las tecnologias computacionales son perfectas para
introducir en la educacién, nuevos elementos que transformen la practica educativa.
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Hechavarria (2013) presenta en su trabajo una secuencia didactica basada en GeoGebra
para el aprendizaje de los conceptos de ecuacion y funcidn lineal, asi como el trabajo de
Garcia (2011) que desarrolla secuencias para el aprendizaje de la geometria mediante
GeoGebra para estudiantes de secundaria.

Como propuesta de esta investigacion, se ha desarrollado una serie de actividades
enfocadas en la resolucion de problemas, para lo cual, se pretende que los estudiantes
utilicen diferentes registros de representacion, mismos que con ayuda del programa
GeoGebra intentan servir de apoyo a los estudiantes en la resolucién de problemas
mediante la interaccion con el programa y las representaciones de la ecuacion lineal que se
pueden emplear en el mismo.

Los applets utilizados en las actividades de modelacion contenian una
representacion grafica y una iconica del fendmeno en cuestion de cada uno de los tres
problemas, es decir, se tenia un applet para cada problema. De esta forma, los estudiantes
podrian transitar entre éstas representaciones y manipular los applets para formar los
modelos matematicos, y de esta manera solucionar cada problema.

Marco Tedrico

Bruner (1966) menciona que una persona puede representar al mundo en términos de una
accion (enactiva), de una imagen estatica (icoénica) o a partir del lenguaje comun
(simbolica). Duval (2004) enfatiza el rol fundamental de los registros de representacion en
la actividad matematica, dentro de ellos tienen lugar las representaciones semioticas, que
son reproducciones construidas por el empleo de signos que pertenecen a un sistema de
representacion. Dichas representaciones son indispensables para la designacion de los
objetos matematicos o la comunicacidon, esenciales para la actividad cognitiva del
pensamiento (Ulloa, Nesterova y Pantoja, 2009).

En su teoria de representaciones, Duval habla de la semiosis como la aprehension o
la produccion de una representacion semiotica, y noesis como la aprehension conceptual
del objeto. Entonces, es necesario afirmar que la noesis es inseparable de la semiosis. Asi
mismo, se puede afirmar que no existird la aprehension conceptual de un objeto sin ninguna
representacion de éste, y de igual forma la concrecion de la aprehension conceptual se
expresa a través de una representacion semiotica, Duval (2001, en Ulloa et. al., 2009).

Villa (2007) define por modelacion matematica como aquella actividad escolar
derivada de la actividad cientifica llamada modelizacion matematica. Mas que una
herramienta para construir conceptos, la modelacion se convierte en una estrategia que
posibilita el entendimiento de un concepto matemdtico inmerso en un “micromundo”
(contexto dotado de relaciones y significados) que prepara al estudiante para desarrollar una
actitud para cuestionarse a si mismo y abordar problemas de un contexto real.

Villa, Bustamante, Berrio, Osorio y Ocampo (2009) hablan sobre la estrecha
relacion entre los procesos de modelacion y resolucion de problemas sin establecer limites
en cada uno de ellos. Los definen como dos procesos diferentes, pero con caracteristicas
similares. La resolucion de problemas incorpora el uso de diferentes contextos, tales como:
intra-matematicos, artificiales, de otras ciencias y de la vida real. Asi pues, cuando se
abordan estos ultimos dos contextos (otras ciencias y la vida real) con el animo de construir
un modelo matematico, la resolucion de problemas tiene un significado anilogo con la
modelacién matematica (Villa et. al, 2009).
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Otro aspecto importante incluido en esta investigacion, es el aprendizaje asistido por
computadora. El empleo de programas educativos es cada vez mas comun, y ademas, se
considera como una estrategia de aprendizaje que ha sido adoptada por los sistemas de
educacion. En la actualidad, el aprendizaje asistido por computadora, se establece en
tecnologias de simulacion, procesadores de texto, gestores de bases de datos, graficos,
programas de disefio grafico, hojas de céalculo, juegos educativos, entre otros, que a su vez,
pueden ser o no supervisados por profesores (Torres, 2009).

Metodologia

Para llevar a cabo las actividades de modelacion se contd con un grupo de 30 estudiantes,
dicho grupo perteneciente al primer grado de educacién media superior de un centro
educativo de modalidad a distancia. Este grupo se dividié en dos grupos: uno de ellos fue el
de control y el otro grupo, el experimental. La division de los mismos se realizd de forma
aleatoria simple. Con los integrantes del grupo experimental se formaron aleatoriamente
cinco equipos de tres integrantes, a cada equipo se le entregd el material en una memoria
USB que consisti6 en tres problemas de forma escrita, un video para cada problema con
informacion para la resolucion del problema y un applet en GeoGebra para ayuda en la
modelacion y la resolucion del problema.

La variable independiente del experimento es el empleo o no de la propuesta para el
aprendizaje de la solucion de problemas de ecuaciones lineales con empleo de GeoGebra.
La variable dependiente serd entonces, el aprendizaje de la solucion de problemas de
ecuaciones lineales.

La hipotesis alternativa para la investigacion es que se genera aprendizaje en los
estudiantes con el empleo de la estrategia didactica basada en el uso de GeoGebra para la
resolucion de problemas de ecuaciones lineales. Como hipdtesis nula, que no se genero
aprendizaje alguno.

Un aspecto en el que se hara énfasis es la motivacion y el interés que se genere en
los estudiantes el uso de la tecnologia y las actividades basadas en fenémenos de la vida
cotidiana, Para esto, se llevo un registro de las actitudes mostradas por los estudiantes
durante el trabajo grupal.

Para el desarrollo de las actividades de modelacion se elaboraron de los materiales
que se enlistan a continuacion:

e Lecturas de apoyo sobre ecuaciones lineales.
e (Cuaderno digital de trabajo en formato PDF con los problemas.
e Hojas de trabajo para contestar los problemas.
e Applets en Geogebra para cada problema.
e Videos con informacion para cada problema.
Exposicion de la propuesta

Se empled el cuadernillo digital en formato PDF para mostrar los problemas en forma
escrita, en cada uno de ellos se presentaban también, preguntas que guiaban a los alumnos
en la construccion de los modelos matematicos. La figura 1 muestra la redaccion del
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problema 1, éste trataba sobre la relacion entre el consumo de energia eléctrica y la
cantidad de lamparas encendidas.

Figura I. Problema 1 de las actividades de modelacion

Se disefio ademas, un cuadernillo en formato Word con hojas de respuesta para cada
pregunta guia. En éste, los alumnos tenian la posibilidad de escribir sus respuestas en
cuadros de texto. Dichas preguntas se basaron en las fases de la modelacion matematica,
éstas son:

e Determinar el problema y observar el fendémeno
e Identificar los datos involucrados

e Construir el modelo matematico

e Manipular el modelo matematico

e Interpretar y validar la solucion

Asi mismo, cada problema contaba con una rtbrica para evaluar la respuesta de
cada pregunta.

La figura 2 muestra las preguntas guia.

La finalidad de las preguntas guia era conducir a los estudiantes a un proceso de
analisis y reflexion acerca de conceptos relacionados a la ecuacion lineal de dos incognitas,
en el cual, con ayuda del applet lograrian construir los modelos matematicos.

El applet tenia la caracteristica de ser manipulable, es decir, que se podia utilizar el mouse
de la computadora para modificar la cantidad de ldmparas. Ademas, se simulaban las luces
encendidas para que el alumno pudiera relacionar la grafica ldmparas-consumo creada en el
applet con la cantidad de lamparas encendidas. De esta manera los alumnos podian
comprobar el modelo construido, y modificarlo hasta conseguir el adecuado. La
construccion del modelo matematico era solamente una parte de la solucion del problema,
ya que era necesario para resolver el problema. La figura 3 muestra el applet utilizado en la
Actividad 1.
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Figura 2. Preguntas guia utilizadas en la Actividad 1

Figura 3. Applet LUMINARIAS, utilizado para la Actividad 1 del experimento
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En la figura 3 se muestra el applet empleado para la construccion del modelo
matematico en la Actividad 1. En la parte de la derecha del applet se observan dos vistas
superiores de dos oficinas, cada una con diferente tipo de iluminacion. En la figura de la
izquierda con iluminacién fluorescente y en la derecha con iluminacién LED. Cada oficina
contiene un deslizador con el cual se podia modificar la cantidad de ldmparas encendidas, o
también era posible hacerlo introduciendo la cantidad con nimero en la casilla de entrada
de cada oficina. Al activar el deslizador llamado “on-off” se simulaban las luces
encendidas en cada oficina.

Del lado izquierdo del applet, se mostraban las graficas “niimero de lamparas-
potencia” de cada oficina mostrando el consumo de energia de ambas oficinas. De esta
forma los alumnos podian relacionar una representacion grafica con una representacion
iconica de la situacion, ademds, con la redaccion del problema y las preguntas guia,
facilitaban la comprension del fendmeno y la construccion del modelo matematico.

Como se menciond anteriormente, la construccion del modelo matematico era
solamente una parte de la solucion del problema, es decir, que éste deberia ser empleado
para resolver el problema. Para la resolucion del problema se emple6 un video con
informacion relacionada al tema tratado en el problema, con la finalidad de obtener
informacion necesaria relacionada al contexto del problema y emplearla para solucionarlo.

La figura 4 muestra el video empleado para la resolucion del problema de la
Actividad 1. Este problema contenia informacion sobre la energia eléctrica, sus usos en los
hogares y la manera cono se calcula el cobro de la energia en nuestros hogares.

O]

POTENCIA ELECTRICA

Figura 4. Video sobre el consumo de energia eléctrica como apoyo para la resolucion del
problema en la Actividad 1.
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Resultados

Respecto a la construccion del modelo matematico, los alumnos identificaron las variables
a partir de la manipulacion de los applets; en el caso de la Actividad 1, se muestra en la
figura 5 una respuesta a los incisos ¢ y d de la hoja de preguntas.

Figura 5. Respuesta a los incisos ¢ y d de la Actividad 1

Se nota en la respuesta del inciso ¢ de la figura 5, que los alumnos de este equipo
llegan a la conclusion de que 60 y 20 watts son datos constantes, ya que aumentan de forma
proporcional al modificar la cantidad de lamparas, ademas los identifican como “Los
watts”. Del mismo modo, en la respuesta al inciso d denominan a la variable independiente

e,

como “x” refiriéndose al nimero de ldmparas.
Respecto a la relacion entre las variables, la figura 6 muestra la respuesta de este
mismo equipo.

e) Propongan ideas sobre las relaciones entre los datos del problema en forma
algebraica

Los numercs de wattsdependen de la cantidad de lamparas de forma multiplicativa
20x=watts
20{1)=20 watts /  Watts (Jamparas)= N.de watts
Lamparas fluorescentes
60({1)=b0 watts [/  Watts (limparas)= M. de watts.

Figura 6. Respuesta al inciso e en la Actividad 1

En esta respuesta se observa que relacionan los datos, indicando que es “de forma
multiplicativa”, ademas forman el modelo matematico 20x = watts utilizando | apalabra
“watts” para referirse a la variable dependiente de la ecuacion de dos incdgnitas construida.

Tienen ademas una respuesta del lado izquierdo 20(1) = 20 watts y 60(1) =
60 watts como dos formas casi algebraicas, mientras que del lado derecho escribieron las
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ecuaciones Watts(lamparas)=N. de watts, siendo esta respuesta una combinaciéon de algebra
con el lenguaje cotidiano.

Otra respuesta a este mismo inciso es la que se muestra en la figura 7. En ella, se
observa una respuesta mas completa en el sentido de que se emplea el algebra de forma
correcta.

Figura 7. Otra respuesta al inciso e de la Actividad 1

En esta respuesta ya determinan una letra para cada variable, x para la variable
independiente e y para los watts que consume cada tipo de lampara. Ademas mencionan en
su respuesta que 60 y 20 son los nimeros por los que deben multiplicar el nimero de
lamparas para conseguir el consumo total. Por ultimo, en dicha respuesta ya vienen
incluidos los modelos matematicos o ecuaciones de cada uno de los tipos de lamparas:
(60)(X)=Y y (20)(X)=Y.

Cabe hacer mencion, que estos tipos de respuestas se lograron una vez que los
alumnos manipularon el applet, por lo que fue necesaria la interaccion para contestar a la
par las preguntas guia y al mismo tiempo, construir el modelo matematico.

Conclusiones

Se pudo observar durante el experimento que la simulacion de los applets apoy6 de manera
visual a los alumnos en la contextualizacion de los problemas, ya que éstos mostraban la
situacion del problema de forma virtual y lo més apegada a la realidad.

Asi mismo, los alumnos mostraron interés por utilizar los applets, mediante la
manipulacion y la simulacion ellos podian comparar el modelo matematico construido, y de
esta forma modificarlo y tomar decisiones sobre su funcionalidad, hasta llegar al modelo
correcto.

Los applets fueron utilizados principalmente para tres cosas diferentes: como ayuda
para la comprension del problema, apoyo para la construccion de los modelos matematicos
y como método de comprobacion.

Respecto al uso de representaciones semioticas, los alumnos tuvieron la oportunidad
de comparar una representacion grafica con una representacion iconica, y de esta manera
construir una representacion algebraica. El uso de estas representaciones, junto con las
preguntas guia facilitdé la compresion del problema y la construccion de los modelos
matematicos para resolver los problemas.
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Existieron durante el experimento, procesos de conversion de una representacion
semidtica a otra. En estos, los alumnos lograron transitar en representaciones de un sistema
iconico y uno grafico presentes en los applets para lograr una representacion algebraica.

Durante las actividades de aprendizaje, se logréo que existieran episodios de
discusion entre los integrantes de los equipos para llegar a conclusiones a partir del didlogo
y la reflexion. Las preguntas en el cuadernillo, lograron hacer que los alumnos analizaran
las situaciones planteadas y reflexionaran para llegar a conclusiones correctas.

En relacién a la motivacion durante las actividades de modelacion, los equipos en
donde existio interaccion, el desarrollo de las actividades de modelacion los mantuvo
motivados e interesados en la resolucion de los problemas. Esto se evidencidé en los
episodios de dialogo, en los que la participacion fue activa por parte de los integrantes de
estos equipos. Caso contrario en los equipos donde no se logré la interaccion, ya que no
hubo participacion de todos los integrantes, lo que generé desmotivacion y desinterés hacia
las actividades de modelacion.

En relacion al uso de un medio tecnoldgico para el desarrollo de la modelacion
matematica, los alumnos se mostraron motivados hacia su empleo como medio alternativo
a la resolucion de problemas clasica en el aula, es decir, a lapiz y papel.
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