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Resumen

Se describen los resultados de la investigacion realizada y aplicada en el &rea de ingenieria,
como una propuesta para la ensefianza del concepto de diferencial empleando tecnologia,
con el objetivo de que los estudiantes que utilizan las matematicas como herramienta,
puedan comprender el concepto de diferencial y aplicarlo en situaciones problematicas que
asi lo requieran, por ejemplo en calculo de volimenes, velocidades y errores. Se hace uso
de la Teoria de Situaciones Didacticas, como sustento tedrico de esta investigacion, asi
como del software Wolfram Mathematica como soporte visual para el docente.

Introduccion

La ensefianza del célculo, en areas como la ingenieria, presenta dificultades que se ponen
de manifiesto una vez que se tratan de abordar conceptos como el de diferencial, donde a su
vez, intervienen diversos conceptos (el de funcion, limite, cantidades contantes y variables,
etc). La mayoria de los fendmenos que se estudian en esta area se trabajan en variables
continuas; por esta razén resulta imperioso realizar el andlisis variacional mediante la
construccidn de las diferenciales, que permitan llegar a la determinacién de una funcion con
la cual se podra evaluar o diagnosticar el comportamiento del fenbmeno en cuestion.

Este trabajo tiene por objetivo realizar una propuesta didactica, que contribuya a
analizar las dificultades que los estudiantes de ingenieria tienen para lograr la comprension
del concepto de diferencial y sus aplicaciones de una manera intuitiva, presentando una
alternativa, en la que el docente haga uso de herramientas computacionales a su alcance, y
presente algunas animaciones con las que los alumnos puedan visualizar de manera clara
cada uno de los términos que intervienen en el objeto, apropiandose de esta manera del
concepto de diferencial.

Marco tedrico

El concepto de diferencial aparece por primera vez, en uno de los primeros libros de
calculo, titulado “Analyse de infiniment petits pour [’intelligence des lignes courbes”,
(L’Hopital, 1696), donde describe lo que él llamo diferencia como “la parte infinitamente
pequeiia en la que una cantidad variable aumenta o disminuye continuamente”.

En la actualidad, el concepto de diferencial se establece como:

Supdngase que y = f(x) es diferenciable en x, y que dx es la diferencial de la
variable independiente x, denota un incremento arbitario de x. La diferencial dy
correspondiente de la variable independiente y se define como dy = f'(x) dx (Purcell y
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Vaberg, 1978); geométricamente el diferencial se representa como se muestra en la figura
1.

Ay
P(xg yod dy
9
i Ax
Xo Xo + Ax

Figura 1. Representacion Geométrica de la diferencial de y = f(x).

Para hacer un analisis de este objeto matemaético, tomamos como referente tedrico la
Teoria de Situaciones Didéacticas, (Brousseau, 1986), cuya premisa radica en que el alumno
aprende observando al mundo y formulando hipétesis a partir de sus conocimientos
previos, es decir, adaptandose a un medio, creado por el propio docente, que es productor
de contradicciones, dificultades y desequilibrios, que se manifiestan en respuestas nuevas
gue constituyen una prueba del aprendizaje obtenido.

Se define una situacién didactica como:

Un conjunto de relaciones establecidas explicita y/o implicitamente entre
un alumno o un grupo de alumnos, un cierto medio (que comprende
eventualmente instrumentos u objetos) y un sistema educativo (representado
por el profesor) con la finalidad de lograr que estos alumnos se apropien de
un saber constituido o en vias de constitucion™ (Brousseau, 1986, p. 35).

Para Brousseau, “... didactica no consiste en ofrecer un modelo para la ensefianza
sino en producir un campo de cuestiones que permita poner a prueba cualquier situacion de
ensefianza, y corregir y mejorar las que se han producido, formular interrogantes sobre lo
que sucede” (Brousseau, 1998, 2007), menciona ademas que es necesario que el proceso
didactico tome en cuenta cuatro diferentes tipos de situaciones: La situacion de accion, que
consiste en elegir directamente los estados del medio, donde cada participante toma la
responsabilidad de seguir el contrato didactico (reglas del juego) estipulado; La situacion
de formulacion, en ésta sale a flote la capacidad del estudiante para retomar sus
conocimientos previos y construir estrategias basadas en éstos que le permitan presentar
una solucion al problema planteado; La situacion de validacion, donde el estudiante
construye estrategias para comunicar y defender ante sus colegas, con argumentos bien
fundamentados aquellas estrategias planteadas; y La situacion de institucionalizacion,
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donde el docente se encarga de describir lo sucedido y vincularlo con el conocimiento en

cuestion.

Consideramos que este esquema es ideal para presentar situaciones de clase, en las
que el alumno comprenda lo que el maestro plantea, tomando como base el medio disefiado
previamente por el propio maestro, en el que se ven reflejados los anlisis que el docente ha
realizado sobre el tema, de forma que su objetivo es que se produzcan aquellos saberes para
los cuales la situacion es planteada.

Metodologia

Las actividades planteadas se realizaron siguiendo la estructura de la Ingenieria Didactica
como metodologia de investigacion, la cual se divide en cuatro fases, a saber:

e Analisis preliminar, dentro de éste se realizan tres diferentes andlisis, los cuales se
describen a continuacion:

O

o

o

Analisis Epistemologico, en éste se destacan las aportaciones de Leibniz y
Cauchy, donde el primero introduce la diferencial dx y las reglas basicas del
calculo diferencial d(x + y) = dx + dy y d(xy) = xdy + ydx, y el
segundo desarrolla la generalidad la teoria de funciones continuas y formula los
conceptos y procesos fundamentales del célculo para ese tipo de funciones en
los términos en que actualmente se presentan (Flores, Valencia, Davila, y
Garcia, 2008).

Andlisis Cognitivo, rescatamos que en la ensefianza del calculo en los niveles
medio superior y superior, no se hace énfasis en la naturaleza compleja del tipo
de cantidades (infinitamente pequefias), que se manejan (Sierpinska, 1995), que
conllevan a que un nimero considerable de alumnos no logre reconocer como
diferencial la cantidad o funcién que opera en las integrales y en las ecuaciones
diferenciales.

Anélisis Didactico, donde se hace énfasis en que “si se representa por dx un

incremento arbitrario elegido de la variable independiente x para un
- d ’

punto P(x,y) en la curva y = f(x), entonces en la derivada ﬁ =f(x)=tgr,

dy representa el incremento correspondiente de la ordenada de la tangente en P
(Granville, 2001)

e Concepcion y andlisis a priori. En base a los resultados del andlisis preliminar, se
estructura una secuencia conformada por tres actividades:

o

Actividad 1. Determinacion de saberes previos, mediante la respuesta a un
cuestionario en el que se indaga acerca de diferentes conceptos que se
involucran en la diferencial.

Actividad 2. Planteamiento de un problema practico de la ingenieria, con la
finalidad de que el alumno distinga entre los términos “infinitamente pequeno”
(no medible y usado en el calculo) y “finito” (medible y usado en aritmética) a
través de su aplicacion en una animacion desarrollada mediante el software
Wolfram Mathematica, en la que los elementos de la diferencial (véase figura 1),
son presentados en el contexto del problema; de forma que los estudiantes
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visualicen la gréfica y los valores correspondientes, guiados por una serie de
preguntas que los llevaran a entender la razén de cambio que se origina al
manipular la gréafica, todo esto con el objetivo de que vayan observando la
variacion que se presentaria en la maquina del problema, lo que intuitivamente
los llevara al concepto; posteriormente el maestro hara una institucionalizacion
de los términos que se estuvieron observando.

o Actividad 3. El profesor manipula la animacién al mismo tiempo que explica la
relacion entre variabilidad en el error planteado en el problema (longitud vs
peso), tiene el objetivo de que los alumnos puedan relacionar el tratamiento
formal de los términos variable, constante, finito, infinitamente pequefio, etc.,
con aquellos elementos que se presentan en el problema planteado, de tal forma
que una vez que tienen la nocién de su comportamiento, el maestro tenga
elementos para encausar su conocimiento y llevarlo a la conceptualizacién del
mismo.

Experimentacién

La puesta en marcha se desarrollé con un grupo de 12 alumnos del 6° semestre de la carrera
de Ingenieria en Mecatrdnica de la Universidad Politécnica de Zacatecas; el desarrollo de
las actividades se realiz6 de la siguiente manera:

Actividad 1. Respuesta, de manera individual, al cuestionario de diagnostico (fase de
accion), consistente en una serie de preguntas basadas en “qué entiendes por...”, para
hacer notar que los alumnos cuentan o no con los conocimientos previos necesarios
para la siguiente actividad; esta fase tuvo la participacion de todos los integrantes del
grupo. Un ejemplo lo observamos en la figura 2.

9.- ;Qué entiende por diferencial?
A Il ,f/»‘/,#g ral cowv
Nig

| ared ck ond O

r / Sl
,‘,-, ey ! > /){/""-\ €5 (a0 corivr </

Figura 2. Ejemplo de respuesta de la fase de accion.

Actividad 2. Conformacion de cuatro equipos de tres integrantes cada uno, para la
solucion conjunta del problema préactico guiado por un instrumento (fases de
formulacién y validacién). En esta se les plantea un problema del error propagado por
el peso por el error en la longitud que comete una maquina en la fabricacion de una
pieza cuya longitud debe ser de 50 mm, sabiendo que dicha maquina comete errores no
mayores a 0.32 mm, utilizando como herramienta la grafica animada disefiada para que
los equipos la manipulen y a la par vayan contestando el cuestionario; después de
entender el problema y manipular la herramienta, cada integrante del equipo emitid sus
comentarios al respecto, en la mayoria de los casos, se logré que los integrantes
debatieran acerca de sus posibles respuestas, logrando consensar la respuesta que
posteriormente emitiria el equipo.
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Figura 3. Ejemplo de respuesta de las fases de validacion y formulacion.

Actividad 3. Institucionalizacién. El profesor proyecta la gréfica para que todos los
alumnos accedan a ella, conforme la manipula va explicando paso a paso en el
problema (véase la figura 4), al mismo tiempo que va relacionando los procesos y las
variables conforme los datos estdn cambiando, contextualizando asi, los objetos
matematicos que intervienen en el proceso de la comprension de la diferencial.

Ix dx
0 ) » @

Figura 4. Manipulacion del programa con diferentes valores del error.
Anélisis y Resultados

Como se explico anteriormente, el objetivo de la actividad 1 era diagnosticar el
conocimiento del concepto de diferencial y los saberes requeridos para la solucion de un
problema relacionado con este tema.

Las respuestas de los estudiantes se clasificaron en tres niveles: fuera de contexto,

aproximada y comprensiva, en la figura 5 se presenta un ejemplo de la categorizacion que
se realizo.
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No. Pregunta Tipos de respuestas
2) Respuestas fuera de contexto. *...es wna cantidad may fing... "(4 alumnos)

1 (Qué  entiendes  por |b) Respuests aproximada. “.... wna confidad que tiene wn limite y se puede contar...”(2
cantidad finita? alummoe)

c) Respuesta comprensiva. “... Jue fiene fin, es una cantidad contable de la que podemos saber
cudl es su cifra... (6 alumnos)

2) Respuestas filera de contexto.”...cantidod variable es gue al sacar un resuliado de un
problema puede variar ..y una cantidad constante puede que no es ol resuitado... "(1 ahmmnos)

2 JQué  diferencia  hay
entre cantidad variable v | k) Respuests aproximada. “...cantidad vaviable puede ser diferente... y cantidad consiante es
cantidad constants? i cantidad fija... (1 alumno)

c) Respuesta comprensiva, =... La comtladad vaviable cambia y la constamte ne... "(10 alumnos)

2) Respuestas fuera de contexto.”...re emtiende por lar coordenadas ¢ los gies ,, v .72
ahmmnos)

3 iQué  entiende  por
sistema de coordenadas |b) Respuesta aproximada “...Jos datos que nor proporcionmm la ubicacion de algin punto en
cartesianas en el plano? | este piamo... "(7 alumnos)

c) Respuests comprensiva. ... um sistema es ague! que explica un método de entradas ... ya sea en
ecuaciones...para poderlo ver de manera grafica... "(3 alumnos)

Figura 5. Ejemplo de la clasificacion de respuestas realizada en la actividad 1.

En términos generales, con las respuestas obtenidas en la actividad 1, podemos decir
que los alumnos tienen nociones muy claras de los términos: variable, constante y
pendiente de una recta, mientras que se destacan dificultades en los términos de recta
secante, limite y derivada.

En relacion a la actividad 2, en el analisis de los resultados observamos que, la
motivacion que se logra en los alumnos cuando se introducen herramientas tecnoldgicas en
el aula favorece mucho la participacion de éstos en las actividades (ver figura 6).

K

Figura 5. Alumnos manipulando la herramienta.

Cabe destacar que en la experimentacion realizada, hubo equipos en los que se
detecta claramente el uso adecuado de los términos involucrados, donde reconocen que los
errores pueden ser finitos o infinitamente pequefos, y que se requieren técnicas de
medicion propias del calculo para poder detectarlos, tal como se muestra en la figura 7.
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7.- iHay posibilidad de que la pieza tenga un error en la longitud, tan pequefio
que no se pueda ver ni medir? ;Por qué?

/
- ¢t loo ¢ o rit [ -~

.‘t'/,v/"'z-' S 7 re '(. 2. £ asr.

5.« (Como se calcula dy?

:
!

Figura 6. Ejemplo de respuestas donde se detecta el uso de términos y su contextualizacion.

Finalmente, en la tercera actividad, que se refiere a la institucionalizacion, podemos
decir que lo mas relevante es la manera en la que el docente va conceptualizando cada uno
de los términos de la diferencial, aplicandolos simultdneamente al problema planteado, en
la que por consiguiente, se da un reconocimiento formal del concepto por parte de los
estudiantes.

La Gltima fase contemplada por la ingenieria didactica, se refiere a la realizacion de
un andlisis a posteriori, que consiste en una confrontacion de los resultados esperados
contra los obtenidos, la siguiente tabla concentra algunos de los resultados mas relevantes
de este analisis.

Tabla 1. Ejemplo del analisis realizado.

Fase

Anélisis a priori

Anaélisis a posteriori

Accién

Que los alumnos entiendan
y se apropien  del
problema, buscando
estrategias para llegar a
una solucion

En todas las actividades hubo
una excelente participacion y
respuesta en esta fase

Formulacion

Que escriban respuestas
razonadas de acuerdo a sus
conocimientos

En la mayoria de los casos se
logro, solo en preguntas como
la 3y la8 sedio el caso que
uno de los equipos emitiera
una respuesta fuera de
contexto.

Validacion

Confrontacion de ideas de
forma que se emitan
argumentos convincentes
que los lleve a consensar
una respuesta por equipo.

Se logré parcialmente, pues
en algunos equipos se
presentaron respuestas
diferentes entre los
integrantes del mismo.

Institucionalizacion

Que logran eshozar un
acercamiento a la

La mayoria logré comprender
el proceso por el cual se
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definicion ~ formal  de | calcula la diferencial, ademas
diferencial de que se logré evidenciar
como cada uno de los
elementos que intervienen en
el concepto son aplicados a
problemas précticos.

Conclusiones

Con base en la construccion de esta actividad, los resultados obtenidos y el andlisis
realizado, podemos concluir, en primer lugar, que el uso de la Teoria de Situaciones
Didacticas es pertinente en el disefio de situaciones en las que los alumnos sean participes
de su propio conocimiento, y a la vez permite al docente, conocer la evolucién que ha
tenido el concepto, los errores tipicos que se comenten por parte de los alumnos y la
propuesta de abordaje de los libros, esto brinda un panorama completo de los factores que
se deben considerar al momento de disefiar una situacion.

Los estudiantes lograron comprender la propagacion del error, la aproximacién de la
linea secante a la linea tangente y la zona en qué se da el error infinitamente pequefio y
porqué. También la mayoria de los estudiantes fueron capaces de reconocer la definicion
formal de diferencial, reconociendo cada una de las partes que lo componen tanto
analiticamente como geométricamente, consideramos que fue de mucha importancia la
construccién del programa para la visualizacién del diferencial.
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