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Introduccion

Actualmente nos encontramos inmersos en un mundo donde los términos tecnologia y
educacion estan estrechamente vinculados, asi lo han indicado organismos internacionales
como la UNESCO. La National Council Of Teachers Of Mathematics (NTCM) argumenta
que la tecnologia es esencial en el aprendizaje y ensefianza de las matematicas, ya que este
medio puede influir positivamente en la matematica que se ensefia e incrementar el
aprendizaje de los estudiantes, para desarrollar un aprendizaje mas profundo de las
matematicas, siempre y cuando se haga un uso apropiado de la tecnologia. Dentro de esta
investigacion se pusieron en préactica diferentes actividades de algebra para estudiantes de
bachillerato con el uso de la tecnologia, en particular, el uso de calculadoras con Sistema
Algebraico Computacional (CAS).

Marco tedrico

En la dltima década, un grupo de investigadores franceses se ha encargado de trabajar e
investigar, sobre la ensefianza y aprendizaje de las matematicas sobre un entorno con CAS,
al cual ellos llaman “Ambientes CAS” estas investigaciones han reflejado cuestiones acerca
de la “instrumentacion” y la dialéctica entre los conceptos y las técnicas de trabajo.

Para que el alumno logre la visualizacion de los conceptos matematicos para el
aprendizaje de las matematicas, el empleo de las nuevas tecnologias es una poderosa
herramienta que nos puede ayudar a lograrlo.

El marco conceptual considerado en esta investigacién es la aproximacion
instrumental; en particular la parte conocida como Tarea, Técnica, Teoria.

La aproximacion instrumental (Artigue, 2002 y Lagrange, 2003,2005.) es un
marco con elementos teoricos para analizar el aprendizaje y la ensefianza de las
matematicas  desde  diferentes ambientes tecnoldgicos, por ejemplo, los CAS,
aproximacion instrumental reconocida dentro del medio de investigacion.

Artigue (2002), hace mencion que dentro de la aproximacion instrumental para el
uso de herramientas tecnoldgicas existen dos influencias a seguir: Una de éstas es la
Ergonomia Cognitiva (Verillon & Rabardel, 1995) y la otra, es la Teoria
Antropolégica de lo Didactico (TAD) (Chevallard, 1999).

Propuesta

Dentro de esta investigacion trabajamos en un ambiente CAS, con las siguientes
actividades:

171


mailto:alonzo.tae@gmail.com
mailto:jcortes@umich.mx

Revista Electronica AMIUTEM
Uso del CAS para el aprendizaje de temas de ...

e Actividad 1: Expresiones equivalentes.

e Actividad 2: Continuacion de equivalencia de expresiones.
e Actividad 3: Transicidn de expresiones equivalentes.

e Actividad 4: Sistemas de ecuaciones.

Esto con el fin de promover el razonamiento algebraico de los estudiantes de
bachillerato. En particular investigar si el uso del CAS con la calculadora TI-nspire CAS
Texas Instruments, ayuda a los estudiantes en su proceso de desarrollo de conocimiento
algebraico respecto a expresiones equivalentes y a sistemas de ecuaciones.

Resultados
Analisis de Resultados: Expresiones equivalentes

El proposito de esta actividad es que los estudiantes de bachillerato tengan como
base un enfoque numérico, para la discusion en la equivalencia de expresiones. A
continuacion se mostraran fragmentos de las actividades puestas en marcha dentro de esta
investigacion.

La parte IV de la actividad, consistio en tres preguntas en base a una ecuacion
formada por dos expresiones:

(A) Introduce, directamente, en la linea de entrada de tu calculadora las ecuaciones formadas
por las expresiones 3 y 5
2 . 7
(el (=) +5) = (o +3x=10)(3x1)(X +3x+2)

(x+2)

1. s0O0ue muestra la calculadora como resultado®?

Troa
NaerAadara)

2. LCome interpretas este resultado?

Coe wvadadorm |a ecocacicsr

3. Usa el operador *“*tal que™ ( | } de tu calculadora, v reemplaza x por —2 en la
ecuacion precedente. Interpreta el resultado mostrado por la calculadora.

ralee
(vl )

|

Imagen 1.7: Resultados deavl.rlradalupe

En esta parte de la actividad, lo que se queria lograr es que verificaran la
equivalencia usando una prueba de igualdad, sin reescribir las expresiones dadas.

Analizando los resultados de Guadalupe, ella solamente tradujo los resultados de
la calculadora, diciendo que es verdadera la ecuacién para el primer caso, asi como falsa
una vez que introduces el valor de -2, pero no dio una explicacion del porqué
sucedio eso.
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Para la parte IV B, nuevamente se dieron dos expresiones en forma de ecuacion
para verificar la equivalencia, dentro de ésta se hicieron dos preguntas las cuales consistian
en lo siguiente:

1. §Qué muestra la calculadora como resultado?

(x*+ 1 20) = (3 x*4 2 x~ D= (x45)°BGx-1 ) ~&x* x-2

2. ; Como interpretas este resultado?

Qoe oon eguvalentco dcun"do
| Yaler de K. :
Reo \la eccacion 2 y 3 donde mos recclfados
wnos o condidiran Yy ©troe no gor o rantol
NO e Poloo nr verda dercw |

A miormo

(B) Introduce, directamente, en la linea de entrada de tu calculadora la ecuacion formada
por las expresiones dadas 2 y 3:

(2 +x—=20) (37 +2x—1) = (3x—1)(x2—x—2)(x+5)
Podemos observar que Guadalupe reafirmé su teoria una vez terminado la
discusion anterior, ya que ahora las dos preguntas las contestd adecuadamente.
Analisis de Resultados: Transicion de Expresiones a Ecuaciones

El objetivo de esta actividad, consiste en usar la CAS para encontrar los valores de x
que producen resultados iguales. Enseguida se mostraran fragmentos de algunos estudiantes
dentro de esta actividad.

Dentro de la parte 111, se formuld una serie de preguntas las cuales se contestaron a
papel y lapiz. Se muestran a continuacion las respuestas de varias alumnas.

(A) 1. Construye una ecuacién formada por dos expresiones equivalentes de tu propia eleccién.

U_-a,]J(A\?J\TX?’Q

(A ELEEAA S X "f e > \"1 s
‘ VKX o) [ XAy D5 x+2)

Imagen 3.6: Resultado de Mayte y Andrea

Como vemos las respuestas de Mayte y Andrea son correctas, similares a las que
dieron los demas alumnos.
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o x

I
‘ ({ULA]

2. Explica tus razones de porqué elegiste esas dos expresiones en particular

qUe BEZCaAMOD VOO OO Q. UeY
Lt Q&%\

OcC ﬂj“v’\- 7(- O \as e Neeao QU SEMT OCOIr 15

£ CX DOiges QONWNCAXED,

Imagen 3.7: Resultado de Mayte y Andrea

En general las respuestas a esta pregunta fueron similares a las de Mayte y Andrea;
si observamos, la primera respuesta menciona que buscaron varias expresiones hasta
llegar a un par, llegando a esto haciendo pasos algebraicos, pero no los muestran.
Por otra parte Andrea no menciona ninguna razon algebraica.

La parte B de esta actividad, consisti6 nuevamente en 4 preguntas, las cuales se
muestran a continuacion:

(B) 1. Construye una ecuacién formada por dos expresiones no equivalentes de tu propia eleccién

£ N

x*(x+t4)+2x = X2 Cx (X% 6) +3x=5
(x Y+ (r-n) (x+8

(!.[ X - ‘:‘,)( Sx- 4)

Imagen 3.9: Resultado de Guadalupe, Karla y Andrea

Mostramos los resultados de Guadalupe, Karla y Andrea como podemos observar
las tres alumnas pudieron construir la ecuacion requerida.

2. Explica tus razones de porqué elegiste esas dos expresiones en particular.
Foaon \oc \ OO Cvimzia |
NO< C | (@
= e ¥ s \ ‘e [
I St |
Tk fe il olalng il clok ¢ WOC
Imagen 3.10: Resultado de Guadalupe, Karla y Andrea
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Para esta pregunta, todas las alumnas dieron razones muy superficiales, ninguna dio
alguna razon algebraica.

3. ¢Qué puedes decir en torno a las soluciones de esta ecuacion?

'Q.:.( CCY\-C;';"MG\(.\\_.\(Y VO\OY A€ K Sempye
WVt o Aoy e M MO ‘

Qe Oon I\!L\J

Imagen 3.8: Resultado de Mayte y Andrea

De igual manera, para esta pregunta sus respuestas fueron muy superficiales, ya que
de nuevo ninguna pudo demostrar que solo existen algunos valores o soluciones o
ninguna solucion.

4. ¢Como usarias la CAS para apoyar tu respuesta a la Pregunta A3 anterior?

Lﬁ‘b\‘tii?}lj )('Jl Cp \-—‘R*\

Pue G solc { ," ) Compavwe veqoulfadc

Imagen 3.9: Resultado de Mayte y Andrea

En general como en las 4 preguntas anteriores, podemos observar que hubo una
gran mejoria en cuanto a saber como formar una ecuacion equivalente y no
equivalente.

Pero aun existe la confusion de como encontrar o mostrar los valores de esas
ecuaciones usando el comando SOLVE, o en su caso, poder especificar qué significado
tiene la palabra TRUE o FALSE.

Para la parte IV y ultima de esta actividad constdé de dos preguntas, en la primera
se les pidi6 que llenaran una tabla de acuerdo a la siguiente informacion:

1. Resuelve las siguientes ecuaciones, usando el comando SOLVE de la CAS.
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Ecuacién dada Qué muestra Ja CAS
1. 2—%)" =x(2x—4) x = 9% } n& L

2. x—5)(3x+7) — 5 = 3x"-8x—40 Lt
1 T

| 3. 3x>—x—1 = 2x+5

)(:-L e X =%

—06x + 3
4. —31‘.+7:————-—-—6§+ -x+7 o\ sc

Imagen 3.13: Resultado de Liliana

Para esta parte practicamente todas las alumnas supieron como utilizar el comando
SOLVE, para encontrar las soluciones de las ecuaciones como lo muestra la tabla. En esta
pregunta se mostraran los resultados de Liliana, Guadalupe y Karla

'qva en \al So\o ed Gc/._,-.uo\k’__.'\"ft Can ~Tiy 2
\

- \a dos &5 \;\-':'d(_\Qt’f'd (.fuc; s gay{,:uuif’-:l-('

L Rote QueRE TEr c’ﬂ/t—'-*ﬂl‘\t’a e Convalores de -1y 2

T n C’.-“\biiu CQF('CC_+G \{ 0. S (":cj\_.\jc&‘“?ﬂ.i{i:‘

@‘ co @Cqs \.OIC?I’)fe {:JCJ‘\C' e el Keisms Ml PO N @

@copara algawmoa walored. eqgevalen foo oara Fode
@ €n acrivaknte oolo Pora x=—| o X=2

¥

Qrean eelta acea Crd—_\ NG G e e IC?n'f‘G‘\
Cona ©INgon  volor.

1PGes en © Phimero  exp @SS nos muoeskro
dc_‘;.:_/ PO SH b‘(i_) T \ ‘k‘l fe s o N = N ’L O 2 -
N - Ern \a e L3 ){“(;.\C“.'- \C_l CAS Yo moe Q‘\ Y Ca L e \(_-\

fj_f_—‘f(” ston es veal o wedaidera Jporel\o &e
LROE . .
‘b - \_:' o \( { -Z.)(_ A (J]‘ 1.(-3-_1-'{\ (_l oS ENn \c A ’l‘f" e *QJ ‘fa\_-_;(_')r\ OO
=l \C-\' «;_\C-.‘:C_.a = ‘.&") 1 S eSSy \k <h R'.'}(_'l:_) C {k:(: e vian
W == ) X = L .

- PNoos mMmeESTO ‘FCAI&;@ G o IR S OO T e
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No perdemos de vista que para el cierre de esta actividad, tanto Liliana
como Guadalupe, expresan de manera correcta que es lo que significa cada resultado que
muestra la CAS. Por otra parte, a Karla le falto dar el verdadero significado de las
expresiones, practicamente fue la Gnica que no definid bien el significado.

Andlisis de Resultados: Sistemas de ecuaciones

El proposito de esta actividad es desarrollar en los estudiantes la comprension de los
métodos algebraicos de sustitucion e igualacion, utilizados para resolver sistemas de
ecuaciones.

2. Abhora el trabajo con la calculadora (pero no resuelvas). Por favor, escribe, en la tabla de
abajo, qué introduces en la calculadora, asi como aquello que la calculadora muestra como
resultado.

2x=8—4y

17x—31y =3
Valores de la ‘ Qué introduces en la CAS Resultado mostrado por
pareja x y y e - S __ [1aCAS =
x=0yy=2 [0=®-Ayly=1 rrue

T AT .. ool ... - AP

x=4 y p=3 |% =_-yY\vwv=% rvol\ot
. & }‘0‘5‘51\(:5\‘/:5 J“Fo\bc‘
x=2 y y=1 _\,\:‘@-“—\\/\\/;ﬁ_ ‘-\-vut n T
B 1N S s S £

3. Pregunta adicional: { puedes encontrar otras soluciones de este sistema de ecuaciones? Por
favor, explica.

l‘Pue_ de vy - S c:k‘a‘pend.{?n'ldc'}, Ae\ mnetodao <;L,c'_ ‘
OCQ‘)U;\'\O S

S Own objhzew @\ Yaolqoe-
SN sces Xt X e A= N \os valored

|
e —

LK lc_f\‘ o (_-(_—‘I(‘\ S cih ." i

Imagen 4.7: Resultado de Liliana, Karla y Guadalupe

Acabando con esta parte, solo Guadalupe tuvo problemas para mostrar cuales
valores eran soluciones. Para la Gltima pregunta, de manera repetida ninguna estudiante
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pudo contestar de manera correcta, ya que ninguna puede mencionar que solo existe una
sola solucion para el sistema.

Como pudimos observar durante el trabajo con este tipo de ecuaciones, la mayoria
de los alumnos pudieron sustituir los valores dados en cada una de las ecuaciones
mostradas, pero, no estan relacionados con el significado de estas, ya que en este Gltimo
sistema todas mencionan que puede haber mas soluciones.

Después de varias actividades similares y discusiones dentro de clase, obtuvimos los
siguientes resultados:

(C) Distincion entre soluciones de ecuaciones con una v dos incognitas

1. Es probable que te hayas dado cuenta de que, en la Parte |l (A), la CAS mostro un valor
numeérico como solucion para x. Por el contrario, en la Parte Il (B), la calculadora mostro el
resultado en forma de expresién algebraica.|é Coémo explicas esta diferencia?

J4 NCumr\p Yorerce oy .nca‘gn.a'\‘u (= A«r(c.gxr oo\e neoe Aq—‘

a Yo\ AG @y :nccg'r\.ft‘n..

A\ ] Cocmdo Yenemod doe inecOgn; o c\rf‘(‘“’il‘“‘mf’"‘_ i
" lenmmato iy Mocge Vo ©%ra foxa oaVar ot e Calng,
\ |

: =

i—._"_n‘-)'; T OVUe e\ 'c'-'.gm_: e eCuAadione S <\\Teut‘l’\":(‘. Vi ‘
\ |

N e t"'\ \/('.l\l.i_}.\ Qe X Cc_un.'k_;t( A

Imagen 4.17: Resultado de Guadalupe y Karla

La primera respuesta, la cual es de Guadalupe, notamos que ahora le ha quedado
claro el procedimiento para resolver una ecuacion de una y dos incognitas, las
respuestas de los demas alumnos fueron similares. Para la respuesta de Karla, vemos que
fue la Unica que no fue mas explicita en su respuesta.

Una vez que reafirmaron cual es la diferencia entre las dos ecuaciones, se les pidié
lo siguiente:

La parte 111 B se continu6 con el método de igualacion, pero, ahora el trabajo de las
alumnas fue a través de CAS, solamente se presentara el trabajo de Karla, las alumnas
restantes presentaron un trabajo similar.

X-8=2y+2

He aqui un sistema de ecuaciones lineales:
q 3Xx+5y+3=0




Revista Electronica AMIUTEM
Uso del CAS para el aprendizaje de temas de ...

1. Con la CAS, usa el método de Igualacion para resolver este sistema (registra todo
aquello que introduces en la calculadora, mientras prosigues con tu trabajo, y de lo que
la calculadora muestra como resultado al usar sus comandos).

Xl método de Igualacion Qué introduces en la CAS Qué muestra la CAS como
consiste en: i Dt resultado

1. Despejar la misma variable o
en cada una de las ecuaciones Ave  ( y—%< ly+ 'szJ : .
v. de este modo, crear dos e
expresiones, las cuales tienen | Do\ e LDX+ AT D=0 ¥ )|
una sola variable;
2 y 3. Proponer que las dos
expresiones ‘obtcmdas 01.1 el b (Ay Xio s o2 EN 1) \)/
paso 1 sean iguales entre ellas, | o8, =
para construir una ecuacion
con una variable; resolver la
ecuacion que resulta; pr— s R ) |
4. Sustituir el valor obtenido

en una de las ecuaciones del
sistema; con objeto de calcular
el valor de la otra variable de
la pareja solucion. |

Imagen 4.24: Resultado de Karla

Incluimos el mismo cuadro que cuando se les presenté cémo funciona el método,
solamente cambia que el paso 2 y ahora estan juntos y no separados. EI manejo de CAS
dentro de este método esta muy bien definido.

Las siguientes preguntas van en relacion al método anterior:
1. ¢Como verificas con la CAS que tu solucion es correcta?

\ A { { \ I's A
Lx "w"l& “r\\{k- -\’\'\ \-'Y\’x O\ \\ ( 1'(;’ 3 r_'v: K (}( ACAOMN \/ o e ¥ \\( ¥ K &C

UL e eacianes & e, IS0, ) e L‘f"\(\ X =4 cnndd \}' == 2

Imagen 4.25: Resultado de Karla

De igual manera todas las alumnas mostraron el mismo método para comprobar la
solucion de este sistema de ecuaciones, el cual es una manera facil y rapida de comprobar
esto.

De acuerdo a los resultados mostrados dentro de la presente investigacion, podemos
concluir que el buen manejo del CAS, dentro de las clases de algebra, permiten al alumno
de bachillerato la mejor comprension de los conceptos algebraicos, asi como su
manipulacion, ya que como pudimos observar dentro de nuestros resultados, los alumnos
fueron de menos a mas dentro de las actividades de trabajo.

Cabe mencionar que la CAS dentro de las clases de acuerdo a lo observado permite
que emerjan técnicas nuevas para la solucion de las tareas planteadas.
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En particular, podemos mencionar algunas técnicas que emergieron dentro de esta

investigacion:

e Identificar cuando dos expresiones son equivalentes y no equivalentes.
e Distinguir entre la factorizacién y multiplicacion de términos.
e Manipulacién de expresiones algebraicas.

e Obtencién del rango de valores o restricciones que pueden tener ciertas
expresiones.

e Poder diferenciar los tipos de ecuaciones.

e EI CAS permitio también elevar las técnicas que tenia para la resolucion de un
sistema de ecuaciones.

Conclusiones

Una vez finalizado el analisis de nuestras hojas de trabajo, logramos destacar los
siguientes puntos:

1.

Notamos que se necesita una buena planeacion para realizar las hojas de trabajo, esto
con el fin de que los alumnos, a la hora de contestar las tareas disefiadas, no les surja
duda dentro de la misma.

Al comienzo de un tema nuevo, notamos que la mayoria de los alumnos estaba
practicamente en ceros de acuerdo al tema.

Las técnicas utilizadas para resolver las tareas no eran buenas o correctas en la mayoria
de los alumnos, esto se apreciaba de manera mas clara dentro de las primeras
actividades.

Dentro de los temas en las tres primeras actividades, los alumnos muestran un aspecto
muy mecanizado a la hora de resolver problemas, es decir, no intentaban razonar sus
soluciones, unicamente encontraban lo que se les pedia dentro del problema.

Sin dejar de mencionar el interés de los alumnos por el uso del CAS, lo cual se
observaba de manera muy clara al momento de trabajar en forma combinada el
uso del papel, lapiz y la CAS.

En la dltima actividad se notdé una gran mejoria en las técnicas de los alumnos en
general, asi como también un avance en el aspecto de mecanizacion ya que al momento
de reflexionar sobre sus respuestas lo hacian de manera mas concreta.

Para lograr un avance significativo en el punto namero 5, fue de gran ayuda los debates
cientificos, es decir, las discusiones dentro del salon de clases, porque éstos ayudaron a
librar dudas que tenian los alumnos.

Con base en el anélisis y los datos recabados en el capitulo anterior, podemos
concluir y afirmar que un ambiente CAS vy las tareas disefias para éste, influyen sobre
el alumno de manera positiva para el desarrollo de su conocimiento algebraico.
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