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Resumen

Las tecnologias digitales en educacion matemaética, traen consigo que el docente cambie sus
estrategias de ensefianza, lo cual requiere que sepa potenciar su uso en su dimension
didactica. Lo anterior se encuentra en un estado conflictivo, ya que el profesor cuenta con
escasa referencia profesional de esta practica, es decir, como usar la tecnologia para
ensefiar y no solo eso, sino cdmo modificar el contenido matematico. En ese sentido, se
reporta un avance de investigacion del uso de tecnologia mediante una propuesta para la
clase de la integral definida, que articula sisteméaticamente el conocimiento matemaético,
didactico y tecnoldgico mediante el modelo tedrico TPACK (Conocimiento Tecnoldgico
Pedagogico del Contenido). Complementado a este modelo se encuentra THA
(Trayectorias Hipdteticas de Apredizaje) como una guia o plan de trabajo metodoldgico que
complementen la propuesta de clase.

Introduccion

El Consejo Nacional de Maestros de Matematicas (NCTM, 2000), declaré6 que las
tecnologias deberian utilizarse amplia y responsablemente para facilitar a los estudiantes,
la visualizacion de los conceptos matematicos. En ese sentido, es una herramienta didactica
que ayuda a la construccién de significado de los objetos estudiados (Miranda y Sacristan,
2012). Esto requiere que el profesor sepa potenciar su uso como herramienta didactica,
considerando el trabajar colaborativamente en cursos de actualizacion profesional (Vitabar,
2011).

Haciomeroglu, Bu y Haciomeroglu (2010), mencionan que la investigacion sobre la
ensefianza de las matematicas con tecnologia ha recibido mayor atencion en los ultimos
afios. Al respecto sefialan, que a pesar de la creciente importancia que se tiene de su
implementacidn, los resultados reportan que los profesores hacen un uso limitado de ésta en
el aula. Por lo tanto, las nuevas tendencias de investigacion que se describen a
continuacion, se enmarcan hacia la importancia de mejorar la practica docente con el uso de
tecnologia para su clase de matematicas. Por lo tanto, se describe una propuesta, como
resultado, de clase sobre la integral definida que articula el conocimiento didactico,
matematico y tecnologico (TPACK) complementado con una guia metodologica (THA),
que permite planificar la aplicacion de esta articulacion de conocimientos.

La Practica docente con el uso de tecnologia, algunos aportes

Las investigaciones referente a como mejorar la practica docente, estan dando un giro
importante en las investigaciones en matematica educativa, ya que se orientan, en su
mayoria, al disefio de actividades apropiadas proponiendo estrategias efectivas para su
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ensefianza y aprendizaje de las matematicas con el uso de tecnologia. Por ejemplo
retomando a Haciomeroglu, Bu y Haciomeroglu (2010), reportan el estudio realizado a 68
profesores en formacion en la ensefianza de las matematicas en educacion secundaria. Para
lograrlo incluyeron conocimientos y dinamicas, que desde la perspectiva de los autores,
potenciaron positivamente la perspectiva de los futuros profesores sobre el uso de
tecnologia en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.

Las dinamicas consistieron en la reflexion y discusion conjunta de la instruccion
tomando en cuenta, conocimientos matematicos y didacticos, es decir, no se limitaron o
centraron solo en un uso manipulativo del GeoGebra, sino que propiciaron la reflexion de
su propia practica hacia articulacion de conocimientos didacticos y matematicos. Sin
embargo, algunos de ellos expresaron su renuencia de usarlo en su practica docente, ya que
se limita en un uso rutinario del software para verificar resultados y medir objetos, siendo
estas actividades realizables a papel y lapiz.

Gonzalez (2014) realizd un estudio con estudiantes en formacion docente de
matematica y fisica. El estudio muestra una experiencia del uso del software de geometria
dindmica, considerando un enfoque profesional, es decir, con intencion de que logren
adquirir conocimientos sobre el uso de tecnologia para considerar modos de actuacion
utiles en su desempefio como profesores. La primera componente es el enfoque profesional
donde los docentes en formacion, adquieran dominio del software con contenidos
matematicos adaptados con dicha tecnologia. Por lo tanto, se les impartié un curso para
aprender a utilizar el software, considerando las principales dificultades encontradas por los
estudiantes, y mostrando de esa manera su utilidad en el proceso de ensefianza-aprendizaje.
El curso fue disefiado por los siguientes pasos:

1. Realizar un diagndstico sobre los contenidos matematicos precedentes.

2. Incluir como nuevo contenido en la disciplina, un curso elemental de uso de

software de geometria dindmica, con el objetivo de preparar a profesores en

formacion en la utilizacién de las herramientas y diferentes comandos del software.

Determinar los contenidos que serian tratados con el uso del software

Preparar las tareas docentes a desarrollar en alumnos y profesores en el aula, como

para el trabajo independiente en casa.

5. Orientar un trabajo sobre la elaboracion de una tarea docente con el software de un
contenido no abordado en clase, incluida una discusion de la tarea en el aula. Esta
accion tiene el fin de comprobar la interiorizacién de los modos de actuacion
profesional en lo que concierne a la etapa de planificacion del trabajo.

6. Realizar una entrevista grupal, para conocer las opiniones finales de los estudiantes
acerca de las formas de trabajo utilizadas.

hw

De nueva cuenta se pueden identificar en los pasos anteriores, la inclusion de
conocimientos de corte tecnoldgico, didactico y matematico, aunque en este caso la
articulacion de los mismos no es tan evidente. Un elemento rescatable en el desarrollo de
esta investigacion fue la necesidad de modificar algunas tareas docentes, que incluian
actividades de construccidn, por otras donde el foco fue la realizacion de conjeturas. De
esta manera, se logra un cambio en las concepciones de las tareas docentes y en nuestra
opinion, en los alcances de la tecnologia en la ensefianza de las matematicas.
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Vitabar (2011) reporta un estudio con 90 profesores en servicio, que participaron en

cursos de actualizacion profesional a distancia, para aprender sobre el uso del software de
GeoGebra para sus clases de matematicas. El objetivo fue conocer las necesidades de
profesores de matematicas en servicio, que esperan mejorar su practica al participar en
programas de actualizacion profesional. La investigacion se centrd en lo rescatable del uso
de tecnologia en el aula, y a partir de ello, ofrecer algunas recomendaciones que intentan
mejorar este tipo de propuestas formativas. Para dar evidencia, se solicito a los profesores
el disefio de una propuesta didactica aprovechando las potencialidades de la tecnologia. Al
analizar las propuestas, se detectaron tipificaciones que caracterizan la practica el profesor
con el uso de tecnologia para su clase de matematica:

Los resistentes: Docentes con poca formacion en el uso de tecnologia, por lo regular
comparan las nuevas metodologias con las tradicionales, analizando la relacion del
esfuerzo consumido y los logros alcanzados. Expresan cierta resistencia sobre
incorporar la tecnologia en el aula y son criticos a la hora de evaluar su
conveniencia. A estos profesores les preocupa mucho el poco dominio de los
comandos de la tecnologia y de su funcionalidad y por ello, le quitan atencion a los
aspectos didacticos.

Los novatos: Profesores con poca experiencia, regularmente jovenes y sin aversion
al uso de tecnologia. Creen en la necesidad de incorporar la tecnologia en el aula
basandose en la motivacion que esto genera en los estudiantes, pero en el analisis de
sus propuestas, la didactica se relaciona al uso de tecnologia por el simple hecho de
utilizarla, lo cual resulta inconveniente ya que se centran solo en el entorno
tecnoldgico, que empafa el interés didactico de la actividad.

Los tecndcratas: Estos profesores estdn muy familiarizados con el uso de la
tecnologia. Tienen la creencia de que la tecnologia puede simplificar el trabajo en el
aula. Aprenden facilmente nuevos programas computacionales y se sienten seguros
al momento de usar tecnologia en el aula. Una caracteristica bastante comin en
estos profesores, es que el uso en si mismo del software, se sobrepone al aprendizaje
de la matematica y la propuesta se transforma en una clase de informatica.

Los experientes: Profesores que poseen un buen nivel de reflexion didactica de su
practica. Son capaces de entender la bondad de cierta metodologia en funcion de la
calidad del aprendizaje de sus alumnos. Estos profesores consideran a la tecnologia
como un medio, y no como un fin, es decir, suelen preparar tareas donde la
tecnologia no es el centro, ni tampoco un obstaculo por lo tanto potencian la
dimensidn didactica de la actividad.

De esta manera el autor hace tres recomendaciones:

Menciona que los cursos de actualizacion debe promover el trabajo colaborativo en
conjunto con el investigador, ya que puede generar un ambiente de trabajo que
luego trascendera en el curso y promoverd una concepcion de cOmo encarar una
formacion permanente.

Sefiala que los cursos deben centrarse en aspectos didacticos y no en aspectos solo
tecnoldgicos, ya que esto ayuda a que profesores inseguros de usar la tecnologia, se
sientan confiados cuando vean que la calidad de su trabajo, no radica en solo
conocimiento tecnologico sino de caracter didactico.
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3. Por ultimo, se recomienda que los cursos se extiendan por algun tiempo con el fin
de que el profesor, se sienta acompafado en su trabajo cotidiano y no solo de
preparar una actividad como evaluacion de un curso puntual.

Por otra parte De Villiers (2006) sefiala que se debe tener cuidado con el uso de
software de geometria dinamica, ya que la mayoria de las investigaciones realizadas sobre
el uso de la tecnologia solo hablan de sus potencialidades educativas, sin abordar los
posibles inconvenientes que suceden como practica de su uso en las aulas de clase. Algunas
de ellas se mencionan a continuacion:

1. Elinconveniente del no cambio. Es descrito por el empleo que hacen los profesores
al introducir el software de geometria dinamica al salon de clases, solamente como
una extension de lo que se hace a papel y lapiz. “De esta manera se requiere
aprender a utilizar las tecnologias donde la actividad matemaética se transforme en
hacer cosas que previamente no podrian haber sido posible hacerlas a papel y
lapiz” (Sutherland 2005, p. 4; citado en De Villiers, 2006). De lo contrario, se
puede caer en la categoria de profesores resistentes mencionados anteriormente.

2. El inconveniente de primero dominar el software. Consiste en que muchos de los
profesores asumen que los estudiantes deben primero dominar ampliamente el
software, para que pueda ser utilizado efectivamente en el salon de clases para la
ensefianza. Esta creencia estd muy lejos de la realidad, ya que los estudiantes no
necesitan conocer a profundidad el software para poder llevar a cabo exploraciones
y conjeturas. El considera que esto se puede lograr, simplemente con exponer al
estudiante con las habilidades especificas necesarias para el aprendizaje particular
de un concepto. Este inconveniente puede relacionarse con la categoria de los
tecndcratas, en donde el alcance de la tecnologia se ve limitada a solo un uso
tecnoldgico y no didactico.

3. El inconveniente del aprendizaje sin dolor. Este consiste con la creencia de que, tan
solo pedir a los alumnos que trabajen un problema utilizando geometria dinamica,
automaticamente el aprendizaje se dara de manera facil. A menos que el estudiante
sea cuidadosamente guiado para observar y examinar lo que acontece en la
pantalla, muy poco aprendizaje podria estar ocurriendo. En nuestra opinion, este
ultimo inconveniente puede estar ligado a la categoria de las practicas docentes de
los novatos.

De Villiers (2006) ejemplifica a una estudiante en formacion docente de
matematicas, donde se le solicitd una reflexion después de cada actividad. En una de sus
reflexiones, ella elogio en sobremanera el uso del software de geometria dinamica, ya que
ayudo a comprender mejor los teoremas y demostraciones, sin embargo al momento de
evaluarla, se noto que la estudiante habia aprendido muy poco.

El investigador argumenta que una posible causa se debe a la impresion, o tal vez
confundida con la potencialidad del programa, desconectandose de la parte conceptual del
contenido matematico. Esto desde la teoria de la Genesis instrumental se llama el proceso
de instrumentalizacion, considerando que no basta solo el buen manejo de la tecnologia,
sino que existe una parte epistémica que debe emerger de este proceso (instrumentacién) y
que se integra al conocimiento para comprender un contenido matematico (Artigue, 2002).
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A manera de reflexion los trabajos descritos, brindan un panorama sobre los avances
de la préctica docente con el uso de las tecnologias para la clase de matematicas. En
contraparte, aunque los planes de estudio promueven el uso de las tecnologias, no se puede
negar el estado problematico del cdmo usarlas para la ensefianza sin caer en la tipificacion
de informatico, como menciona Vitabar (2011).

Estos trabajos describen de cierta manera, sobre inquietudes de implementar la
tecnologia en la practica docente. Algunas de estas inquietudes se orientan a las siguientes
preguntas: como llevar un contenido matematico, qué didactica se debe desarrollar y qué
de la tecnologia usar al momento de implementarla en la clase de matematicas. Tales
preguntas nos llevan a problematizar la necesidad de articular estos conocimientos y
planear su forma de intervencion en el aula.

La dificultad de la ensefianza de la Integral Definida

Siendo el contenido matematico de la integral definida que se propone en esta
investigacion, conviene reportar algunas dificultades que justifican el disefio de una
propuesta de ensefianza con el uso de tecnologia. Ramirez, Mufioz e Ibarra (2011), con el
objetivo de indagar si los estudiantes logran una aprehension conceptual de la integral
definida en la resolucion de problemas, documentaron el tipo de aprendizaje logrado por
176 estudiantes de Ingenieria en relacion con la integral definida. Hicieron uso de un
examen diagnostico que implico la identificacion y transito de la integral en diferentes
registros de representacion (geométrico, algebraico y numérico) en la resolucién de
problemas. Concluyeron que la mayoria de los estudiantes adquieren un aprendizaje
memoristico y algoritmico, sin lograr construir el significado de la integral definida.

Kouropatov & Dreyfus (2014) trabajaron con estudiantes de bachillerato sobre el
aprendizaje del concepto de integral definida, basandose en la idea de acumulacion. Se
mostré evidencia del potencial del enfoque que llevd a los estudiantes a tener un punto de
vista sobre el concepto y que los prepara para el teorema fundamental del Célculo. En este
trabajo se implementd un cuestionario con algunas preguntas conceptuales referentes a la
integracion, por ejemplo, calcular el &rea del rectangulo que se muestra en la figura 1. Esto
con el fin de conseguir informacion sobre el pensamiento de los estudiantes en situaciones

matematicas elementales basada sobre la idea de acumulacion.
V&

=

Figura 1. Area tomada de Kouropatov & Dreyfus (2014, p. 2).

Se identificé que cuando se les pide escribir la integral para calcular el area del
rectangulo dado, solo el 42% respondieron correctamente, el 15% no respondieron y el

b
12% configuraron bien la integral Iadx, pero cometieron errores de calculo tales como:
0

b 2P b2 2

Iadx=7 =7—0=?, sin haberse percatado de que el resultado era diferente al
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calculo del area haciendo uso de la férmula “axb”. Aproximadamente el 31% de los
estudiantes propusieron respuestas integrales como:

iadx, Tf(x)dx, Tf(a)dx, f(a—b)dx y [F(a)-F(b)+c.

Por otra parte, Llorens y Santonja (1997) mencionan algunas concepciones erroneas que
tienen los estudiantes sobre el concepto de integral definida:

a) Se argumenta que los estudiantes identifican la integral con la primitiva. En este
sentido, cuando calculan una integral, para ellos no interviene ningin proceso de
convergencia ni tampoco un aspecto geomeétrico, por lo que queda en un proceso
puramente algebraico de métodos de integracion, sin ser aplicados al calculo de
area o ignoran por completo que se trata de las sumas de Riemann.

b) En segundo lugar, los alumnos identifican la integral definida con la regla de
Barrow, incluso cuando ésta no puede aplicarse.

c) Finalmente se menciona que los estudiantes no relacionan el concepto de area con
la integral.

Esto lleva a que alumno prefiera el contexto algebraico-formal que al visual-
geométrico, debido a que no ha podido realizar la integracion de ambos contextos. Asi, se
propone invertir el orden de ensefianza que usualmente declaran los libros de texto: célculo
de primitivas, métodos de integracion, la integral definida y métodos de integracion. Esta
nueva organizacion de los contenidos de la matematica escolar sugieren como primer
aspecto para el Calculo integral, utilizar la construccion de Cauchy-Riemann con el apoyo
de tecnologia, disefiando practicas que permitan al estudiante visualizar el concepto de area.

Por otra parte, Turégano (1998) sefiala que las dificultades que presentan los
estudiantes en la compresion del concepto de integral definida, se deben a que se basa en
conceptos mas elementales como por ejemplo limite e infinito, que por si solos presentan
obstaculos epistemoldgicos (Ward, 2011). Esto lleva a los estudiantes a asimilar al mismo
tiempo los fendmenos asociados a la aparicion del infinito y de limite. Por lo que el autor
menciona la importancia de conocer el desarrollo histérico del concepto para comprender
su génesis, para proponer otra forma de organizar su ensefianza.

Por ultimo, Cantor (2013) considera que la ensefianza de la integral se enfoca mas a
los célculos de primitivas y métodos de integracion, siendo el objetivo adiestrar en
habilidades para propieciar trucos y destrezas en el estudiante, opacando el concepto de
integral definida como area bajo la curva. Se puede constatar, que en muchos textos se
omite una revision del concepto de area (Hurtado 2016), como un “concepto intuitivo” que
permite interpretar de ese modo las integrales y que cada vez es mas necesario por el
potencial que tiene el uso de tecnologia en este aspecto. Asi, Cantor (2013) desarrolla una
secuencia del concepto de integral definida como é&rea bajo una curva, desde una
perspectiva grafica y numérica, partiendo de la idea de aproximacion y analisis de su
variabilidad.

Estos aspectos nos permiten considerar, que la ensefianza de la integral definida ha
privilegiado los métodos algoritmicos, donde lo predominante es el contexto algebraico-
formal. Lo anterior ha ocasionado entre otras cosas, una pérdida de los significados que se
pueden propiciar en el acercamiento visual-geométrico, siendo este contexto donde el uso
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de la tecnologia puede ser un medio idoneo para desarrollarse. Aunque existen diversas
posturas de ensefianza, por ejemplo, unas se orientan a la aplicacién de las primitivas para
calcular areas mediante la regla de Barrow, otras definen la integral con el uso del lenguaje
algebraico para después ver su interpretacion geométrica, o bien cuando se introduce la
integral definida como el célculo del area bajo la curva, Existe poca reflexion sobre la
practica docente cuando se propone aspectos visuales de la ensefianza de la integral
definida con el uso de tecnologia. Esto es algo que consideramos importante reportar en
este trabajo, tratando de responder una pregunta que detond la investigacion ;como
implementar la tecnologia en las aulas de clase respecto a un contenido matematico?

Problemética de investigacion

La investigacion acerca del uso de tecnologia para la ensefianza, ha recibido atencion en
varios campos de la matematica educativa en las dos Ultimas décadas (Kaput, 1992; citado
en Haciomeroglu et al, 2010). Su uso en las escuelas ha ido creciendo en los Gltimos afios,
dada la dependencia que se tiene en la vida diaria, sin embargo, la incorporacion a los
sistemas educativos ha sido lenta (Miranda y Sacristan, 2012). Esto da como resultado la
escasa utilizacién y variabilidad por parte de los profesores, independientemente del nivel
de ensefianza en el que se desarrollan (Hernandez y Quintero, 2009).

El uso de las tecnologias digitales para la ensefianza de las matemaéticas ha sido
reconocida, pero no “explotada a plenitud por lo profesores por falta de capacitacion con
esas tecnologias” (Valero, Barba y Del Castillo; 2011, p. 188). Por ejemplo se reporta que
para los maestros, la incorporacion de la tecnologia en el aula es compleja (Chai, Ng, Li,
Hong y Koh, 2013). Una posible causa, es que muchos profesores no cuentan con el
conocimiento del contenido didactico tecnologico, que respalden el aprendizaje de las
matematicas utilizando nuevas tecnologias (Niess et al, 2009; citado en Haciomeroglu et al,
2010). Es decir, no basta ser experto en el uso de las tecnologias, sino en las formas o
métodos empleados hacia la ensefianza (Haciomeroglu et al, 2010). En ese sentido, se
requiere de investigacion que permita reflexionar la sistematizacion de tres dimensiones del
conocimiento, necesarios para la clase de matematicas. Estos son: el conocimiento
matematico ¢qué ensefiar de la integral definida y por qué?; el conocimiento didactico
¢como ensefarlo? y el conocimiento tecnoldgico ¢como integrar la tecnologia en la
ensefianza y el aprendizaje de un contenido matematico especifico? Por lo tanto, es
importante que el profesor desarrolle competencias y reflexione sobre su préctica al
incorporar estos tres conocimientos a su clase.

Las referencias descritas anteriormente, nos remiten a la caracterizacion de nuestra
problematica de investigacion en la formacion docente con el uso de tecnologia. Una
dificultad que limita esta actividad, es la falta del conocimiento tecnolédgico por parte de los
profesores (Haciomeroglu, et al, 2010). En particular, la renuencia se hace fuerte dado que
no tienen marcos de referencia de como articular cierto conocimiento matematico,
tecnologico y didactico. El resultado es, que generalmente, los profesores utilizan el
software de geometria dindmica como una extensién de la geometria que se hace a papel y
lapiz, sin embargo la falta del conocimiento tecnolégico no es la Unica dificultad.

Los profesores que cuentan con el conocimiento tecnolégico, pueden hacer un uso
de esta herramienta como un fin en si mismo y no como un medio, como es el caso de los
profesores tecndcratas, que no saben articular su conocimiento tecnoldgico con el
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matematico (Vitabar, 2011). El problema consiste en como se deben articular estos tres
conocimientos para llevarlos al aula de clase. Por ultimo, Rojano (2006) sefiala que una de
las categorias del uso de las tecnologias digitales en la educacion, corresponde a que se
conciben como agentes del cambio tanto de los modos de apropiacién de conocimiento,
como de las practicas en el aula y de los contenidos curriculares mismos.

Lo anterior nos permite reflexionar que la complejidad radica a una desarticulacion
de estos tres conocimientos. Con lo descrito, nos hacemos la siguiente pregunta ;Qué
reflexion se obtiene hacia la formacion docente en el uso de tecnologia, al articular el
conocimiento didactico matematico sobre el tema de la integral definida con el uso de
GeoGebra? De tal forma que se plante6 como objetivo realizar una propuesta de
articulacion del conocimiento didactico y matematico con el software de geometria
dindmica GeoGebra para el tema de la integral definida. Es decir, reportamos como
resultado una propuesta de articulacion del conocimiento didactico al tema de la integral
definida con el uso de GeoGebra bajo el modelo TPACK y que a continuacion describimos.

Marco Tedrico

El Modelo didactico de integracion tecnoldgica, el TPACK fue desarrollado por Mishra y
Koehler (2006). El TPACK aborda la problematica de integrar la tecnologia en el aula para
la ensefianza de la ciencia. Este modelo describe los tipos de conocimiento que el profesor
necesita para la efectiva ensefianza de un contenido especifico por medio de tecnologia. El
TPACK es una extensiéon del Conocimiento Pedagoégico del Contenido (PCK) de Shulman
(1986), citado en Koehler y Mishra, 2009). Este marco explica como la comprension que
tienen los profesores de las tecnologias educativas y el PCK, interactian entre ellas para
producir ensefianza efectiva con tecnologia.

Este modelo estd compuesto por tres nicleos principales que estan relacionados con
el conocimiento del profesor: conocimiento del contenido (CK), conocimiento pedagogico
(PK) y conocimiento tecnoldgico (TK). Para este modelo las intersecciones entre estos
cuerpos de conocimiento son igual de importantes. Estas intersecciones estan representadas
como PCK (conocimiento pedagdgico del contenido), TCK (conocimiento tecnolégico del
contenido), TPK (conocimiento tecnologico pedagogico), y el TPACK (conocimiento
tecnoldgico pedagogico del contenido). Todas estas intersecciones son presentadas en la
figura 2.

Definiciones de los conocimientos considerados por el TPACK

A continuacion se presentan las concepciones presentadas en Koehler y Mishra (2009) de
los conocimientos propuestos en el modelo TPACK:

Conocimiento del Contenido (CK). Es el que tiene el maestro acerca de la materia a ser
ensefiada y aprendida; teniendo una importancia critica para estos. Este tipo de
conocimiento incluye conceptos, teorias, ideas, marcos de trabajo organizativos,
conocimientos de evidencias y pruebas; asi como practicas establecidas y enfoques hacia el
desarrollo de este conocimiento. La naturaleza y el tipo de conocimientos difieren en gran
medida entre disciplinas. Por lo que los maestros deben entender los conocimientos
fundamentales de la disciplina que ellos ensefian.

Conocimiento pedagdgico (PK). Es el que tienen los profesores acerca de los procesos,
practicas o métodos de ensefianza y aprendizaje. Estos abarcan la totalidad de los

33



Revista Electronica AMIUTEM
Propuesta de clase para la ensefianza de la integral ...

propdsitos educativos, valores y metas. Este tipo de conocimiento se refiere a como los
estudiantes aprenden, técnicas de manejo del salon de clases, destrezas, planeacion de
clases y evaluaciones. Incluye técnicas o métodos utilizados en el salén de clases y
estrategias para la evaluacion de la comprension de los estudiantes. Un profesor que tiene
un profundo conocimiento pedagogico, comprende cémo los estudiantes construyen el
conocimiento y adquieren habilidades, y como ellos desarrollan hébitos mentales y
disposiciones positivas hacia el aprendizaje.

Technological
Pedagogical Content
Knowledge
(TPACK)

oot [ soomaggea )\ 100000
Knowledge (L2l = Knowledge
(TPK) (TCK)

Pedagogical
Knowledge
(FK)

Knowledge
(CK)

Pedagogical
Content
Knowledge

Contexts

Figura 2. Marco del Conocimiento Tecnoldgico Pedagdgico del Contenido (Koehler y
Mishra, 2009; p. 63).

Conocimiento Tecnoldgico (TK). La definicién es similar a la dada por Fluency of
Information Technology (FITness) propuesta por Committee of Information Technology
Literacy del National Research Council (Koehler y Mishra, 2009). El FITness requiere que
las personas comprendan la informacion tecnoldgica lo suficiente, para aplicarla
productivamente en el trabajo y en la vida diaria, reconocer cuando la informacién
tecnoldgica puede ayudar o entorpecer la realizacion de una tarea, y adaptar continuamente
los cambios en la informacion tecnoldgica. Adquirir el conocimiento tecnoldgico de esta
manera, le permite a una persona realizar una variedad de tareas diferentes utilizando
informacion tecnoldgica, y desarrollar diferentes maneras de realizar cierta tarea.

Conocimiento Pedagdgico del Contenido (PCK). Este es similar y consistente con la idea
de Shulman (1986, citado en Koehler y Mishra, 2009) del conocimiento pedagdgico que es
aplicable a la ensefianza de un contenido en especifico (PCK). Central a la
conceptualizacién de Shulman del PCK, esta la nocion de la transformacion de la materia
para la ensefianza. De acuerdo con Shulman (1986), esta transformacion ocurre cuando el

34



Revista Electronica AMIUTEM
Propuesta de clase para la ensefianza de la integral ...

profesor interpreta la materia, encuentra maltiples maneras de representarla, y la adapta e
hila los materiales instructivos para concepciones alternativas y al conocimiento previo del
estudiante. De esta manera, tener conocimiento de las interpretaciones erréneas y las
maneras de afrontarlas, la importancia de forjar conexiones entre las ideas basadas en el
contenido, el conocimiento previo del estudiante, estrategias alternativas de ensefianza, y la
flexibilidad que viene de explorar maneras alternativas de ver el mismo problema o idea
son todas esenciales para la ensefianza efectiva.

Conocimiento Tecnoldgico del Contenido (TCK). Es la comprension de cémo la tecnologia
y el contenido se influencian y limitan una a otra. Los profesores necesitan dominar mas
gue la materia que se imparte; ellos deben tener un profundo entendimiento de como la
materia se puede modificar por la aplicacion del uso especifico de una tecnologia. Los
profesores deben comprender qué tecnologias especificas, son las mas adecuadas para
abordar el aprendizaje de la materia dentro de sus dominios y de como el contenido
dictamina o tal vez cambia la tecnologia, o viceversa.

Conocimiento Tecnoldgico Pedagdgico (TPK). Es el entendimiento de como la ensefianza y
aprendizaje puede cambiar cuando tecnologias especificas son utilizadas de forma concreta.
Esto incluye conocer los alcances y limitantes de una serie de herramientas tecnoldgicas al
relacionarse a los disefios y estrategias pedagdgicas disciplinares apropiados. Para construir
el TPK es necesario tener una comprension mas profunda de los alcances y limitaciones de
las tecnologias y los contextos disciplinarios dentro de los cuales funcionan.

Conocimiento Tecnoldgico Pedagogico del Contenido (TPACK). Es una forma emergente
de conocimiento que va méas alld de las tres componentes: contenido, pedagogia y
tecnologia; es una comprension que emerge de las interacciones entre estas componentes.
El TPACK es la base para una ensefianza efectiva con tecnologia. Este requiere: una
comprension de como los conceptos se pueden representar utilizando tecnologia; técnicas
pedagdgicas que utilizan tecnologia de maneras constructivas; conocimiento de qué es lo
que hace facil o dificil aprender ciertos conceptos y como la tecnologia puede redireccionar
algunos de los problemas que enfrentan los estudiantes; saber sobre el conocimiento previo
de los estudiantes y teorias epistemologicas; ademas de como las tecnologias pueden ser
utilizadas para construir a partir del conocimiento existente, nuevas epistemologias o
reforzar las existentes.

Por ultimo, el circulo punteado que aparece en el diagrama etiquetado como
contexto, enfatiza la comprension de que los diferentes conocimientos no existen en el
vacio, sino, que estan instanciados en contextos especificos de la ensefianza y aprendizaje.
Cada situacion presentada a los profesores es una combinacion unica de los tres nudcleos
gue componen el TPACK. En consecuencia, no hay una solucién tecnoldgica que sea Unica
que aplique para cada maestro, para cada curso, o para cada vision de aprendizaje. Mas
bien, las soluciones recaen en las habilidades de los profesores, para recorrer flexiblemente,
los espacios definidos por los tres elementos del modelo y las interacciones complejas entre
éstos, en contextos especificos.

Es asi como, con estos referentes tedricos se intenta reflexionar un TPACK de la
integral definida, articulando los tres conocimientos especializados ya mencionados. En ese
sentido, se proponen el este modelo de articulacion de conocimientos para la ensefianza de
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la integral definida que corresponde a una adecuacion de su secuencia didactica (autor,
2014).

Propuesta Didactica
Modelo del TPACK de la integral definida

A continuacion describimos la articulacion de las intersecciones de los conocimientos
matematico, didactico y tecnoldgico, propuesta para el tema de integral definida en el
contexto de una clase a nivel medio superior. La actividad es adaptada de Cantor (2013) y
disefiada en Geogebra. El lector puede descargar de
https://www.geogebra.org/m/Pu4bSAQn , tanto la hoja de trabajo como el archivo
Geogebra.

Conocimiento pedagdgico de la integral definida. En esta dimension se tomd la siguiente
definicion de integral definida considerando la propuesta curricular del programa de
estudios del nivel medio superior en México (DGB, 2011) y como recomendacion
reportada en Llorens y Santonja (1997):

Si f es una funcion continua definida para a < x < b, dividimos el intervalo
[a,b] enn subintervalos de igual ancho Ax = (b —a)/n. Hacemos que
X9 (= @), x1 X,, ... ,x,(= D) sean los puntos extremos de estos subintervalos
y elegimos x;, x5, ... ,x, como los puntos muestra en estos subintervalos, de
modo que x; se encuentre en el i-ésimo subintervalo [x;_,, x;]. Entonces la
integral definida de f, desde a hasta b, es

J2 F () dox = limy o0 Xy £ (1) Dx
(Steward, 1999)

Ademas, su eleccion se justifica diciendo que la definicion tiene una ventaja
didactica, pues se puede vincular con la visualizacion de calculo de areas en distintos
contextos como describe (Cantor, 2013), es decir, la aproximacion por sumas por exceso y
por defecto en representaciones geométricas, numéricas y algebraicas.

Conocimiento tecnoldgico de la integral definida. En esta componente, el profesor
identificé qué rutinas del GeoGebra podrian ser utilizadas para abordar el concepto de
integral mediante la visualizacién de areas; como resultado, él propone las siguientes
construcciones en Geogebra. La finalidad de las mismas, es que los estudiantes, exploren y
argumenten la nocion de area con la suma de rectangulos por exceso y por defecto, en
relacién con la integral definida. Enseguida se describen las construcciones propuestas y
utilizadas por el profesor en su experiencia de clase:

1. Actividad 1. En esta primera actividad se definen los valores aj;, b;. Enseguida se
definen los puntos a = (a1, 0) y b = (by, 0) y se utiliza el comando Segmento[a, b] siendo
a el limite inferior y b el limite superior del segmento [a, b]. Para poder estar cambiando
los valores de a y b se les vincula una casilla de entrada. Se define el valor n (nimero de
subintervalos) y también se le asigna una casilla de entrada para poder variar este valor.
Para graficar los puntos de la particion se utiliza el comando listal = Secuencia[(i, 0), i,
al, by, (b1 - a1) / n]. Para obtener las coordenadas de los puntos de la particion se utiliza
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el comando lista2 = Secuencia[ Texto[(x(Elemento[listal, i]), y (Elemento[listal, i])),
Elemento[listal, i]], i, 2, n]. Por altimo se define el valor Isi = (b; - a;) / n para obtener
la longitud de los subintervalos.

2. Actividad 2. En esta actividad iniciamos definiendo la funcion f(x) = 0. A esta funcién
se le vincula la casilla de entrada que nombramos Funcidn para poder trabajar con
diferentes funciones utilizando el mismo subintervalo y particion que se definié en la
Actividad 1. Definimos lista3 = Secuencia[(Elemento[x(listal), i], f(Elemento[x(listal),
i), i, 1, n + 1] para generar los puntos de la particion al ser evaluados por la funcion
que se definié anteriormente. Para hacer que las coordenadas de los puntos aparezcan
en el ordenador, se utiliza el comando lista4 = Secuencia[ Texto[(x(Elemento[lista3, i]),
y(Elemento[lista3, i])), Elemento[lista3, i]], i, 1, n + 1]. Se crea el deslizador
rectangulosuperiores y se define lista5 = Secuencia[Poligono[Elemento[lista3, i + 1],
Elemento[listal, i + 1], Elemento[listal, i], (x(Elemento[listal, i]), y(Elemento[lista3, i
+ 1)1, i, 1, rectangulosuperiores] para que el ordenador dibuje los rectangulos
superiores de la particion. De igual manera se crea el deslizador rectangulosinferiores y
se define lista6 = Secuencia[Poligono[Elemento[lista3, i], (x(Elemento[listal, i + 1]),
y(Elemento[lista3, i])), Elemento[listal, i + 1], Elemento[listal, i]], i, 1,
rectangulosinferiores] para que el ordenador dibuje los rectangulos inferiores de la
particion. En esta actividad también se utilizan casillas de control para activar o
desactivar comandos.

3. Actividad 3. En esta actividad se definen los valores Sumainferior = Suma]lista6] y
Sumasuperior = Suma[listas].

Intencionalidad didéactica de las construcciones realizadas en GeoGebra para la
ensefianza de la integral definida

Sobre la Primera construccion con GeoGebra. Las tareas de la Actividad 1 son
propuestas para que los estudiantes relacionen el valor de “n” con el nimero y longitud de
los subintervalos. De esta manera se pretende introducir la nocién de particion.

Sobre la segunda construccion con GeoGebra. Las tareas planteadas en la Actividad 2
tienen como objetivo realizar una aproximacion del area bajo el segmento parabdlico,

2
y = x: en el intervalo [1, 6] utilizando sumas superiores. Los estudiantes tendran que

completar una tabla utilizando las sumas superiores con la intencion de que ellos relacionen
las alturas de los rectangulos con los puntos de la particion. En la ultima parte de esta
actividad se les pide que realicen el llenado de la tabla, pero ahora con una particion de seis
subintervalos, con la intencién que relacionen que a mas particiones que tenga el
subintervalo se obtiene una mejor aproximacion del area.

Sobre la Tercera construccion con GeoGebra. Las tareas propuestas en la Actividad 3
tienen como objetivo, que los estudiantes identifiqguen que conforme el ndmero de
intervalos aumenta, la diferencia entre las sumas superiores e inferiores disminuye. De esta
manera se introduce de forma intuitiva a la integral definida como la aproximacion del area
bajo la curva y su relacion con la idea de limite. Después de que los estudiantes hayan
terminado el dltimo ejercicio de la Actividad 3, se espera tendran los elementos para
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formalizar la definicion de integral definida, desde el enfoque de Riemann propuesto en el
plan de estudios del nivel medio superior.

Hasta el momento se han presentado los conocimientos que fueron identificados y
construidos por el profesor mediante el modelo TPACK; sin embargo, esto no permite
soslayar la organizacion de esta articulacion para su implementacion en clase. Esto se
resolviéo mediante la herramienta metodoldgica de planeacion, ejecucion y evaluacion de la
clase denominada “las trayectorias hipotéticas de aprendizaje (THA)”. Esta herramienta se
presenta a continuacion.

Metodologia
La planeacion de la aplicacién de la ensefianza de la integral definida

Como ya se dijo anteriormente, aunque existe en el TPACK una parte didactica que
ayuda a la intencionalidad de lo que se quiere aprender, ésta no proporciona una guia o plan
de trabajo que complementen la reflexion docente. Para ello se considerd el término
Trayectoria Hipotética de Aprendizaje (THA) de Simén (1995). La THA ofrece una
descripcion de aspectos clave para la planeacion de clases de matematicas. Una THA se
basa en los objetivos de aprendizaje propuestos para los estudiantes; en las tareas
matematicas que se utilizaran para promover estos objetivos y en las hipotesis que tiene el
profesor acerca de los procesos de aprendizaje de los estudiantes en torno al contenido
matematico a ensefiar (Figura 3).

Trayectoria
Clonocimiento hipotética de
del profescr — aprendizaje
y Objetivo de
aprendizaje del
profesor

Flan del profesor
para actividades
de aprendizaje

4

A

Hipétesis del
profesor sobre el
proceso de
aprendizaje

Constitucidn
o — interactiva de las
" Evaluacidn del -, actividades de aula
{ conocimientods
\\ los estudiantes /’

Figura 3. Ciclo de la ensefianza de las matematicas de abreviado (Simon, 1995 p. 136).

Este diagrama se describe de la siguiente manera. El objetivo de aprendizaje que
tiene el profesor indica la direccion de la trayectoria hipotética de aprendizaje. En ese
sentido se traza un camino por el que puede transitar el aprendizaje; esta hipétesis es
contrastada posteriormente con lo obtenido después de la clase. Para ello se parte del
supuesto que el aprendizaje individual de los escolares recorre caminos idiosincraticos,
pero frecuentemente similares. Esta hipdtesis, incluye algunos supuestos como que el
aprendizaje de un individuo presenta ciertas regularidades, que la comunidad de la clase
condiciona la actividad matematica de maneras frecuentemente predecibles y que muchos
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de los escolares en la misma clase pueden beneficiarse de la misma tarea matematica
(Steffe, Von Glasersfeld, Richards y Cobb, 1983, p.118). De esta manera, una THA le
proporciona al profesor, criterios para seleccionar un disefio instruccional particular, por lo
tanto, el profesor toma sus decisiones del disefio basado en su mejor conjetura acerca de
coémo puede suceder el aprendizaje.

En este caso, Simdn (1995), sefiala que la creacién y la continua modificacién de la
THA, es la pieza central del modelo de reflexionar sobre la clase de matematicas. El autor
sefiala que la interaccion colectiva entre el profesor y los estudiantes o cara a cara profesor
y estudiante, constituye una experiencia diferente a la que el profesor habia anticipado. Esta
interaccion mediada por las actividades del salén de clases, conlleva a una modificacion en
las ideas y conocimiento del profesor, para darle sentido a lo que acontece y acontecié en el
salon de clases. El diagrama de la Figura 3, indica que la evaluacion del conocimiento de
los estudiantes puede contraer adaptaciones en el conocimiento del profesor que,
sucesivamente, llevan a una nueva THA o su modificacion.

Asi se plantea como objetivo de aprendizaje del profesor, una de las competencias
establecidas por la direccion general de bachillerato:

Calcula e interpreta areas bajo la curva mediante las Sumas de Riemann en la
resolucion de problemas en un entorno teérico (DGB, 2011, p. 19).

En ese sentido, la propuesta intenta desarrollar en los estudiantes, la competencia
que estipula el programa mediante la aproximacién de la definicion de integral definida
mediante las sumas de Riemann, y pretende que los estudiantes puedan apropiarse de la
nocion del concepto de integral definida, introduciendo la aproximacion de areas bajo una
curva mediante una actividad estructurada con GeoGebra. Entonces, el plan de clases
consistio en que el profesor guia al estudiante mediante esta actividad estructurada para que
ellos, en pares, respondan la hoja de trabajo que se le proporciono, posterior se socializan
sus respuestas, propiciando el debate entre ellos y su reflexidn. La hipotesis es que este
debate de las actividades estructuradas con GeoGebra, permita al estudiante construir la
nocion de integral definida como area bajo la curva, dando sentido a su expresion simbolica
antes de verla como calculo de primitivas y técnicas de integracion.

Conclusiones

Con lo anterior, el avance de investigacion que se presenta, reporta una propuesta de
articulacion de conocimientos TPACK para la ensefianza de la integral definida con el uso
de GeoGebra. El objetivo es validar dicha articulacion TPACK mediante un plan de trabajo
en clase (THA) ya mencionada. La indagacion del analisis posterior a esta aplicacion de
conocimientos matematicos, la tecnoldgicos y la didacticos, marcara directrices en un
redisefio de las actividades que propiciara un nuevo TPACK y THA y de cual consideramos
un proceso de formacion docente con el uso de las TIC a aulas de clase, en este caso el uso
de GeoGebra.

De esta manera, este trabajo brinda un marco de referencia del como se puede
utilizar el modelo TPACK, en el desarrollo profesional de profesores de matematicas.
Ademas, consideramos que los resultados pueden brindar estrategias y limitaciones a
considerar, en la ensefianza de la integral definida con el uso de GeoGebra rescatando, la
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riqueza y ventajas que presente en el aprendizaje de los estudiantes. De tal manera que este
reporte de investigacion, da pauta a que profesores apliquen estas actividades y tener una
evidencia propia de su préactica docente en el uso de GeoGebra. Esto es posible debido a
gue no requiere de un conocimiento tecnoldgico de GeoGebra, ya que la actividad esta
estructurada, sino su conocimiento didactico sera importante en el uso de esa propuesta.
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