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Resumen

Presentamos un material interactivo realizado con Descartes y Geogebra, dirigido a
los estudiantes de un primer curso de calculo diferencial, en los programas de
Ingenieria que se imparten en la Universidad Auténoma de Querétaro. Con estos
materiales se estudian los conceptos de limite de una funcién en un punto y limite
de una funcién en el infinito. Aunque en ambos casos se parte de una idea intuitiva
de esos conceptos, el objetivo fundamental de este material es llegar a obtener una
definicion formal de los mismos y facilitar la comprension de esa definicion de una
manera visual. En este documento también plasmamos los resultados obtenidos una
vez que se han aplicado a un grupo de estudiantes dichos materiales.
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Introduccion

La idea de hablar acerca de una funcion cuando se aproxima a un determinado valor, nos permite
discutir sobre la manera de hacer célculos, que con simple aritmética no es posible. Por ejemplo,

. ., 1 1 .
consideremos la funcion f(x) = =. Cuando x toma un valor muy grande ~ su valor tiende a ser cero,
X X

. 1..
en cambio cuando x toma un valor muy cercano a cero, el valor de = tiende a ser muy grande.
X

El ejemplo anterior se expresa entonces de la siguiente manera, cuando x es un valor muy grande:

.1 . .1
lim = =0, o bien expresarlo cuando x es un valor muy cercano a cero: lim=— oo .

X—0 X x—=>0 X

La nocion intuitiva sobre aproximaciones es de gran ayuda, pero el lenguaje de los limites existe
precisamente para permitirnos hablar sobre el comportamiento de la funcion cuando esta se aproxima a
un valor, sin preocuparnos si en algin momento llegara a tomar ese valor, en ese punto 0 no.

¢Por qué se requiere de la definicion formal de limite en un curso de célculo diferencial? ¢Acaso no es
suficiente una nocion intuitiva de limite?

La nocion intuitiva de limite, para ciertos prop6sitos es un poco vaga, en cuanto a las expresiones tales
como “X cercano a 2"y “f(x) se acerca cada méas a L. Para poder demostrar de forma concluyente que:

lirm sen(x)
x—=0 X

=1

se requiere precisar la definicion de limite.

Expliquemos un poco la formalidad del concepto de limite a partir de la siguiente definicion dada por
Stewart (2001):
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€

Definicion. Sea f una funcion definida en un intervalo abierto que contiene el
ndmero a, excepto cuando a se define a si misma. Entonces decimos que el limite
de f(x) cuando x tiende o0 se aproxima a a es L y escribimos:

lim f(x)=L

X—a

Si para cada nimero € > 0 hay un correspondiente nimero 6 > 0 tal que:
| f(X) — LI< & siempreque 0<| x — a/< 4.
La forma mas comin de presentar el Gltimo enunciado de la definicidn, es en forma de implicacion:
Si
0<|x-a|<3
entonces
|f(x) - L] <e.

Por ello se ha disefiado un conjunto de applets que permitan que el estudiante de un curso de calculo
diferencial, pueda entender lo que la implicacion anterior nos dice sobre los limites, identificando el
comportamiento de la funcidn en ciertos valores.

Sin embargo, al parecer, la definicion formal de limite ha tenido la tradicion de ser algo complicada
para los estudiantes que la ven por primera vez, por lo que para disefiar los applets hemos tomado en
cuenta las dificultades que los estudiantes presentan en el aprendizaje de la definicion formal de limite.

Marco Tedrico

Uno de los conceptos intuitivos y formales que tienen mayor dificultad en el proceso de ensefianza-
aprendizaje del calculo diferencial, es el de limite de una funcion en un punto y acompafiado de él, esta
también el concepto de limite de una funcién en el infinito. Es posible que se intuya facilmente de
manera geometrica el concepto; sin embargo, no es tan clara la comprension de la definicién formal.

La dificultad para comprender la definicion formal de limite, para Cottrill, Dubinsky, Nichols,
Schwingedorf, Thomas & Vidakovic (1996), es que se requiere relacionar dos procesos (x—a, f(x)—L)
para obtener uno descrito tal como: 0<Ix—al<d implica If(x) — LI< &. Lo cual requiere pasar de la
hipdtesis a la conclusidn, de ambos procesos, dificultando a los alumnos la construccién inmediata del
concepto.

Para Azcéarate, Bosch, Casadevall y Casellas, E. (1996), es claro que los estudiantes pueden recordar la
definicion del concepto, sin embargo, construir el significado del concepto de limite requiere de
aspectos cognitivos mas complejos, que no se pueden generar a partir de la definicion matematica.

Quizas es por ello que muchos profesores prefieren evaluar en cuestiones puramente algoritmicas,
como el hecho de determinar limites de funciones con discontinuidad evitable, partir de factorizaciones
u otros artificios como efectuar el producto del conjugado, etc. Pues el estudiante se siente mas
familiarizado con este tipo de actividad, que mas de promover el aprendizaje del concepto de limite, lo
deja ver como una simplificacion de expresiones algebraicas, en un punto donde seguramente no esta
definida la funcion y que ademas so6lo corresponde al tipo de discontinuidad evitable.

Azcérate y Espinoza (2000) han denominado a este fendmeno como “organizacion matematica relativa
al algebra de limites”, en donde la ensefianza-aprendizaje del concepto se reduce a un operador
algebraico que cumple con ciertos postulados del algebra de limites. El nivel préactico desde este
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tratamiento es de naturaleza esencialmente algebraica, sin describir lo que es el objeto “limite de
funcion”.

Las organizaciones didacticas tipicas de la ensefianza del calculo muestran en ocasiones los graficos y
el estudio de la continuidad de funciones como un apéndice de dicha organizacion, a modo de
aplicacion de las técnicas algebraicas. EI mayor disfuncionamiento de esta primera organizacion
escolar es que no contiene un entorno tecnoldgico y tedrico suficientemente explicito para el nivel
préctico de la misma. (Azcérate y Espinoza, 2000).

De esta manera, el alumno tendré serias dificultades en actividades de reconstruccion del concepto. Asi
se designa a otro tipo de organizacion didactica: la “organizacién matematica relativa a la definicion
del objeto limite de funcion o sabia”, en donde el modelo matemético mas o menos explicito del limite,
en este caso, es el tipicamente utilizado dentro del trabajo del analisis, ya sea en términos de € y &
utilizados en los espacios métricos o bien de entornos, vecindades y sucesiones de los espacios
topoldgicos. La mayor insuficiencia de esta organizacion, es que no aparece el nivel practico de la
misma que permitiria instrumentalizar el nivel tecnologico y tedrico antepuesto. Asi, esta restriccion
ecoldgica hace que esta organizacion matematica termine por desaparecer de los manuales. El limite de
una funcion esta intrinsecamente relacionado con la representacion grafica, puesto que el limite
muestra el comportamiento o tendencia de la gréafica.

En cuanto a la dificultad de la comprension de las ideas del infinito podemos mencionar los trabajos de
Tall y Vinner (1981) y Tall (2001), los cuales estdn enmarcados en el llamado ‘“pensamiento
matematico avanzado”, en el que se desarrolla la teoria del esquema conceptual (concept image) y el de
imagen informal o formal (informal image y formal image). El esquema conceptual se entiende como:
el conjunto de todas las imagenes mentales del estudiante asociadas al concepto, juntamente con todas
las propiedades que le caracterizan. La imagen informal se entiende como el tipo de imagen que se
tiene antes del acercamiento con teorias axiomaticas, y la segunda, imagen formal, consiste en la parte
del esquema conceptual que es formalmente deducido de los axiomas. La imagen informal y la imagen
formal, son lo que podriamos llamar “infinito perceptual” e “infinito formalizado”. El lenguaje
matematico, el contexto y las diferentes representaciones tienen un impacto sobre las percepciones del
infinito y sobre el razonamiento sobre él. Hitt (2004) sefiala que los conflictos de aprendizaje se hacen
presentes cuando se tiene que ver con los procesos infinitos, y que por ende estos obstaculizan la
adquisicion del concepto de limite.

Metodologia

Los estudiantes del primer semestre de ingenieria, tienen cuatro horas de sesiones tedricas de la
asignatura de célculo diferencial y una hora de laboratorio en el aula de computo. Asi que cuando se
aborda el tema de limites los estudiantes ya han trabajado tanto el Geogebra, como Descartes. De esta
manera la propuesta estuvo enfocada en inicio en el disefio de la actividad correspondiente al concepto
de limite, partiendo del hecho de que los estudiantes ya conocen el software. De igual forma tomamos
en cuenta las dificultades que los tedricos sefialan sobre el aprendizaje de la definicion formal de limite.

La forma de realizacion se describe a continuacion:

1) La actividad fue disefiada con base en dos ejes, el applet que manipularian los estudiantes y el
formato de practica de laboratorio con las explicaciones necesarias, y las preguntas apegadas al
concepto formal de limite (la practica puede verse en el anexo). Los applets tenian que abordar el
calculo de limites a través del concepto formal de limite. Por lo cual se solicita al alumno en la
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practica, el clculo del limite en un punto donde la funcion esta definida, el calculo del limite donde
la funcién no esta definida y finalmente un limite hacia el infinito.

2) Dias previos a la sesion de laboratorio de computo, se llevd a cabo la explicacion en clase teorica
del concepto de limite. Previendo que el estudiante ya tenga una nocion sobre los valores de épsilon
y delta.

3) Durante una sesién de laboratorio de célculo diferencial, se realizo la préctica correspondiente a
limites. La practica fue abordada por medio del Campus Virtual de la UAQ en el curso de Calculo
Diferencial, con una profesora quien dirigi6 esta sesion.

4) La préctica fue completada y entregada a través del campus virtual del curso correspondiente.

5) Las respuestas de la préctica de cada uno de los estudiantes fueron analizadas, separandose en dos
partes:

e enuna de ellas se determinan los valores de delta que se sugieren,
e yen laotra parte las respuestas a las conclusiones a la que los estudiantes llegaron con la
practica.

6) El analisis de las conclusiones fue realizada elaborando las categorias adecuadas de acuerdo a sus
respuestas.

7) A partir de los resultados anteriores se llevaron a cabo las conclusiones de las evidencias
recolectadas. Asi que las conclusiones obtenidas tienen un valor descriptivo.

Exposicion de la propuesta

La definicion de limite dada anteriormente puede ser reformulada en términos de intervalos, al observar
que la desigualdad |X -a | < 0§ es equivalente a la expresion: - & < X —a < 4, que a su vez puede
escribirse como a - § < x < a+ 5. También 0 <| x - a| es verdad si y solo si, x —a # 0, esto es, X # a. De
forma semejante la desigualdad | f(x) - L | < & es equivalente al par de desigualdades L - & < f(x) < L +
€. Asi chl_r)rcll f(x) = L significa que para € > 0 (sin importar lo pequeio del valor ) podemos encontrar &

> 0 tal que si x se encuentra en el intervalo abierto (a - 8, a+ d) y X # a entonces f(x) esta en intervalo
abierto (L — ¢, L + €). Diseflamos entonces un applet en donde puedan observarse estas relaciones
sobre el grafico de una funcion.

La herramienta que se utiliza para capturar la atencion del alumno y desarrollar su intuicion
geométrica, es la de un material interactivo hecho con un programa de geometria dinamica.
Apoyandonos en el applet programable de Descartes y en el programa Geogebra, podemos presentar
una interaccién educativa que no solo se limite a la visualizacion de graficas por parte de los alumnos,
sino que los ayude a comprender las relaciones entre sus elementos graficos y los conceptos
involucrados.

Por ello se proponen varios applets, donde los estudiantes desempefien un papel activo en la
comprension del concepto y les permita observar con diferentes ejemplos la necesidad de la definicidn
formal de limite. La propuesta no deja a libertad total la manipulacién del software, pues se requiere de
una guia que permita conseguir el objetivo esperado. Ante lo cual se disefié una préactica escrita para
ello, la que se trabajo durante la sesién de laboratorio de célculo diferencial.

Asi que cuando se trabaja con funciones, frecuentemente es indispensable averiguar el comportamiento
de una determinada funcién f cuando la variable independiente, X, se aproxima a un determinado valor,
Xo. EI comportamiento de la funcion en las cercanias de xo puede:

e aproximarse a un determinado valor, L,
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e 0 bien aumentar indefinidamente,
e o disminuir indefinidamente,
e 0 no tiene un comportamiento claramente definido.

Los applets presentan estas posibilidades de comportamiento de una funcién cerca de un punto,
indicando la notacion habitual en matematicas para referirse a ellas. El alumno puede interactuar con
este material; visualmente distinguir las posibilidades del comportamiento de la funcion y relacionar
los procesos involucrados en la definicion formal de limite (Figura 1).

|
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1lim = 0,24
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Figura 1. Calculando el limite en un punto para una funcién racional trigonométrica, manipulando los
valores de épsilon y delta, utilizando Descartes.

En Descartes (figura 1) los valores de épsilon y delta son manipulables a través de botones, asi el
estudiantes puede ver el comportamiento del valor de la funcion al acercarse tanto como lo permitan las
aproximaciones decimales al valor deseado de la variable independiente.

También el estudiante tiene la libertad de manipular el valor de la variable independiente y observar lo
que sucede con los valores de épsilon y delta.

Por otra parte, Geogebra también proporciona una vision general sobre los valores a los que tiende el
limite de una funcion. Observando la figura 2, podemos ver en esta propuesta que el estudiante tiene
las siguientes libertades de movimiento:

i) El punto P(B,L) sobre la grafica de la funcion.
ii) L1 sobre el eje Y
iii) B1 sobre el eje X.
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Cuando se mueve el punto P, se mueve el punto L sobre el eje Y, y si se mueve el punto B sobre el eje
X, también se mueven las rectas horizontales que pasan por L1y L2 (las cuales son simétricas respecto
a la recta que une a P con L) y las rectas verticales que pasan por B1 y B2 (rectas simétricas respecto a
la recta PB).

Una vez que se deje fijo el punto P, el alumno puede mover el punto L1 junto con las rectas rojas, con
esto decide qué épsilon se estd tomando. De esta manera estamos considerando al conjunto de los
valores que toma f(x) cercanos a L y tales que | f(x) - L | < &. De forma analoga, puede manipular B1,

con lo que estamos considerando al conjunto de los valores de x cercanos a B y tales que 0 < | X-a | <
8, para encontrar la & que hace que la porcion de grafica entre las rectas verdes-verticales encajonen a
esa porcién de gréafica entre las rectas rojas. Esto querra decir que para esa € se encontraron las deltas
correspondientes que hace funcionar la definicion formal de limite. Observacion: el programa no
permite usar la notacion usual del punto P(x, f(x)), por lo cual hemos designados al punto P(B,L).
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Figura 2. Calculo de limite en un punto para una funcion raiz, utilizando la herramienta de deslizadores
del Geogebra.

En la figura 3, se muestra que se puede mover el punto A sobre la curva y también se muestran
diferentes formas de representacion de los elementos relacionados en el concepto de limite: los valores
de épsilon y delta estan sefialados a través de los deslizadores. En esta figura aparece la funcidn
evaluada en el valor definido (xo=1.02), asi como los valores proximos a ella en el intervalo abierto
(f(xo0) + &, f(Xo) - €). Asi un € > 0 da entonces unas rectas horizontales con ecuaciones y = f(Xo) + ¢,y y=
f(Xo) — &, con el que podemos encontrar un niimero 6 > 0 tal que al considerar los puntos en el intervalo
abierto (xo- 9, Xo+ d) el valor de la funcidon se encuentra en la region dentro de las rectas verticales con
ecuaciones X = Xo+ 8 y X = Xo - 6. Aqui esperamos que los alumnos manipulen las épsilones y deltas,
para determinar que para cada € existe una ¢ (y muchas otras) que encierran la curva dentro de las
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rectas horizontales. Buscando que los estudiantes le den sentido a la definicion formal de limites de una
funcién en un punto.

Cabe sefialar que en estos applets, que aunque los estudiantes manipulan desde las abscisas y
ordenadas, el punto siempre se mueve sobre la grafica de la funcion.

De esta manera intentamos la compresion del concepto de limite basado en la comprension mediante la
representacion grafica de la funcion y la aproximacién numérica de la funcion evaluada en términos de
Xoy 0.
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Figura 3. Calculo del limite de un punto en una funcion polinomial, utilizando deslizadores con
Geogebra

Entonces estamos en posicion de determinar el valor de limite en funciones donde Xo no esta definida
en la funcion, como la funcion de la figura 4. Esperamos que el estudiante comprenda que el limite de
una funcion en un punto, no es exclusivo donde la funcion es continua en dicho punto. Creemos que
entonces cobrara mayor sentido el uso de una épsilon muy cercana a cero para el calculo del limite.

El logro de la comprension de este hecho, permitird mas adelante detallar las ideas del analisis de la
continuidad, discontinuidad y de derivabilidad en un punto de una funcién.

Pero la funcion de la figura 4, f(x) =£sen(x2), ademas de la caracteristica de no estar definida en
X

cero, tiende a ser cero cuando el valor de x es muy grande.

Tenemos entonces la oportunidad de ofrecer al estudiante la siguiente definicion, que aparece a

continuacion.
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Figura 4. Limite de en un punto no definido en una funcion, asi como célculo del limite al infinito con
Geogebra

Definicion. Sea f una funcion definida en un intervalo abierto de la forma (a, o). Entonces decimos
que el limite de f(x) cuando x tiende oo se aproxima a L y escribimos:

lim f(x)=L

X—a
Si para cada nimero € > 0 hay un correspondiente nimero N > 0 tal que:
| f(x) - L | < g siempre que X > N.

Este applet permite manipular el punto N, en el cual el alumno debe visualizar el valor de la funcién,
cuando se encuentran dentro de la franja determinada por los puntos A y A’.

Experimentacion

La fase de experimentacion se llevdo a cabo en el laboratorio de matematicas, con los recursos
materiales de computadoras y el software apropiado.

Participaron 19 estudiantes del curso de célculo diferencial, correspondiente al primer semestre del
tronco comun de las carreras de ingenieria de la Facultad de ingenieria de la Universidad Autonoma de
Querétaro.

La practica de laboratorio se anclé al Campus Virtual de la UAQ en el curso de Calculo Diferencial, de
donde los alumnos pudieron obtenerla. La organizacién en el aula fue un trabajo de forma individual,
sin embargo se permitid a los estudiantes interactuar entre ellos y con el profesor.

La sesion tuvo una duracion de una hora, durante ese tiempo la profesora de laboratorio explico la
manera de realizar la practica, la cual fue realizada parcialmente, pues el estudiante debe completarla
posteriormente y entregarla una semana después.
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Como se habia dicho en la metodologia, esta sesion fue realizada posteriormente de las clases tedricas
del tema de limites.

La préctica fue completada y entregada a través del campus virtual del curso correspondiente.

Las respuestas de la préctica fueron analizadas, separdndose en dos partes: En una de ellas se
determinan los valores de delta que se sugieren, y en la otra parte las respuestas a las conclusiones a la
que los estudiantes llegaron con la practica.

Resultados

La realizacion de la primera parte de la practica, en donde en el apartado Il se pide al estudiante
determinar el valor del limite con diversos valores de épsilon-delta, fue realizada por todos los alumnos
de forma correcta. Las preguntas de este apartado también fueron contestadas satisfactoriamente.

Del apartado de Conclusiones en el formato de la practica correspondientes hemos tomado los
siguientes comentarios realizados por algunos de los estudiantes que efectuaron dicha préactica:

Algunos estudiantes sefialan los beneficios que tiene el software en la comprension de lo analizado
anteriormente en una clase tradicional.

(AL). “Con la realizacion de esta prdctica llegué a la comprension de como es que se
presentan los limites de forma grafica. Los limites son mas faciles de comprender por
medio de un software. Con esta practica se comprende mejor los limites porque se
llega a una comprension mas concreta para reafirmar los expuestos en clase.”

(A2). “Esta prdactica nos ayudé a comprender lo que vimos en clase sobre épsilon y
delta, también obtuvimos los limites de la funcién y pudimos comprender
graficamente la ecuacion de la funcion.”

(A5). “La practica de laboratorio me parecio muy interesante, ya que aprendimos los
elementos que se encuentran en la gréafica, como el valor de épsilon, delta a través de
algunas funciones.

La manera mas facil de entender un tema y reflexionar los conceptos es por medio de
la interaccion y la manipulacion de algunos de los ejercicios por computadora, ya
que en este tema me quedo mas claro llevarlo en préactica que observarlo de manera
visual en el pizarron que seria lo tedrico, en cambio es importante que estemos
practicando y entender lo mas posible como se lleva a cabo épsilon de una funcion
dada.”

Otros estudiantes se enfocan méas sobre lo que la practica les ha permitido establecer una relacion
épsilon-delta con respecto al valor del limite:

(A3): “Es importante conocer y saber el comportamiento de las funciones, debido a
que asi, podremos encontrar mas facilmente lo que es su limite, y como podremos ver
en el Geogebra, nos muestra dependiendo de Delta y de Epsilon, el limite que puede
llegar a tener la graficacion de una funcion.”

(A4): “En este tema pudimos observar en qué lugar se encuentra una recta que
comparte ciertos datos, por ejemplo x y y cuales son sus limites de estos, es decir
donde se comparten y de ese circulo no poder salirse, visualizar bien los limites de
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’

una funcion cualquiera.’

(A7): “Pues mds que nada comprobamos los limites de una funcion en un punto
situado en las graficas (Que se encuentren dentro del limite). También comprobamos
las que no tienen un punto y lo que se quiere demostrar durante una ecuacion.
(Epsilon,Delta) 0<Ix -al <d —|f(x) - LI <E”

S6lo un estudiante muestra un mayor enfoque a la parte algoritmica de la préctica, sobre el
entendimiento del concepto formal de limite

(AB): “La practica fue algo muy facil pero al entenderle estaba algo confuso,
encontramos los limites de funciones diferentes asi como la delta y la épsilon”.

Resultados sobre el impacto de los applets en su aplicacion.

El disefio de las practicas, su secuencia, sus preguntas, sus actividades, enfatizan el papel de los applets
como apoyo para la mejor comprension de los objetos. Los estudiantes hicieron un correcto manejo de
las herramientas computacionales, realizando una rapida manipulacion de los ejemplos. Se esperaba
que el estudiante sintetizara con facilidad los elementos involucrados y captar las variaciones que giran
alrededor del concepto.

Sin embargo, los resultados obtenidos fue que los estudiantes responden correctamente a las
interrogantes, pero evidenciaron un gran esfuerzo en el momento de generalizar y formalizar los
conceptos de limite. Una de las formas en que inferimos lo anterior, fue con base en la medicion de
tiempos de ejecucion.

Las soluciones virtuales de los problemas y ejercicios propuestos en cada practica son desarrollados y
completados aproximadamente en 45 minutos, sin embargo, la descripcion analitica de cada concepto
involucrado requiere de mas tiempo. En los ensayos realizados con estudiantes, donde se tom¢é el
tiempo de la realizacion de su analisis matematico, se puede observar que este se completa en tres horas
aproximadamente.

Conclusiones sobre los resultados.

Los conceptos analizados en un aula tradicional se ven reforzados cuando el estudiante manipula por si
mismo una grafica. Hay evidencia de que a la variacion de épsilon corresponde la variacion del valor
de delta.

Actitudinalmente, los estudiantes tienen buena aceptacion de la practica, muestran interés por ejecutar
las actividades con el software y el entendimiento de la definicién formal de limite.

Podemos observar que a pesar de la buena aceptacién de la practica, no hay evidencia de relacionar al
limite con un valor especifico en el eje .

Tampoco se da evidencia de que la variacion de épsilon-delta corresponde a la variacién del valor del
limite.

Conclusiones

Los alumnos manifiestan buena aceptacion de la préctica, dan muestra de entendimiento que el
comportamiento de la funcion puede determinarse apoyados en el concepto de limite. Los estudiantes

ensefian un buen manejo de los applets, por lo cual podemos afirmar que el uso de la tecnologia no fue
un obstaculo para la realizacion de la préactica.
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Particularmente dan muestra de que existe un rango de deltas que cumplen con el valor de delta
propuesto.

Sin embargo, aun podemos observar algunas deficiencias sobre la relacion entre el valor de limite y el
valor de la funcién definida en un limite, eso nos lleva a considerar modificaciones a la practica que
nos permita mejorar la comprension de limite.

Tenemos que considerar un instrumento adicional a las respuestas dadas en la practica que muestre
mayor evidencia de lo que los estudiantes han comprendido sobre el concepto formal de limite.

El disefio de applets no s6lo involucra el dominio del software correspondiente, requiere reconocer las
dificultades que tienen los alumnos sobre un concepto, de tal forma que pueda llegar a comprender los
objetos matematicos con los que se trabaja en el applet y la relacién que existe entre dichos objetos. El
applet no debe ser de ninguna manera tan abstracto, que el estudiante lo manipule correctamente pero
sin un sentido de lo que matematicamente se esta trabajando.

Las horas tedricas deben corresponder a las horas practicas en el laboratorio de matematicas de manera
oportuna. El profesor de laboratorio no sera s6lo un mero espectador de los estudiantes una vez que se
les ha dado las instrucciones para realizar la practica, sino que debe interactuar con los estudiantes
tanto en relacion como la ejecucion correcta de la practica como en dar las ideas mas importantes de lo
que implica el manejo de un concepto matematico a tratar.

Descartes y Geogebra consiguen conectar distintos elementos que lo convierten en una aplicacion
poderosa: asocia las expresiones graficas a las simbdlicas, la medida a la cantidad, la propiedad
geométrica a la forma algebraica. Con ello es posible coordinar las distintas representaciones que se
usan en matematicas.

El disefio de estas actividades puede ocupar varias horas de trabajo por parte del profesor, sin embargo,
los resultados obtenidos bien valen la inversion de tiempo, ademas una vez que se tiene este applet
disefiado, puede ser modificado facilmente adecuandose a la situacion de la clase.

La manipulacion de los applets representa una actividad sencilla de ejecutar, que permite multiples
ejemplificaciones sobre los limites, pero en el momento de realizar el analisis y la generalizacion de los
comportamientos, los estudiantes requieren mucho mas tiempo para lograr describir formalmente los
conceptos involucrados.

Aln falta el disefio de applets, con sus correspondientes practicas sobre el concepto de limites, que
aungue desde otro abordaje diferente a la definicion formal, puedan redondear el entendimiento de este
concepto fundamental para el Calculo Diferencial.
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Anexo

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE QUERETARO
FACULTAD DE INGENIERIA
Laboratorio de Calculo Diferencial

UNIVERSIDAD AUTONOWA DE QUERETARO

N3 00na3
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Nombre del Alumno Grupo
Fecha de la Préctica No Préctica
Nombre de la Practica En la busqueda del valor de delta

Unidad Limites

OBJETIVOS

Reconocer los elementos que intervienen en el concepto de limite. Calcular numéricamente el valor de
delta dado un valor de épsilon, a través de la grafica de la funcién.

EQUIPO Y MATERIALES
Computadora con Office, Geogebra.

Revisa la definicion formal de limite de una funcidn y observa en la gréafica su interpretacion
lim fix) = L. &= ¥ & = ), por pequefio que sea, 4 & = (),

e = §, |E'f}-ﬂ - [,| =g

tal que sl | Xx—a
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Elaboracion del applet (opcional)
Grafica la funcion f (X) =X+ 2 introduciéndola en la ventana: “Entrada” Da formato a la

curva cambiando de color y grosor
Traza la recta vertical x =2 dibujando primero el punto A (2,0) y luego una recta

perpendicular al eje X y que pase por (2,0)

Marca el punto de interseccion, B, entre la funcion y la recta x=2

Traza la recta horizontal que pase por B y sea perpendicular al eje Y

Marca el punto C, interseccion entre la recta horizontal y el eje Y

Traza el punto D sobre el eje Y un poco mas arriba que la recta anterior y su simétrico D’
respecto a la recta horizontal.

Traza el punto E sobre el eje X un poco mas a la derecha que la recta, x=2 y su simétrico E’
respecto a la recta vertical

Traza dos rectas horizontales que pasen por D y D’ y dos rectas verticales que pasen por E 'y
E’. Cambia el estilo de estas 4 rectas por lineas punteadas.

La distancia entre C y D se llama épsilon y la distancia entre Ay E se llama delta. Utiliza la
opcion “distancia o longitud” para tener visible estos dos valores. Dibuja un rectangulo para
colorear la franja horizontal y otro para la franja vertical.

Verifica que esté bien construido cambiando la posicién de D y de E para abrir o cerrar los
intervalos

Obtencion del valor de delta & , dado un valor de épsilon €. Utiliza el applet que se
encuentra en el Campus Virtual o el que hayas elaborado.

Calcula el valor de la funcion f (X) =x’en X, =1 y da un valor a épsilon de £=0.2
utilizando el control sobre el eje Y. Ajusta el ancho del intervalo (X, —J,X%, +J)de manera

que los valores de funcion de dicho intervalo ( f (x0 —5), f (x0 +6)) queden encerrados en el
rectangulo mas oscuro (interseccion de la franja horizontal con la vertical) ¢Cual es el valor
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de delta que encontraste?
2. Sidisminuyes el valor de delta ¢sigue quedando esa parte de la funcion dentro de la franja
horizontal?
¢Si encontraste una delta, puedes asegurar que cualquier otra delta menor, también cumple?
¢Si encontraste una delta, puedes asegurar que cualquier otra delta mayor, también cumple?
5. ¢Al cambiar el valor de X, =1.5 0 a cualquier otro valor, puede utilizarse el mismo valor de

delta?

B w

Repite la seccion Il con las funciones siguientes en el punto X, , introduce la funcion en el campo

“Entrada” y mueve el control para cambiar el valor de X, ajustando ¢ y &

a. f(x)=3x-4 x=1

b. f(x)=-/x X, =2
c. f(x)=>2™ x, =1
X
d 3(x-1)2+1  x,=102
e. f(x) ~ Leenx? X, =0,x, =0
X

CONCLUSIONES.

EVALUACION DE LA PRACTICA
Se evaluara el documento con los datos solicitados, las graficas y conclusiones enviado a través del
Campus Virtual




