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Resumen:

La simulacion de fenémenos cinematicos en GeoGebra tiene un papel de suma importancia en la ensefianza
de las matematicas, pues abre la posibilidad de estudiarlos y modelarlos en el aula. Se reportan en este escrito
algunos elementos técnicos, indispensables cuando se intenta simular el movimiento de un cuerpo sélido a
una velocidad controlada ya sea constante o variable. En la simulacion el cuerpo es representado por un
punto que se mueve sobre una trayectoria. Primeramente, se describen las caracteristicas que tiene el
movimiento de puntos que GeoGebra genera por defecto, al animar puntos directamente o mediante el uso
deslizadores. Se propone una manera de modificar el efecto de los deslizadores usando funciones reales de
variable real, cuyos rangos son usados como intervalo de variacion de los deslizadores para simular el
movimiento de objetos a velocidad variable y funciones definidas por partes para cambiar de trayectoria los
puntos. El articulo esta dirigido al profesorado de Matematicas y Fisica para Ingenieria que tengan interés
en la creacion de ambientes virtuales que permitan plantear problemas sobre el movimiento de objetos,
simulando en GeoGebra la velocidad a la que se mueven.
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Abstract:

The importance of simulating kinematic phenomena is emphasized here, as a possibility of studying and
modeling them in the classroom. Some technical elements are reported here, which are essential when trying
to simulate the movement of a solid body at a controlled speed, whether constant or variable. In the
simulation, the body is represented by a point that moves along a path. First, the characteristics of the
movement of points that GeoGebra produces by default, when animating points or by means of sliders, are
described. A way of modifying the effect of the sliders is proposed using real functions of real variables,
whose ranges are used as sliders to simulate the movement of objects at variable speed and functions defined
by parts to change the trajectory of the points. The article is aimed at Mathematics and Physics for
Engincering teachers who are interested in the creation of virtual environments that allow posing problems
about the movement of objects, simulating in GeoGebra the speed at which they move.
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Elementos para simular fenémenos de velocidad con Geogebra

Introduccion

La simulacion matemética es un tema que ha tenido un
interés creciente en Matemdtica Educativa en los afios
recientes (Greefrath y Siller, 2017), en parte por la expansion
del enfoque STEM en la ensefianzay, en general, por el interés
en acercar la matemdtica escolar a la realidad, ya que la
simulacion permite llevar al aula versiones simplificadas de
fendmenos fisicos y situaciones reales, que dificilmente
pueden realizarse directamente en ¢l aula, tal como ha sido
documentado y experimentado por Serpe (2023), Novak,
Fahlberg-Stojanovska y Di Renzo (2011), Pierce y Stacey
(2011) y Pospiech (2023).

La cinemdticay la geometria han tenido un desarrollo que
se entrecruza a lo largo de la Historia, sobre todo después de la
invencion de la geometria analitica. Esta cercania entre las dos
disciplinas no es casual, la geometria estudia las propiedades de
las figuras geométricas, mientras que la cinemdtica estudia el
movimiento de los cuerpos, cuyas trayectorias pueden
modelizarse como puntos que se mueven sobre una figura
geométrica.

Aunque los términos modelizacion y simulaciéon con
frecuencia son usados indistintamente, la Figura 1 ilustra que
la simulacion puede verse como parte de un ciclo general de
modelizacion y presupone la existencia de un modelo
matematico.

| Problema |

Idealizacion

Modelo conceptual Efecto retroactivo

cuantificacion

Medicion
Modelo matematico

Comparacion

Discretizacion Simulacién

Modelo numérico Aplicacion

Soluciéon
analitica

Figura 1. Lasimulacién como parte del ciclo de modelizacion (Greefrath
y Siller, 2017, p. 533).

Un reto para las y los docentes al intentar simular
fendmenos cinemdticos cuando se usa un software de
geometria dindmica como GeoGebra, tiene que ver
especificamente con las dificultades para simular la trayectoria
de un objeto en movimiento y la velocidad a la que se estd
moviendo.

En el presente trabajo se aportan algunos elementos
bdsicos que pretenden superar ciertos retos técnicos que se
presentan en la modelizacion de fenémenos cinemdticos,
cuando se usa un software de geometria dindmica como
GeoGebra.

La velocidad de las animaciones de GeoGebra

Una de las caracteristicas de GeoGebra (y de todos los
softwares de geometria dindmica) es el modo arrastre, que
permite mover objetos directamente en pantalla y ponerlos en
movimiento a través de la herramienta “animacion”. Pero, si se
tiene interés en simular el movimiento de un objeto en pantalla,
lo primero que debe precisarse son las caracteristicas que tiene
lavelocidad ala que se mueven los objetos cuando se animan en
GeoGebra.

En la Figura 2 se ilustran estas caracteristicas. En dicha
figura se han trazado: a) un cuadrado QRST de lado 8, b) una
circunferencia inscrita en el cuadrado QRST, c) un cuadrado
inscrito en la circunferencia, d) un segmento OP, ¢) una recta
que coincide con el ¢je de las abscisas y f) una parabola que pasa
por el punto P. Este punto P es comun a las sicte figuras
trazadas y tiene coordenadas (4.0).

T S

Q

Figura 2. Animacién de puntos sobre cuatro figuras geométricas
diferentes. Nota. Construccién interactiva elaborada por Soto (2026).
Acceder a la construccion en GeoGebra

Sobre cada una de las figuras geométricas de la Figura 2,
se han colocado los puntos A, B, C'y D respectivamente. Al
hacer coincidir los cuatro puntos con el punto Py luego
animarlos simultdineamente, podrd verse que todos recorren la
figura geométrica sobre la que estdn colocados, en el mismo
tiempo. Es decir, que, transcurrido un cierto tiempo, todos los
puntos coinciden de nuevo con el punto P. Lo anterior pone en

20


https://www.geogebra.org/m/nhfaqdjr

José Luis Soto Munguia / Maria Antonieta Rodriguez Ibarra / Maria Teresa Davila Araiza

evidencia que la velocidad que le imprime GeoGebra a los
puntos es constante para los segmentos y las figuras cerradas,
aunque es distinta para cada figura, mientras que en las figuras
abiertas la velocidad es variable. Esto ultimo tiene que ser asi
para simular que un punto sobre una curva abierta, cuya
longitud es infinita, recorre la curva en un tiempo fijo. La
velocidad a la que se anima un punto sobre una figura
geométrica puede ser modificada en la configuracion del punto
(ver Figura 3), pero conserva las caracteristicas antes descritas.
g

%I/~ Propiedades de Punto A(3.19, 2.42)
HelEE 9
Programa de guion (scripting)

A Basico Color  Estilo Algebra Avanze
Coordenadas: Coordenadas cartesianas

Incremento: 0.1

Incremento (vertical): (0.1

Velocidad: 1 Repite: = Creciente

6

Figura 3. Configuracion de lavelocidad a la que se mueve un punto A
sobre una circunferencia.

Moviendo objetos geométricos con
deslizadores

Los “deslizadores” de GeoGebra son variables
representadas graficamente, que permiten mover objetos de
manera indirecta. Son una herramienta alternativa al “arrastre”
directo de objetos en pantalla.

Como ya se dijo antes, GeoGebra anima un punto sobre
un segmento, haciendo que el punto recorra el segmento en el
mismo tiempo, independientemente de la medida del
segmento. Acorde con esto, si tenemos dos deslizadores que
representan variables con rangos distintos, el punto que se
mueve sobre cada uno de los segmentos durard el mismo
tiempo en recorrer ¢l segmento de los deslizadores. En la
Figura 4 se muestran dos deslizadores a y b, con rangos
respectivos —4 < a <2y —2 < b < 8, capturados en un
cierto tiempo t.

La relacion entre las variables a y b pudiera ser confusa,
pero si se usa el deslizador a para mover un punto E(a, 0)
sobre ¢l segmento AB y el deslizador b para mover un punto
F (b, 0) sobre el segmento CD, los puntos E y F recorrerdan
los segmentos AB'y CD respectivamente en ¢l mismo tiempo.
Y entonces la relacion entre las variables serd mas clara, porque
geométricamente los puntos E'y F se mantendran homotéticos
con respecto a P, donde P es el punto de homotecia

determinado por los extremos de los segmentos ABy CD. Se
desprende de lo anterior, que las velocidades a las que se
mueven los puntos E y F son constantes pero distintas y
dependen de los rangos de los deslizadores a y b.

F=(0.59, 1) D

C
77575747372\0‘\345675

Figura 4. Comparacién del movimiento de dos puntos sobre segmentos
distintos, usando deslizadores con rangos diferentes. Nota. Construccion
interactiva elaborada por Soto (2026). Acceder a la construccion en
GeoGebra

Rotacion de un punto a una velocidad
constante

Si se pretende usar deslizadores para simular el
movimiento de un punto sobre una circunferencia a una
velocidad constante, tendremos que tomar en cuenta que la
relacion entre velocidad, distancia y tiempo estd regida por la
. d e .
formula v = =,y aunque en GeoGebra, lavelocidad a la que se
mueve el punto sobre el deslizador estd predeterminada pero
no puede saberse cudl es, porque el segmento que representa
el deslizador no estd ligado a la graduacion del plano
cartesiano.

Si se quiere rotar un punto P sobre una circunferencia de
radio r, entonces el punto recorrerd una distanciar8, donde 6
es ¢l dngulo en radianes que ha rotado el punto P, entonces se
estard simulando unavelocidad v = ?. Por ejemplo, al simular
el movimiento circular de un punto P que recorre una
circunferencia de radio 1.8 m, por una sola vez, puede trazarse
un deslizador 8 conunrangode 0 < 8 < 27 para controlar el
angulo de rotacion. En la Figura 5 se muestra la simulacion del
movimiento de una piedra, representada por el punto P, atada
a una cuerda de 1.8 metros y que rota a una velocidad
tangencial constante. El punto P ha sido rotado un dngulo 6
dado en radianes, esta configuracion en radianes resulta
importante para resolver la variante del problema que se
planteard enseguida.
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Figura 5. Punto que rota a velocidad tangencial constante. Nota.
Construccion interactiva elaborada por Soto (2026). Acceder ala
construccion en GeoGebra

Para simular ahora el movimiento circular de una piedra
£ . 11m
que se suclta de la cuerda después de rotar un dngulo de —=, se

tiene que abordar el cambio de trayectoria de la piedra, de
moverse circularmente a tomar la direccion de la tangente en el
punto donde se suelta (ver Figura 6). Si se quiere simular este

movimiento “mixto” con el mismo deslizador, se tendra que

empezar por modificar el rango del deslizador mds alld de 1%”,

para que pueda mover el punto P una vez concluida la
trayectoria circular.

» Vista Algebraica X |~ Vista Grafica

°8=11 ' CyO
©0=(0,0) Punto Q
Rota(B, 6, O)

°f=18 Propiedades del objeto.. ~ OK  Cancela Aplicar

P, 8
A=(0,2.71)
C =(-2.75, 0)
g:-0.71x-0.71y =0
® D =(1.27,1.27)
h:-1.27x + 1.27y = 3.24
d: (x+1.27) + (y - 1.27)
* P=(-4.27,-173)
i=18
a=4.71rad

Figura 6. El cambio de trayectoria de un punto, de circular a lineal. Nota.
Construccion interactiva elaborada por Soto (2026). Acceder ala
construccion en GeoGebra

Aunque ¢l punto P que se mueve sobre la circunferencia,
y el punto P que se mueve sobre una linea recta, estdn
etiquetados como si fueran el mismo, no lo son (Figuras 6y 7).
El primero de ellos es un punto Q que resulta de rotar el punto
B segtin el dngulo 6y ha sido configurado para que se oculte
después de rotar un dngulo de 1%” y luego se muestra el

segundo (punto P ), que se mueve sobre la tangente a la
circunferencia que pasa por D y ha sido determinado
trasladando sobre la recta tangente una distancia de 1.8 (6 —

11w .
—, ) a partir del punto D, para que ¢l punto recorra una

distancia de 1.80 por unidad de tiempo, sobre la recta y se

. 11w
muestre cuando 6 sea mayor que el dngulo —=.

6=10.16

Punto Q(-1.34, -1.2)
2

Figura 7. Los dos “puntos P” que simulan un solo punto. Nota.
Construccion interactiva elaborada por Soto (2026). Acceder ala
construccion en GeoGebra

Rotar un punto P alrededor de otro punto, con
velocidad variable

El uso directo de deslizadores genera de manera natural
velocidades constantes, de forma que, al mover un punto con
velocidad variable, se tiene que buscar una manera de que la
velocidad constante del deslizador genere velocidades
variables. Una manera de hacer eso se expone a continuacion.

En la Figura 8 puede verse la simulacion de un punto P
que se mueve a velocidad variable sobre una circunferencia de
radio 5, en la misma se activd el “rastro” del punto y el radio de
la circunferencia, para que hacer notar que el punto recorre
distancias cada vez mayores en tiempos iguales. Para construir

2
. ., . . . ., x
la simulacion se ha introducido la funcién f(x) = - conun

rango y dominio iguales a 0 < x < 2m con el propdsito de
usar la funcion f como rango del “deslizador”, de modo que en
lugar de rotar el punto P un dngulo 8, se ha rotado un dngulo
f(6). Asi para cada dngulo 6, el punto se moverd un arco de
medida 5f(0) y el punto recorrera distancias crecientes para
intervalos iguales de tiempo. Como 6 es una funcién que

2
depende del tiempo, entonces f(0) = Z—n depende del tiempo
y su derivada f7(0) =% es siempre positiva y creciente,

entonces la velocidad del punto P es siempre creciente en el
dominio 0 < x < 2.
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Figura 8. Un punto rotando avelocidad tangencial variable. Nota.
Construccion interactiva elaborada por Soto (2026). Acceder ala
construccion en GeoGebra

En la Figura 9 se ha construido una funcion
f(x):10,2] = [0,21] cuyagréficapasaporlos puntos 0, 4,
B, CyD (donde A, By C son puntos libres), utilizando la
herramienta AjustePolinomico. Si el punto P se hace rotar un
angulo f (k). entonces el punto se moverd a una velocidad
determinada por la funcion f. Aunque los puntos O y D estan
fijos, los puntos A, B'y C pueden “arrastrarse” para modificar
la funcion f (k) y diversificar el movimiento de P si se quiere.
El rango de la funcién f(x) garantiza que el punto P dé una
vuelta completa a la circunferencia y las caracteristicas de la
funcién permiten predecedir el comportamiento  del
movimiento del punto P. A partir del inicio de su movimiento,
el punto P ird disminuyendo su velocidad hasta que la funcion
f alcance su méximo local, en ese méximo la velocidad serd
cero (Figura 9a), luego el punto P invertird su direccion hasta
que f alcance su minimo local, en ese minimo la velocidad
llegard a cero de nuevo (Figura 9b) y a partir de ese minimo la
velocidad empezara a aumentar hasta completar la vuelta
completa (Figura 9c). Finalmente, en la Figura 9d puede
observarse el arco de mayor concentracion de puntos que
corresponde al arco determinado por la variacion de la funcion
f entre sus dos puntos extremos.

F ig11£é 9»

12 Jo -8

Figura 9c Figura 9d
Figura 9. El movimiento de un punto P observado en

diferentes rangos de f. Nota. Construccion interactiva elaborada por
Soto (2026). Acceder a la construccion en GeoGebra

Las imdgenes mostradas en la Figura 9 explican el
movimiento del punto P a partir del comportamiento de la
funcion f(x), pero también el comportamiento de la funcion
f(x) a partir del movimiento del punto P . El uso de la
herramienta AjustePolinomico permite ademds modificar la
funcion f(x) para generar otras variantes de la situacion. La
velocidad a la que se mueve el punto estd determinada por la
derivada de la funcion f.

La modelizacion de un péndulo

Un problema mis realista que puede plantearse a partir
del ultimo ejemplo mostrado en la seccion anterior es la
simulacion de un péndulo. Primeramente, a partir de observar
la oscilacion de un péndulo fisico, se trata de encontrar la
funcién f(x) que “gobernara” el movimiento pendular. Para
ello habra qué responder previamente algunas preguntas como
las siguientes, sobre las caracteristicas de la funcion: ;Cudl serd
el rango de la funcion?, jcudl es la velocidad del péndulo al
iniciar su periodo?, ;en qué momento del periodo alcanzari el
péndulo su velocidad méxima? Adicionalmente se tienen qué
precisar los datos del péndulo y la oscilacion que se pretende
simular, porque estos datos estdn relacionados directamente
con la funcion f. Iniciaremos con lo dltimo, se trata de simular
el movimiento de un péndulo con unalongitud igual a 5 my una

amplitud de % radianes.

Si el 4ngulo de rotacion de la masa se mide a partir de la
parte positiva del eje de las abscisas, entonces la posicion inicial
del péndulo formara un angulo de %ﬂ radianes medidos en el
sentido antihorario y la posicion al final de media oscilacion
serd de %ﬂ radianes, esto significa que la funcion puede ser
definida como f(x):[0,4] — [%n,%n], obsérvese que se ha
escogido un dominio comodo para la funcion, porque el
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dominio serd de pocaimportancia en la simulacion. Para darnos
una idea de la forma que tendrd la funcion, observemos algunas
de sus caracteristicas:

a) f(0) = %n, porque cuando el deslizador empiece a
moverse, el punto que representa la masa tendrd que
haber rotado ese dngulo a partir de la parte positiva del
eje de las absisas.

b) Como la masa partird del reposo, entonces su
velocidad inicial deberd ser cero y por lo tanto
f(0)=0.

c¢) Lavelocidad de la masa sera creciente hasta llegar a la
vertical, lo cual significa que la funcion tendrd que ser
concava hacia arriba hasta alcanzar la velocidad
mdxima.

d) A partir de la vertical, la masa disminuira su velocidad
hasta alcanzar la velocidad cero al final de la mitad de
la oscilacion, lo cual significa que la funcién sera
concava hacia abajo hasta alcanzar un médximo local, es
decir hasta que f'(2) = 0.

Las caracteristicas anteriores permiten definir la funcion
g(x) hastala mitad del dominio, para la otra mitad del dominio
basta con construir una funcién h(x) cuya grafica sca simétrica
con respecto a la paralela al eje y, que pase por el punto medio
del segmento definido por el dominio de f . Una vez
construidas las funciones g y h, las usamos para definir por
partes la funcion f . En la Figura 10 puede verse la
construccion de la funcion f.

Funcién
. Fx) = { —0.42x3+1.24x2 —0x+393 :0<x<2
0.42 x> — 3.83 x> 4+ 10.35 x — 3.28
~e g(x) = —0.42 x34+1.24x2 —0x+ 3.93
e h(x) = 0.42 x> — 3.83 x4+ 10.35 x — 3.28

Figura 10. Lafuncién f, definida por partes

EnlaFigura 11 se muestrala paralelaal eje y que pasa por

el punto D(2,0), los puntos fijos P (0, %n) y Q(Z,%ﬂ) , los
puntos libres E, F y los puntos G, H y R simétricos a los
puntos F , E y P respectivamente. Luego se ha usado la
herramienta AjustePolinémico para trazar la funciéon g que
pasa por los puntos P, E, F y Q y los puntos E'y F ajustados
para que la funcion g tenga las caracteristicas enlistadas antes.

Con la misma herramienta Ajuste Polindmico se hace pasar la

grafica de la funcién h por los puntos Q, G, H y R. Finalmente
se construye la funcion f, tal como se muestra en las Figuras
10y11.

En la Figura 11 también puede verse la simulacion del
péndulo, en la que se activo el trazo del punto S'y del radio CS
parailustrar cdmo se comportalavelocidad con la que se mueve
el punto S que representa la masa del péndulo.

]t Q

G
5
H
+P R

(-]
—

4N

Figura 11. Simulaci6n del péndulo. Nota. Construccion interactiva
elaborada por Soto (2026). Acceder a la construccién en GeoGebra

Traslado rectilineo de objetos

GeoGebra permite trasladar objetos geométricos de més
de una manera, la mds conocida consiste en utilizar la
herramienta “Traslacion”, que permite mover un objeto de un
lugar a otro, segln un vector previamente construido. Esta
herramienta aplicada de manera directa no permite observar la
trayectoria que ¢l objeto seguiria. La limitacion mencionada de
esta herramienta puede solventarse facilmente. Por ejemplo, si
queremos trasladar un objeto (como una esfera en 3D) de un
punto A a un punto B y observar su trayectoria, basta con

construir un vector u = AB y luego construir un vector
variable v = ku controlado conundeslizador k,con 0 < k <
1, por las caracteristicas ya mencionadas sobre los
deslizadores, la velocidad a la que se mueve la esfera es
constante. En la Figura 12 se muestra el movimiento rectilineo
de una esfera de radio 2, sobre la esfera se han trazado dos
circunferencias que pueden hacerse rotar durante la traslacion,
para que el movimiento de la esfera se vea mds realista.

Sin embargo, en cuanto el movimiento rectilineo a
modelizar presenta alguna complicacion (cambio de trayectoria
o de velocidad), las herramientas directas de GeoGebra
resultan insuficientes. En el ejemplo siguiente se muestra el
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modelo (esquemdtico) de una soldadora (Figura 13) que se
mueve hasta contactar una ldmina plana, aplica un punto de
soldadura en la superficie y luego se regresa. La funcion g (x)
que controla el movimiento de la soldadora es una funcién
definida por partes, la primera parte (AB en la grifica) hace
avanzar la soldadora hasta contactar la superficic y empezar a
soldarla, la segunda parte (BC en la grafica) mantiene fija la
soldadora el tiempo que dura soldando y la tercera parte (CD
en la grafica) hace que la soldadora regrese a su posicion inicial
mientras se intercambia la l[dmina. De nueva cuenta estamos
ante un ambiente virtual en el que pueden analizarse las partes
de la funcion g(x) y sus efectos sobre el movimiento de la
“soldadora”.

Figura 12. Latrayectoria rectilinea de una esfera desde un punto A aun
punto B. Nota. Construccion interactiva elaborada por Soto (2026).
Acceder ala construccion en GeoGebra

Figura 13. Modelo de una soldadora. Nota. Construccion interactiva
elaborada por Soto (2026). Acceder a la construccién en GeoGebra

Reflexiones finales

A pesar de que el dinamismo es la caracteristica mds
innovadora en los softwares de geometria dindmica, la
simulacion de fendmenos de velocidad no resulta sencilla. Este
articulo concluye con algunas reflexiones sobre las dificultades
que se presentan al intentar simular en GeoGebra el
movimiento de un cuerpo.

1. Tal como ha sido de problemdtico el desarrollo

epistemoldgico del concepto de tiempo, también en
GeoGebra lo es. De hecho, el tiempo real en el que
transcurren los acontecimientos en la realidad sirve de
poco, porque GeoGebra funciona con su propio
tiempo. Por esta razon, solo se cuenta con ¢l tiempo
programado en el interior del software para mover un
objeto de una posicion a otra.

. Por defecto, GeoGebra mueve puntos sobre figuras

geométricas aunavelocidad constante, cuando se trata
de segmentos o curvas cerradas, por ello es por lo que
cualquier simulacion que quiera construirse
presupone que ya tenemos como referencia un punto
moviéndose sobre una figura a una velocidad
constante predeterminada y la velocidad de la
simulacién tendrd que hacer referencia a ella. Esta
figura normalmente es un segmento o un deslizador.

. Se han propuesto como proyectos a estudiantes (en

cursos de Geometria Analitica para ingenieria),
algunas de las simulaciones mostradas aqui. Aunque
los resultados no han sido analizados de mancra
sistemdtica, se puede decir que han sido favorables
afectivamente, pero la conclusion de los proyectos ha
requerido de un fuerte apoyo. Las dificultades
observadas en los estudiantes revelan que no se trata
de tareas sencillas, pero la mds evidente es que
muestran  algunas  dificultades para combinar el
pensamiento geométrico con los conceptos de la fisica
y con el manejo téenico del software.

. La construccion de simulaciones con GeoGebra sobre

fendmenos cinemdticos ha resultado una actividad
formativamente muy enriquecedora para nosotros(as)
y se esperaria que asi resultara para otros profesores 'y
profesoras de matematicas y fisica. Como puede verse
en el articulo, hay varios caminos sobre los que puede
continuarse el trabajo: uno de ellos es la
diversificacion de los movimientos a simular y el otro
tiene que ver con el estudio empirico del potencial
didéctico que pudieran tener estos simuladores.

. Las simulaciones mostradas aqui parten de las

caracteristicas generales de la velocidad a la que se
mueve un cuerpo fisico y estin lejos de ser
simulaciones en tiempo real, sin embargo, estamos
convencidos(as) que las simulaciones pueden hacerse
en tiempo real, para lo cual se requiere precisar cudles
son los tiempos reales que usa GeoGebra para mover
un punto sobre una figura, desde uno de sus puntos a
otro.
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