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Resumen
En este articulo reportamos las dificultades inherentes de los estudiantes al abordar
actividades relacionadas con los conceptos de dependencia e independencia lineal de

vectores en R? y R (LD y LI, respectivamente) en ambiente tecnoldgico. El
proposito de la investigacion es determinar la influencia de este ambiente en el
aprendizaje de estos conceptos, en estudiantes de nivel superior. Los marcos
conceptuales en los que se apoya la investigacion son: Cambio de atencién de Mason
(2008) y Teoria de representaciones de Duval (2006)". La metodologia utilizada tomé
en cuenta el disefio de Actividades? que los estudiantes llevaron a cabo en equipos, y
mediante entrevista. Nuestros resultados indican que la tecnologia favorece el

aprendizaje de vectores LD y LI en R?, pero persisten dificultades de visualizacion
cuando los vectores estan en R", n>3.

Introduccion

En Guzman y Zambrano (2014) se hace un andlisis de como influyen los ambientes de
papel-y-lapiz y tecnoldgico (como uno solo) en el aprendizaje de conceptos de Algebra
lineal. Ahi dejamos evidencia de los alcances favorables que tuvieron los estudiantes en el
aprendizaje de conceptos de Algebra lineal, comparado con la forma tradicional como se
les ensefia (en ambiente de papel-y-lapiz) habitualmente.

En este articulo reportamos resultados relacionados con el aprendizaje de estudiantes de
nivel superior, sobre los conceptos de dependencia e independencia lineal de vectores en

M2 y R, en ambiente tecnoldgico, cuando llevan a cabo actividades relacionadas con

estos dos conceptos. Estudios anteriores (e.g., Dorier, Robert, Robinet & Rogalski, 2000;
Gol & Sinclair, 2010; Sierpinska, 2000, entre otros) discuten las dificultades de aprendizaje
de los estudiantes cuando se enfrentan a conceptos de Algebra lineal, en ambientes de
papel-y-lapiz. Esas dificultades estan asociadas con el obstaculo del formalismo (Dorier,
Robert, Robinet & Rogalski, 2000).

' Para una descripcion breve de estas dos teorias y cémo las usamos en el anélisis de los datos de esta
investigacién en proceso, véase Guzman y Zambrano (2014).

2 La Actividad o Actividades (con mayuscula) en este articulo se refiere a aquellas que llevara a cabo el
estudiante para que lo conduzca al aprendizaje del concepto o conceptos abstractos de Algebra lineal.


mailto:jguzman@cinvestav.mx
mailto:jguzman@cinvestav.mx

Dificultades inherentes en el aprendizaje de ... 21

Dado que las dificultades de aprendizaje de los estudiantes de conceptos de Algebra lineal
han sido identificadas con la ensefianza de estos en ambiente de papel-y-lapiz,
investigaciones recientes (e.g., Gol & Sinclair, 2010; Sierpinska, 2000; Soto & Romero,
2011, entre otras) han hecho uso de la tecnologia con el proposito de sobrepasar el
obstaculo del formalismo. A pesar de que los resultados de estos investigadores son
alentadores, en cuanto al aprendizaje de conceptos de Algebra lineal en ambientes
tecnoldgicos, por parte de los estudiantes, quedan aun interrogantes asociadas con el uso de
estos ambientes en el aprendizaje de conceptos como los de dependencia e independencia
lineal de vectores. Una de las dificultades inherentes al usar tecnologia en el aprendizaje de
conceptos de Algebra lineal es: ccomo extrapolar el significado de los conceptos de
dependencia e independencia lineal de vectores en espacios euclidianos de dimension
mayor que 3? En este articulo discutimos las dificultades inherentes en el aprendizaje de los

estudiantes sobre conceptos de dependencia e independencia lineal de vectores en R* y R®
cuando usan software dinamico para llevar a cabo Actividades relacionadas con los
conceptos antes mencionados, y como éstas [las dificultades] impiden extrapolar el
significado de estos conceptos a espacios vectoriales de mayor dimension.

Marco conceptual

Las teorias que sirven de apoyo a esta investigacion son de origen cognitivo: a) Teoria de
Cambio de atencién de Mason (2008) y Teoria de representaciones de Duval (1999, 2003 y
2006). Los datos son analizados tomando en cuenta los puntos donde confluyen las dos
teorias, estos son: 1) Asociacion de objetos, 2) Posicion cognitiva y 3) El estudiante le da
sentido a lo que quiere conocer. El punto 1) contempla el hecho de que el aprendizaje de
conceptos (en matematicas) puede mostrarse a través de varias representaciones; en el
punto 2), el cambio de conciencia implicita a explicita® ocurre cuando el estudiante puede
“ver” y manejar conscientemente los objetos de estudio como un todo, y el punto 3) se
presenta cuando un estudiante le da sentido a lo que quiere conocer. En resumen, un
estudiante que muestra dominio de los conceptos: Atencién, Estar consciente de... y
Actitud, puede evidenciar —con relativa facilidad— el paso de un registro semiético a otro
(en el sentido de Duval, 2006), del objeto matematico en estudio.

Metodologia

Participantes: esta investigacion, en su fase piloto, se llevd a cabo en un instituto
tecnoldgico con estudiantes de entre 20 y 28 afios de edad, que en el momento de la toma
de datos hacia seis meses habian cursado Algebra lineal en ambiente de papel-y-lapiz.
Ninguno de ellos tenfa experiencia trabajando con Geogebra en Tareas* relacionadas con
Algebra lineal, por lo que fue necesario ofrecerles entrenamiento en el uso del software
Geogebra, con la finalidad de que tuvieran conocimiento en el manejo béasico de los
comandos, y que después seria usado este conocimiento —derivados de la capacitacion— en
las Actividades propias de la investigacion.

% Una conciencia implicita (no articulable) ocurre, por ejemplo, cuando un estudiante reduce una matriz (por
el método de Gauss-Jordan), pero no es consciente de “ver” si los vectores columna que forman esta matriz
son linealmente dependientes o linealmente independientes; por el contrario, una conciencia explicita
(articulable) ocurre cuando el estudiante logra “ver” la propiedad de linealidad de los vectores en una
matriz reducida; entonces este estudiante pasa de una conciencia implicita a una conciencia explicita.

* La Tarea o Tareas (con mayusculas) en el presente articulo, se refiere al trabajo especifico que llevaron a
cabo los estudiantes en las Actividades.
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Contenido matematico de los instrumentos para el acopio de datos: la presente
investigacion se basa en la Actividad I1l: Dependencia e Independencia lineal de vectores

en M? y R°; previa a ésta se llevaron a cabo las Tareas en dos acciones, la Actividad I:
Conjunto generador de vectores en R* y R® y Actividad 1l: Combinacién lineal de

vectores en R> y R° También, se les dio a los estudiantes archivos en Geogebra como
parte complementaria de los instrumentos para efectuar algunas Tareas.

Implementacion de las Actividades: éstas se llevaron a cabo en el salon de clases de los
estudiantes y, ocasionalmente, en un area de oficina acondicionada para tal fin. Las
sesiones de trabajo tuvieron una duracién aproximada de entre tres y cuatro horas, las
cuales fueron video-grabadas.

Disefio de las Actividades: éstas fueron disefiadas por los autores del presente articulo, con
la intencién de que al ser implementadas, el Investigador-Entrevistador (en adelante: I-E)
llevara a cabo entrevistas que condujeran a los estudiantes al analisis y reflexion de sus
afirmaciones; se propiciara discusion tendiente al aprendizaje de conceptos. Se permitio
gue los estudiantes expusieran sus dudas respecto a la comprensién de los items de la
Tarea. Los estudiantes escribian las definiciones de los conceptos tal y como ellos las
entendian, en los espacios que aparecen en las Actividades disefiados con esa finalidad. Al
final de cada sesion de trabajo e inicio de la proxima, se hacia un analisis y discusion del
trabajo previo.

Andlisis de datos y discusion de resultados

Los datos que sirvieron de base para la escritura de este reporte de investigacion se tomaron
de las respuestas dadas por un equipo participante, de las preguntas contenidas en la
Actividad Il1; estos fueron analizados tomando en cuenta el marco conceptual adoptado en
esta investigacion. Por dificultades de espacio, en este articulo discutimos solo los datos del
Equipo 3; formado por: E1, E2 y E3 (Estudiantes 1, 2 y 3, respectivamente), con la
intencion de que dieran interpretacion a los conceptos de Conjunto de vectores linealmente
dependientes y Conjunto de vectores linealmente independiente en R? y R*®. Los
estudiantes que previamente habian llevado a cabo las Actividades | y Il, contestaron la
pregunta planteada por el I-E: ¢ cuéntas combinaciones lineales determinan dos vectores [no

multiplos] de %*? El estudiante E1 contest6 de la siguiente manera:
AN
[1] EL: Es Unica porque los vectores deciamos que en este ejemplo: L

[sefiala con su mano izquierda el dibujo trazado en el pizarron], son dos
vectores que no son multiplos [se refiere a los vectores v y w], si fueran

maultiplos seria en esta forma: Wk, Y generarian una recta; pero como
no son multiplos, se encuentra una constante multiplicada por v y una constante
multiplicada por w, esas constantes son Unicas que generarian otro vector [de

%2 ]



2] I-E: E L d3
[2] I-E: nc(2j+ [_1

[3]
[4]

[5]
[6]

Para contestar esta pregunta, se pidi6 a los estudiantes
que trazaran, usando Geogebra, los vectores u, vy w;
el espacio generado por cada vector (es decir, las v=(2.-3 3)
rectas que los contiene), y el plano que contiene a los
vectores u y v. El trabajo que hicieron quedé como se
muestra en la Figura 1, donde planoyv representa el
generado por los vectores u y v.

Una vez que el Equipo 3 construyo los vectores,
usando Geogebra (véase Figura 1), el investigador les

d=0; pero en c

—4
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0
:(OJ la Combinacioén lineal es Unica; es decir c=0 y

1 -2 -4 0 1 -2
4|+d —-3|+e -10|=|0|, donde u=|4| v=|-3| Yy
3 3 1 0 3 3

w=|-10|, ¢laterna c=0, d=0 y e=0 es Unica, o habra otras ternas que

1

resuelvan [sean solucidn de] esta ecuacion vectorial?

E1: jSi hay otras ternas! [No convencido.]

I-E: Pero, (,como puede asegurar lo que dice? ;Como podrian descartar que no
exista [existe] otra alternativa, ademas de laterna c=0, d=0y e=07?

E1: jSi, posiblemente! [Aun sin estar convencido.]

I-E: ;Como podrian descartar [argumentar] que no exista [existe] otra alternativa,

ademésdelaternac=0,d=0y e=07?

w=(-4-101
u=1{1,4 13

O=(0,0 0

s = oy H 3
preguntd si los vectores u, v y w son mdltiplos entre ~ Figura 1. Vectoresu, vy w de R
ellos. He aqui sus respuestas:

[7]
[8]

no maltiplos entre ellos.

E2: jNo! Ningun vector se encuentra en el espacio generado de [por] los otros dos.

Los vectores no son multiplos.

[4] ]

I-E: Entonces, ¢cual es su respuesta? [Se refiere a la pregunta hecha en la linea

El I-E se dio cuenta de que a los estudiantes se les dificultaba contestar la pregunta de la

linea [4] (con tres vectores no multiplos de vectores de R?%), dado que ellos no lograban
estar conscientes de que la Combinacion lineal de esos vectores que da el vector cero de

R (Mason, 2008), es Unica; asi, se decidio trabajar con ellos, usando vectores de R?2.

[9]

I-E: Abran el archivo [de Geogebra] en dos dimensiones donde aparecen los

vectores u, v y w y sus maltiplos cu, dv y ew [respectivamente]. Manipulen
los vectores multiplos, de tal manera que la Combinacion lineal cu+dv+ew

sea el vector cero de R*, ;como identificas geométricamente que dicha
Combinacion lineal es el vector cero?



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]
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E3: Manipulando a los puntos [se refiere a los puntos B, D y F de la Figura 2]
para que el resultado te dé el vector cero.

I-E: ¢Qué sucede con el vector
resultante [se refiere al vector 7 0=160 d=011]e=0
cumdvmew® de la Figura 2] de |2 cutdvsew
los vectores maltiplos? LS '

E2: jSe hace méas pequefio!

I-E: Pero, ¢qué pasa con la norma
del vector resultante? [Interrumpe
ELl]

El: La “norma” ¢es el “tamafo” del
vector?

I-E: jSi!

E1l: [Contesta la pregunta de la linea [13] disminuye hasta que se hace el punto
(0,0) [y después de reflexionar, agrega:], el vector resultante se hace el vector
cero.

a
2

Figura 2. Manipulacion de los maltiplos de
los vectores u, vy w.

I-E: (Como identificas [en la pantalla de la computadora] que el resultado de la
Combinacion lineal [de los vectores u, v y w] es el vector cero?

E1: Su resultante [se refiere al vector cu,dvmew de la Figura 2] disminuye hasta
el punto (0,0) [el estudiante hace un gesto, uniendo los dedos de su mano:

A partir de las respuestas de los estudiantes en las lineas [10], [12], [16] y [18], contestan
la Tarea I11h) (véase Figura 3).

En seguida, se les pidio a los estudiantes que resolvieran la Tarea Illi), manipulando los
multiplos de vectores (véase Figura 2). En la Figura 4 determinaron otros escalares ¢, d y e
para los cuales la Combinacion lineal da el vector cero; por lo que fueron contundentes en
la respuesta de la Tarea Illi).

1) Usa Geogebra, manipula los vectores que trazaste en 1lg), v contesta la siguiente

ITh) Manipula en Geogebra los vectores que trazaste en IIIg), considera ITle) ¥ contesta pregunta: jla Combinacién lineal de los vectores (trazados en IIg). que da el
la siguiente pregunta: jcémo identifi geométri que la Combinacién veclor cero, ¢s amica? Explica tu respuesta; da ejemplos que la apoyen.
lineal de estos vectores da come resultado el vector cero? Justifica tu respuesta. U o rove ha .- .
re ¥ w shginicad, ejemplos
&5 laidentiriacon en geo gebre. , cuodd e\veckar m(, 4 . 1 () 159 (5)
e e | NI AR AT A

Figura 3. Combinacion lineal de tres
vectores, cuya resultante es el vector cero.

Figura 4. Otras alternativas de la Combinacion
lineal de tres vectores, cuya resultante es el vector
cero, usando Geogebra.

> En el panel de Vista Grafica de Geogebra, cu,dvmew es una forma de escribir el vector cu +dv +ew .
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Posteriormente, se pidio a los estudiantes que repitieran la Tarea; en esta ocasion, tomando
. 3 -5 _ .
en cuenta unicamente los vectores v:(zj y w =( 5 j que al manipularlos, junto con

sus multiplos, usando el software (véase Figura 5), resolvieron la Tarea Il1j) (véase Figura
6). Los estudiantes determinaron que los vectores v y w (antes mencionados), solo cuentan

3 -5 0
con una Combinacion lineal que da el vector cero, a saber: O(ZJ-FO( 5 J=[Oj (en la

0
Figura 5, dv+ew = (OJ ).

d=0 e=0 0 €=6.3 . 10j) En IIg). toma unicamente en cuenta los vectores v = [i} vy w= {;SJ, jexisten
=52 dV + ew = O varias combinaciones lineales de estos dos vectores que den el vecior cero? Haz
w " 0 comentarios que justifiquen tu respuesta.
o s Qvmew = ( 0 ) Mo extsten warias combinaciones M‘-"
- B LI T d go1 vecboress en R 2 guene son
el muliiplos y hay solo wa combinacwi
Figura 5. Combinacion lineal Gnica. Figura 6. Confirmacién: Combinacién lineal Gnica.

El investigador continué con la entrevista; cuya intencion fue que los estudiantes
profundizaran la idea en torno a que tres vectores no maltiplos de vectores de R* tienen
una infinidad de combinaciones lineales, que dan como resultado el vector cero; ademas,
que dos vectores no multiplos de vectores de %?, tienen sélo una Combinacion lineal que
da como resultado el vector cero. En seguida, se muestra un extracto de la entrevista sobre
lo antes comentado.

[19] I-E: ¢Cuéantas combinaciones lineales existen en un caso como? )
[20] E1: jUna infinidad!

[21] I-E: Y, ¢eneste caso? "~ |°
[22] EL1, E2, E3: jUna infinidad!

[23] I-E: Y, ¢eneste caso? | -

[24] E1, E2: jUna combinacion!

El Equipo 3 hizo un comparativo (desde el punto de vista geométrico), de como es el
nimero de combinaciones lineales, de tres vectores no maltiplos de %2, respecto de dos
vectores no maltiplos de %R?; dejando ver en el primer caso que existe una infinidad de

combinaciones lineales iguales al vector cero, y en el segundo caso que, sélo hay una
Combinacion lineal, cuyo resultado es el vector cero (véase Figura 5), cuando las
constantes d y e son cero. Las figuras 7 y 8 muestran como los estudiantes lograron el
aprendizaje pretendido.
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El Equipo 3 hizo un comparativo (desde el punto de vista geométrico), de como es el
nimero de combinaciones lineales, de tres vectores no multiplos de R?, respecto de dos

vectores no multiplos de $R?; dejando ver en el primer caso que existen una infinidad de
combinaciones lineales iguales al vector cero, y en el segundo caso que Unicamente hay
una Combinacién lineal, cuyo resultado es el vector cero (vease Figura 5), cuando las
constantes d y e son cero. Las figuras 7, 8, 9 y 10 muestran que los estudiantes lograron el
aprendizaje pretendido.

IIIk) Toma en cuenta la grifica de los vectores que trazaste en IIIf), jcomo diferencias,
geométricamente. el caso en el que solo exista una Combinacion lineal de los IlIn) En relacion con IITm). si en particular eliges el vector cero. ;jcuil es la
vectores “u”, “v7 v “w”, con el caso en el que existe mds de una Combinacidn Combinacion lineal de los vectores “u” v “v, que da ese vector? Haz comentarios
lineal, tal que en ambos casos, el resultado es el vector cero? Haz comentarios que que expliquen tus respuestas.

expliquen tu respuesta. Sa  dom Srnacion /eneas as  Gero sﬁ.’ 3
Ao jpaencio. e 2\#‘-‘?""“:“\’\0 mothplas Y endoho o(2)+e(3) :(Sj
yecto: multheios
m\m =" 7o te tene vars JSas anrc consFones pamt goe o/ Vecdir cors de
ese Ve, 500 Cerd.

Figura 7. Numero de combinaciones lineales, . .
cuando se tienen tres vectores no mdltiplos de ~ F1gura 8. Combinacion lineal dv +ew = o, de

%2y cuando son dos vectores multiplos dos vectores no mdiltiplos de %*, donde d =0y
entre ellos, en R2. e=0.

1lip) Dos vectores cualesquiera, no miltiplos en R, diferentes del vector ceto, tienen

una Combinacion lineal o varias combinaciones lineales, cuyo resultado sea el 1Mq) Considera la misma pregunta de Ip), ;cual es tu respuesta, si uno de los dos

N - - = o g

vector cero? Al [ ur r‘n . \ vectores es multiplo del otro? Haz comentarios que expliquen tu respuesta.
on uni as emmbinagion in p =)

o, Yool wlG  por que Existen o npimdod  de comonaiones, para. qu de el
ﬁn‘cpu'lun o a5 \Eokares an wn Jhico Neckor Cevo

\k@“of (g)

Figura 10. Infinidad de Combinaciones lineales

Figura 9. Combinacidn lineal de vectores no de dos vectores multiplos entre ellos.

multiplos entre ellos.

En seguida, el investigador explord, junto con los estudiantes, la problematica referente al

nimero de combinaciones lineales (igualadas al vector cero) de vectores de R*; con la
intencién de que ellos lograran “descubrir” que tres es el nUmero méaximo de vectores no

multiplos de vectores de R°, tales que estos vectores cuentan con solo una Combinacion

lineal igual al vector cero. Para lograr este propdsito, el investigador les planted las
siguientes preguntas (véase Figura 12).

[25] I-E: Ahora, extrapolemos la idea [de combinaciones lineales] con vectores de R°,
¢cuantas combinaciones lineales existen que den el vector cero, en el caso

como?

[26] EZ2: Son tres vectores no multiplos en 9?*, entonces hay una Combinacion lineal.

Aprovechando la respuesta precedente de E2, el investigador hizo, nuevamente, la
pregunta (linea [4]).
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1 -2 -4 0
[27] I-E: (Cdmo podrian descartar [argumentar] que en c{ 4 |+d| -3 |+¢ —10 |=| 0 |,
3 3 1 0

laterna c=0, d=0y e=0 es Unica?

[28] EL1: iNo se descarta! Porque ahi se ve [sefiala la pantalla de la computadora
donde aparecen los vectores como en la Figura 1] que los vectores no son
multiplos.

Sin embargo, cuando se hizo la pregunta (linea [25]) para cuatro vectores no multiplos de
R? ellos contestaron medianamente [respuesta no completamente satisfactoria, véase
Figura 11].

[29] I-E: Ahora, extrapolemos la idea [sobre combinaciones lineales] con cuatro
vectores no multiplos de

IMu) ;Cual es el nimero mdximo de vectores de R*, no multiplos entre si, cuya
m3 Ccué_ntas Combinacion lineal, ignalada al vector cero, sea unica? ;Cual es la respuesta de
. . . esta misma pregunta, si los vectores son de R*? Haz comentarios que expliquen
combinaciones  lineales TusS;ir:puestas.
i se vecesdan otores A, g3
existen para que den el o Qe den o & eclore: Nl Hﬁ B 0o, mothplas
vector cero, en el caso veotor Cer
27D

Figura 11. Numero de vectores no maltiplos (entre
ellos) que se requieren para que exista una sola

Combinacién lineal en R? y R°.

como?

[30] E2: Son cuatro vectores no multiplos y seran una infinidad de combinaciones
lineales.

[31] I-E: Y, ¢si tenemos la siguiente situacion?

[32] E1: Aqui son tres vectores en R*, no multiplos, y hay sélo una Combinacion
lineal.

La Figura 12 evidencia que si los

estudiantes “ven” muRtiplicidad entre o T e omuimie = s coo? e

vectores de 533_, entonces logran tres Eiii}iiiiiﬁé‘&iﬁiiZiﬁirii;igﬁﬁffifﬁiﬁliiiiJ’J_“’S o ¥ s

determinar que existe una infinidad de Bfﬁe una_ mf'm.JqA de

combinaciones lineales, que dan el m/on ‘“ﬂlﬂif"?*- a/d'{“" ";V‘;f;
o l.o b2 e v

vector cero; aunque, no logran dar una (,Mj}“ 7 comanmet

respuesta satisfactoria cuando los

vectores no sean multiplos entre ellos. Figura 12. La Combinacién lineal de tres vectores

Finalmente, los estudiantes, definen los no multiplos entre ellos de R* es Unica.

conceptos: Conjunto de vectores
linealmente dependientes, asi como el concepto de Conjunto de vectores linealmente
independientes, en términos del nimero de combinaciones lineales de los vectores que dé
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el vector cero en Espacios vectoriales euclidianos de cualquier dimension. Al respecto, los
estudiantes escribieron en la Tarea Il1x) (véase Figura 13) y en Illy (véase Figura 14), la
forma como aprendieron estos conceptos.

Iy) A un conjunto de vectores de H o de R o de otro espacio de vectores, cuya
Combinacidn lineal igualada al vector cero, es tinica, se dice que estos vectores

lllx) A un conjunto de vectores de Hode R o de otro espacio de vectores, cuya forman un Confunto de vectores lineaimente independientes, da uaa defiricion de
({ombumao}r lineal igualadaal vector cero, no es linica, se dice que estos vectores este concepto.
. iq::gl:;:]::;tco“fm_mnro de vectores linealmente dependientes, da una .detuucmn de geuéo\fe Q“ \Ol WGLJGM en Rl?’ M\ e\ QE(’,&O"
Sedice qu 5o dependientes Yoo vay dperates _s s;‘::\:’s‘;;“a“w'“ Yo 8on \Tﬂ*w"’a wen
| Wrtlalrociones \inealeS g don e\ weckol cero genecar uma Save cmwm mﬁ&m\:& : ‘\e(os N::

Negko! Cord jonr 250 500 independienkes

Figura 13. Definicién de Conjunto de vectores
linealmente dependiantes. Figura 14. Definicion de Conjunto de vectores
linealmente independientes.

En los comentarios de los estudiantes correspondientes a las figuras 13 y 14, podemos
observar que no son precisos al definir Conjunto de vectores linealmente dependientes y
Conjunto de vectores linealmente independientes; sin embargo, en estas declaraciones los
estudiantes dejan ver un acercamiento a la definicion de los conceptos antes citados.

Después de que los estudiantes manipularon multiplos de vectores de $R*, en la ventana
grafica de Geogebra, se les pidié que definieran, desde este punto de vista, los conceptos
de Conjunto de vectores linealmente dependientes y Conjunto de vectores linealmente
independientes. El Equipo 3 resolvid las Tareas I11z) y Illaa) (véase figuras 15 y 16). En
ellas se observan las definiciones de los estudiantes en términos del namero de
combinaciones lineales iguales al vector cero de R?; de conjuntos de vectores de este
Espacio vectorial.

=

) :
Illz) La forma como manipulaste en Geogebra. los vectores u:i 3} V:i J v . 3 (3
\-1 \2 IMaa)La forma como manipulaste en Geogebra, los vectores: u :l ]J v v:‘ jJ de
[—5) 5 \ \2
w :‘ 5 J en R°: fila 7, tabla IMla). en IIII). cuyas combinaciones lineales de R2: fila 7, tabla I11a), en I1lo), para que la Combinacidn lineal de estos vectores
igualada al vector cero es dmica. muestra que estos vectores son Linealmente
independientes. Desde el punto de vista de Geogebra, da una definicién de este
concepto.

estos vectores, igualadas al vector cero no es dnica, muestra que estos vectores son
Linealmente dependientes. Desde el punto de vista de Geogebra. da una definicion

de este concepto.
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Figura 16. Definicidn de los estudiantes del
concepto: Conjunto de vectores linealmente

independiente de R>.

Figura 15. Definicidn de los estudiantes del
concepto de Conjunto de vectores

linenealmente independientes en R,

La Actividad 1l finaliza solicitando a los estudiantes que completen la tabla de la Tarea
I1lbb), en la que se les solicita que escriban vectores de R* y de R® Linealmente
dependientes o Linealmente independientes. En la Figura 17 se muestran las respuestas de
los estudiantes; en la cual se observa una relacion aceptable entre las columnas D y F, sin
embargo, equivocan las respuestas de la fila 4 y la fila 7, ya que no son conscientes de que

1 -2
los vectores (2] y ( 4J son multiplos y por consiguiente son Linealmente dependientes,

mientras que en el otro item (fila7), los estudiantes no percibieron que los vectores en
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1 -2 -1
M¥: 12|, |-4| y | 2 | se encuentran en el plano xy, o que los dos primeros son
0 0 0

multiplos y que por tanto estos vectores son Linealmente dependientes; en ambos items,
los estudiantes reportan que los vectores son Linealmente independientes (Mason, 2008).

IIbb)En la siguiente tabla, traza en Geogebra los vectores indicados y contesta lo
solicitado en las columnas D y E; observa que estos vectores son los mismos que
en Ila). En las posiciones 4A, 4B y 4C, coloca vectores de R de tu eleccién; en
las posiciones 7A, 7B y 7C, escribe vectores de R>, de tu preferencia, y termina
por completar la tabla.

A | B | c D E
Vectores Indica silos vectores son Explica por qué los vectores son
P e et Linealmente dependientes o Linealmente dependientes o
u v W Linealmente independientes Linealmente independientes
1 1 3 1 ”‘(U.l me (‘J" q} \’. cX 'l & ona unica
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Figura 17. Vectores de R y de R® linealmente dependientes y linealmente independientes.
Conclusiones

El andlisis de los datos obtenidos del Equipo 3, en la presente investigacion, nos da
informacidn acerca de las dificultades inherentes al usar tecnologia en el aprendizaje de los
conceptos de dependencia e independencia lineal de vectores; los nUmeros muestran que
cuando el estudiante usa tecnologia en la exploracion de conceptos, logra un buen
aprendizaje del objeto matematico en estudio, pero le resulta complicado determinar el
significado de conceptos cuando la herramienta deja de proporcionales ayuda, en términos
de la visualizacion en la pantalla de la computadora, al usar tecnologia.

De la misma manera, los resultados evidencian dificultades de comprensién por parte de los
estudiantes entre los significados de objetos geométricos y su relacion de esos mismos
registros. Cuando los estudiantes trataron de comprender algebraicamente los conceptos de
dependencia e independencia lineal de vectores de %? y R*® no lograron conectar (véase
[4]) el registro algebraico con el geométrico. También, es evidente que la percepcion de los
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estudiantes acerca de estos conceptos es aceptable para vectores de 9R*, pero no para

vectores de R°. En este espacio, los estudiantes mostraron deficiencias al querer escribir
de forma correcta la definicidn de dependencia e independencia lineal de vectores.

Los resultados hasta ahora obtenidos nos permiten conjeturar que no es facil lograr
extrapolaciones de conceptos como los de dependencia e independencia lineal de vectores a

espacios vectoriales diferentes de R* y R* Sin embargo, confiamos en que con el apoyo
del trabajo en ambiente de papel-y-lapiz serd posible obtener buenos resultados que
acerquen a los estudiantes a la extrapolacion del significado de conceptos como los de
dependencia e independencia lineal de vectores en espacios vectoriales de dimension
mayor que 3.
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