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Resumen

En este articulo se presentan los resultados de la implementacidn de una secuencia didactica
basada en Educacion Matematica Realista para el aprendizaje de la funcién cuadrética. El
experimento fue aplicado en febrero del 2024 con un grupo de estudiantes de Instituto de
Ingenieria y Tecnologia de la Universidad Autdnoma de Ciudad Juérez. El tipo de estudio es
cualitativo fenomenoldgico y tiene como objetivo describir el proceso de matematizacién
que desarrollan estudiantes universitarios al modelar situaciones realistas en el marco de la
funcién cuadratica. El uso de los niveles cognitivos propuestos por Freudenthal permitio
analizar el proceso de matematizacién del grupo en estudio.

Palabras clave: Funcién cuadratica, Educacion Matematica Realista, GeoGebra.
Abstract

This article presents the results of the implementation of a didactic sequence based on
Realistic Mathematics Education for learning the quadratic function. The experiment was
applied in February 2024 with a group of students from the Institute of Engineering and
Technology of the Autonomous University of Ciudad Juarez. The type of study is qualitative
phenomenological and aims to describe the mathematization process developed by university
students when modeling realistic situations within the framework of the quadratic function.
The use of the cognitive levels proposed by Hans Freudenthal allowed us to analyze the
mathematization process of the group under study.

Keywords: Quadratic function, Realistic Mathematics Education, GeoGebra.
Introduccion

Las funciones cuadraticas encuentran amplia aplicacion para resolver problemas
relacionados con diferentes areas de la ingenieria. Por ejemplo, en el caso de la Ingenieria
Civil, los célculos para la construccién de puentes colgantes o canales de agua comienzan
con las parabolas que los representan. Es evidente que tener bases solidas en matematicas,
aportara a los ingenieros las herramientas necesarias para su futuro trabajo profesional. Sin
embargo, los alumnos de estas carreras presentan dificultades en el aprendizaje de algunos
temas matematicos.

En un estudio realizado por Lozano et al. (2015) con 109 estudiantes de nuevo ingreso a
carreras de ingenieria encontraron que 51.4% de ellos tienen problemas para articular
registros graficos y algebraicos de la funcion cuadratica. Por su parte, Villada (2013) comenta
que el alumnado cuenta con deficiencias para interpretar el lenguaje matematico de esta
nocién, aunado con las “dificultades y errores respecto a la conceptualizacion, la simbologia
algebraica, la representacion gréafica y las situaciones problemas” (Tovar et al., 2020, p. 130).
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Endara (2021) y Villada (2013) mencionan que los alumnos no vinculan la parabola en sus
diferentes formas de notacion: canonica, estdndar y factorizada. Ademas, que para construir
la gréfica de la funcidén cuadratica solamente usan tablas de valores, y no toman en
consideracién los parametros de ésta.

En un caso con alumnos de Ingenieria Civil, Giraldo y Rodriguez (2009) propusieron
introducir la pardbola mediante problemas relacionados con su futuro trabajo, debido a que
esto motiva su aprendizaje. Por esa razon es que en esta investigacion se han disefiado
actividades que estan contextualizadas dentro de situaciones de la ingenieria, con el objetivo
describir el proceso de matematizacion que desarrollan estudiantes de licenciatura al modelar
situaciones realistas en el marco de la funcion cuadrética.

La meta establecida de este trabajo fue analizar la efectividad que tiene la implementacién
de la clase que se disefia con base en la EMR y con apoyo del software libre GeoGebra.
Ademas, determinar el nivel cognitivo que alcanzan los estudiantes en su aprendizaje de la
funcion cuadrética a partir de los problemas propuestos. Asi como la forma en que influye el
uso de las situaciones realistas para la motivacion del estudiante en cuanto a su aprendizaje.

Referente Tedrico

La teoria de Freudenthal llamada Educacion Matematica Realista (EMR) es reconocida como
una teoria global. Una de las principales ideas de la EMR es la matematizacion, la cual
implica “traducir los problemas desde el mundo real al matematico. Matematizar eS un
ejercicio de generar nexos con la realidad, y es a través de esos procesos como el enfoque
realista considera que ha emergido la matematica” (Goémez-Chacon & Maestre, 2008, p.
107).

Gbmez-Chacon y Maestre (2008) mencionan que el proceso de matematizacion puede ser de
dos tipos: horizontal y vertical. En la matematizacion horizontal se traduce el problema del
mundo real a un modelo matematico y se conectan los lenguajes natural, simbolico y formal.
Y en la matematizacion vertical el aprendizaje del alumno se traslada a lo largo del mundo
simbolico.

Otra idea importante de la EMR, segin Bressan et al. (2005) es que el desarrollo del
aprendizaje matematico pasa por cuatro niveles de comprension: situacional, referencial,
general y formal. “La evolucion entre niveles se da cuando la actividad en un nivel es
sometida a analisis en el siguiente” (Bressan et al., 2016, p. 7). En la teoria de Freudenthal
los niveles se determinan de la siguiente forma:

e En el nivel situacional se utiliza la intuicion a partir de la experiencia previa y el
conocimiento formado es informal.

e En el nivel referencial se utilizan descripciones, materiales y modelos graficos para
explicar situaciones particulares.

e En el nivel general se extienden los conocimientos recibidos en el nivel anterior. En
el aprendizaje de los alumnos aparecen conceptos generalizados, y los mismos
estudiantes ya pueden concluir que estas competencias pueden ser aplicadas en los
problemas homologos.

e Y en el nivel formal se logra un conocimiento formal en procedimientos y
notaciones.

42



REVISTA ELECTRONICA AMIUTEM Vol. Xll, # 2, pp. 40-51 julio-diciembre de 2024 Propuesta diddctica basada en EMR...

Ademas, la elaboracién de actividades didacticas basadas en teoria EMR involucra seis
principios: actividad, realidad, reinvencion, niveles, interaccion e interconexion.

Metodologia
Participantes.

La investigacion se realizo con los 30 alumnos del Instituto de Ingenieria y Tecnologia de la
Universidad Autonoma de Ciudad Juarez en la clase de Célculo I. El programa de las carreras
de ingenieria incluye el tema de la funcién cuadréatica en la primera unidad tematica de la
materia. El grupo en estudio fue formado con estudiantes de las careras de ingenieria
industrial, civil, sistemas digitales y computacionales, eléctrica, aeronautica, mecatronica y
mecénica. Los participantes fueron divididos en siete equipos de cuatro a cinco integrantes
cada uno.

Técnica e Instrumentos.

Para realizar la investigacion, se analizaron los antecedentes del tema y se elaboraron tres
actividades: las dos primeras se desarrollaron en equipo en el saldn de clases y la tercera fue
individual y de tarea para trabajar en casa.

La primera actividad estd relacionada con un canal hidraulico abierto con una seccion
transversal de forma parabolica (Figura 1). Esta actividad esta enfocada en el aprendizaje de
la influencia de los parametros de la funcion cuadratica en la apertura de parabola, su
concavidad y el desplazamiento vertical de la grafica.

Figura 1

M l i lhicwumm ' G

En la segunda actividad se aborda una situacién relacionada con una carga parabdlica que
recibe una viga en voladizo o cantiléver (Figura 2). En la ingenieria civil, el ejemplo méas
sencillo de esta aplicacion es un balcon. Esta actividad estd enfocada en el efecto de
parametros de la parabola para los desplazamientos horizontales y verticales.
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Figura 2

Viga en voladizo con una carga parabolica
A

M uro Vértice

|550N/m
\ Paribola /

Y la tercera actividad estd relacionada con el puente colgante Juscelino Kubitschek, en
Brasilia (Figura 3). A partir de las caracteristicas dadas, el estudiante debe proponer la
funcién que describa a cada uno de estos arcos, escribiendo las funciones en sus formas
candnica y estandar.

Figura 3
Puente Juscelino Kubitschel en Brasilia

En esta investigacion de corte cualitativo y fenomenoldgico, se recolectaron los datos a través
de hojas de trabajo, la grabacién de video y anotaciones del investigador durante la clase.

Las preguntas abiertas en hojas de trabajo guiaron la reflexion de los estudiantes y sus
respuestas a dichas preguntas permitieron conocer el nivel de comprension logrado al
modelar situaciones realistas en el marco de la funcion cuadratica.
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Procedimiento.

En la primera actividad el proceso de modelizacion empieza con una situacion realista, la
cual se interpreta con un modelo matematico (parabola) y, haciendo analisis de este modelo,
el alumno genera las conclusiones matematicas las cuales se interpretan en predicciones que
se trasladan nuevamente al mundo real, pero en nivel mas alto que el inicial.

De acuerdo con el principio de reinvencién de la EMR, durante esta actividad los alumnos
debian utilizar la intuicion para relacionar el canal hidraulico con su modelo matematico
representado por una parabola. En los primeros ejercicios, la funcion cuadratica se introdujo
en la forma incompleta f(x) = ax?. Con ayuda del software GeoGebra los alumnos
construyeron las gréficas para diferentes valores del pardmetro a, y comparando éstas entre
si buscaron las regularidades, discutieron y analizaron las modificaciones que el parametro
generaba en la parabola. Los resultados de las discusiones grupales y en equipo se anotaron
en las hojas de trabajo, y en las respuestas a las preguntas abiertas fue posible observar el
desarrollo del proceso de matematizacion de los estudiantes. Después, la actividad pide
proponer tres valores positivos y tres valores negativos del parametro a para diferentes
aperturas de las parébolas; y al final generalizar las predicciones e indicar los intervalos de
valores de este parametro para los cuales las graficas se contraen o se expanden. Ademas,
para diferentes valores del coeficiente a los alumnos comparan los intervalos de crecimiento
y decrecimiento de las parabolas, su tipo de concavidad y las coordenadas del veértice. Es
decir, de acuerdo con el principio de reinvencion de teoria de la EMR, las preguntas abiertas
guian a los alumnos para reinventar las matematicas.

Analogamente se agrega el parametro k de la funcion cuadratica f(x) = ax? + k para que
los estudiantes exploren la influencia de este parametro en las graficas de las funciones
propuestas, hagan sus predicciones y propongan las reglas para obtener los desplazamientos
verticales de la paradbola. Finalmente, la actividad concluye pidiendo a los alumnos que
establezcan cudl es la funcion que satisface las caracteristicas del canal hidraulico de la
situacion problematica en estudio.

El objetivo de la actividad dos es que los alumnos identifiqguen los desplazamientos
horizontales y verticales de la grafica de la funcion f(x) = a(x — h)? + k. Para esta
actividad los estudiantes comienzan revisando como el parametro h afecta grafica de la
funcion y haciendo deducciones sobre su efecto en la parabola. Asi mismo establecen los
intervalos de valores de h para los cuales el desplazamiento de la grafica es a la derecha o a
la izquierda del origen. De forma semejante a los ejercicios de la actividad uno, los
estudiantes analizan la influencia del parametro k de la funcion sobre los desplazamientos
verticales de su grafica. Y para concretar la actividad se solicita a los alumnos que determinen
la funcion relacionada con una carga parabodlica que recibe una viga en voladizo, para la cual
el eje de las abscisas se ubica en la viga, mientras que el eje de las ordenadas se ubica sobre
el muro, de acuerdo con un objeto de construccion en la ingenieria civil.

La tercera actividad estd enfocada en la aplicacion practica de los conocimientos construidos
por los alumnos al resolver las actividades 1 y 2. En el problema se explica que los cables
del puente colgante propuesto se soportan por tres arcos de forma parabdlica. Se plantea que
las dimensiones de los arcos son iguales entre si, ademas que cada arco tiene altura de 60
metros y separacion de sus vértices es 240 metros. Se solicita a los estudiantes escribir las
formas canoénicas y estandar que corresponden a las funciones cuadréaticas que describen a
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cada uno de los arcos cuando la posicion del eje de abscisas coincide con el nivel de agua 'y
el vértice del segundo arco esta en eje de ordenadas. Luego se pide realizar una sintesis de
los parametros de estas funciones, dibujarlas y describir las similitudes y diferencias entre
sus parabolas. Ademas, es necesario indicar las coordenadas de sus vértices, intervalos de
crecimiento y decrecimiento y concavidad.

Por otra parte, para analizar el proceso de matematizacion de los estudiantes se utilizan
siguientes criterios de clasificacion de los niveles de comprension:

1) Nivel situacional. Los alumnos utilizan la intuicion para identificar una parabola en
los objetos de la vida cotidiana.

2) Nivel referencial. Los alumnos grafican, comparan y analizan las parabolas de las
funciones cuadraticas con diferentes coeficientes propuestos por el docente.

3) Nivel general. Los alumnos indican cuales son los coeficientes correspondientes a
las funciones cuyas graficas satisfacen las caracteristicas propuestas en la actividad.

4) Nivel formal. Los alumnos proponen las funciones cuadraticas que definen las
parabolas, a partir de informacion obtenida de situaciones realistas.

Resultados

El andlisis de la implementacién de la secuencia didactica permitid describir el proceso de
matematizacion de los estudiantes de ingenieria al transitar por los niveles cognitivos hasta
llegar a la formalizacion de su conocimiento y su aplicacidn posterior en la resolucion de
problemas realistas. A continuacion, se presentan los resultados de los distintos niveles de
comprension alcanzados por los estudiantes durante el desarrollo de las actividades de la
secuencia.

En la Figura 4 se presenta una de las respuestas codificada como nivel situacional, debido a
que los alumnos utilizaron el sentido comun y experiencia de la vida cotidiana para dar
respuesta a las preguntas que se plantearon en la actividad 1.

Figura 4

Respuesta de nivel situacional en la Actividad 1
¢) ¢ En qué coordenadas se encuentra el vértice de la parabola? ;El vértice es un méximo o un minimo?
( _/ ’ ,}l ES un minimo -
d) ;Como cs la concavidad de la parabola: hacia arriba o hacia abajo?

l’iJ‘.‘J O bg — =

En cuanto a las respuestas de los estudiantes registradas en un nivel referencial, las Figuras
5y 6 muestran que los alumnos graficaron las funciones f; (x) = x2, f,(x) = 3x2, f3(x) =

ixz, fiz (@) =—=(x+2)2+1y fis (x) = (x+2)%>—3, compararon y analizaron sus

parametros, buscaron las regularidades, discutieron y establecieron las modificaciones que
éstos generaban.
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Figura 5
Respuesta de nivel referencial en la Actividad 1
2.~ Compara la forma de las graficas de las funciones f;, fz yf; ,qm diferencias observas entré la grifica f, con respecto
1/1‘ ¥ (cnmllu:hudcfj mnmmctoqf, LN ¢ IS ( ',-w(),“:r;\/.w"t LVt
ehiave . Gkl ol Vicerenua de ;.‘; y Fs su paobolo ey mad
Figura 6

Respuesta de nivel referencial en la Actividad 2

4.~ Observa las graftcas d¢' las finciones fig ¥ f14, comparalas con La [uncién f, , zcémo sc desplazan las grificas de f=v
fiz £N compdmcldn con la g,rah-.a de f17 i £ Ft
La r Jf{' e SelaTn A0S wriidadas,  hace ke il iy i beecien <Grribe respecin in ;J

ﬁ,,; -3 desgic‘i; T hacie by ERvigdde Y ERETE™ alaje E(,ngo % By

En cuanto a las respuestas clasificadas en el nivel general, las Figuras 7 y 8 muestran que los
estudiantes propusieron los coeficientes de las funciones cuyas gréficas satisfacen
caracteristicas de las funciones cuadraticas f (x) = ax? o f(x) = a(x — h)? + k propuestas,
por lo que generalizaron sus conocimientos e hicieron predicciones sobre influencia de los
parametros a y k de la funcion en sus conclusiones.

Figura 7.
Respuesta de nivel general en la Actividad 1

8.- Indica loy intervalos do valores (positivos y negativos) de “¢* para la funcién f(x) = ax?para los cuales la grifica se
expande. __ {~1 330 8, 1)

9.- Tndica los mtcnalo:. de v1l01cs (puamvos y.negativos) de.“¢
contrae. __{~ P - 133 {1, &}

ot

para la funcion f(x) = ax? para los cuales la gréfica se

Figura 8
Respuesta de nivel general en la Actividad 2

10.- Para la funcién glx) = al(x — h¥? + k, siencinna cinco valpres de i para fos ¢udles la pardbola (observa que.en fa

funcién. g(x), r tiene signo.negativo):

o dosplazaria tacia la zquierda | - 7 - -5 - jg =
Se desplazarfa hacia federecha ) g 1. K] ¢ -

11.- Para la furicién g{x) = a(x — h)2 + kindica ¢l jntervalo de valores de “f ™ para los cuales ia grafica se'desplaza

{recuerda gue el valorde /i en 12 funcidn g{x)-es negativo):
¢ FHacialaizdquierda ( - &9, Q}
»  Hacia la derecha. Q;‘j I

Y finalmente, en las respuestas clasificadas como nivel formal de comprension los alumnos
propusieron las funciones cuadraticas que definen las parabolas, a partir de informacion
obtenida de situaciones realistas, ademas de utilizar notaciones formales, como se presenta
en las evidencias que se muestran en las figuras 9, 10y 11.

Figura 9

47



REVISTA ELECTRONICA AMIUTEM Vol. Xil, # 2, pp. 40-51 julio-diciembre de 2024

Respuesta de nivel formal en la Actividad 1

Propuesta diddctica basada en EMR...

e i s -anal hidraulico. Léclo y
Partiendo de las conclusiones anteriores, se propone el siguiente problema relacionado con un can W hi

responde las preguntas propuestas

\bolica, geuales deben ser los coeficientes de

HAR R 11 hi )
1) Sun canal hidrdulico tiene 4 metros de profundidad y tiene una forma par |
2 1 linca

o apua y el eje de las ordenadas coincide con i

la funcion cuadritica si el eje de las abscisas coincide con el nivel de
de simetria del canal? Escribe la nueva funcién que satisface estas caracteristicas, considera la unidad de medida en
metros

) 1
n(x) - X =¥
a8 3 . ol 3 H
b) {En qué coordenada se encuentra ¢l punto mas bajo del canal?

€) Supongamos que se quicre expandir ¢l canal haciéndolo ¢l espejo de agua mas ancho con el propdsito aumentar su
capacidad de agua, ;como podria ser la nueva funcion que deseribe al canal?

o(x) =

ks g ; / r
d) {En qué coordenada se encuentra el punto mds bajo del canal?
¢) Comparar coordenadas de los vértic )
RE rtice . 1 . y - 1 r 7 o P 2 “
: ertices de las funciones n(x) y o(x) ¢ Tuvieron algan cambio? ;Por que?

Jy DOl Que i ol ¢
ol Que SUALGIEES 0] AoL A Vil T e FoTo NN

0 Sise quisiera dismi F
S ! sminuir el ancho del espejo de agua del ¢ . PR Ty
& 8 ag el canal con el propésito disminuir su capacida agua, ;o
_ TR E cidad de agua, ;como
podria ser la nueva funcién que describe al canal? i b AL
)

p(x) =

Respondiendo a preguntas auxiliares en la actividad 2, los alumnos escribieron la funcion
cuadratica que describe una carga parabolica que recibe una viga en voladizo o cantiléver y

vincularon la parabola en sus formas canonica y estandar (Figura 10).

Figura 10
Respuesta de nivel formal en la Actividad 2

14.—Complera Ta signicnte tabla.a partir de la funcitn-m(x) en su forma candnica:

y . Coordenadas
mix) Coeficiente- | Pardmeiro fi-| Pardmetro k| = o0
~3%3 5 ,,
Feoy: 5 Lxni2) 550 “Jek Iz 856 |07,550)

7L

1.~ {Observas alguna similitud de la coordenada del vértice con respecto a los pardmetros fi y & de Ja funcion m{x)?
won lpy wolores  gue Arfiams £l wirtico

Cuande se desarrolla el binomio al cuadrado y se simplificad los términds senigjantes, la funcids queda de la forma
glx) = ax? + bx + c.denominada como forma.esténdar,

16.~ Escribe la funcidn m(x) en su forma estandar y completa la tabla mostiada a continuzeion.

ax? +bx+c Coeficienie | Coeficiente | Conficierite
Fru)= ) a b c
T ] - iz o
I+ R - 1D B Rl -130

e SN e

- N A SRRV Y 305 PEY

PECHS SPIFRISER Y 35 2, 365 - 73+ 550
I % ’

' B Ly, —180
305 [y Pl MUY 00 o E
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Para la actividad 3, los alumnos también relacionaron las parabolas que describen los arcos
en las formas candnica y estandar por medio de un razonamiento formal debido a que
utilizaron sus conocimientos para contestar las actividades con informacion obtenida de la

situacion realista, ademas de usar lenguaje matematico en sus respuestas (Figura 11).

Figura 11
Respuesta de nivel formal en la Actividad 3
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preguntas que sc plantean a continuacion.

Figura 14
Ajuste de funciones y ecuaciones paramétricas
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Conclusiones

El objetivo del estudio fue describir el proceso de matematizacion que estudiantes de
licenciatura desarrollan al modelar situaciones realistas en el marco de la funcion cuadratica.
Al respecto, en este trabajo se presentaron resultados y evidencias de como se realizé dicho
proceso.

77% de los estudiantes que participaron en la investigacion alcanzaron un nivel formal de
aprendizaje y el 23% lleg0 al nivel general.

Mediante la implementacion de la secuencia didactica desarrollada, los estudiantes
construyeron las pardbolas de las funciones cuadraticas propuestas en las actividades,
analizaron los valores de sus parametros y su efecto en las modificaciones de las gréficas,
buscaron regularidades y comprendieron el comportamiento de la parabola producido por los
coeficientes de la misma. Después, aplicaron las reglas elaboradas anteriormente y fueron
capaces de proponer algunos valores de parametros de tal manera que las gréaficas satisfacian
las caracteristicas definidas en el problema. Y organizando matematicamente sus
conocimientos, los estudiantes completaron intervalos para cada uno de los parametros de tal
manera que se cumplieran las caracteristicas de las graficas indicadas.

La implementacion de las actividades ofrecid a los alumnos la oportunidad de reinventar
matematicas de acuerdo con enfoque de EMR. Las preguntas auxiliares ayudaron a los
alumnos a desarrollar la matematizacion vertical y, a su vez, el nuevo conocimiento les
permitié generar predicciones y trasladarlas a una situacién realista promoviendo la
matematizacién horizontal, la cual se pudo verificar a partir de los resultados presentados en
el apartado anterior. El uso del enfoque de EMR en el disefio de las actividades permitié un
razonamiento profundo y un aprendizaje formal en los estudiantes en tema de funcion
cuadrética.

Este modelo de la EMR beneficio al aprendizaje de los alumnos al hacerlo mas atractivo por
medio de situaciones imaginables para ellos, motivandolos a construir su aprendizaje por
medio de la creacion de modelos matematicos a traves de sus propias ideas desarrolladas
durante las actividades. Asi mismo, el trabajo en equipo ayudé al desarrollo del proceso de
matematizacién a través del dialogo, la discusion y la argumentacion de las soluciones de
problemas.

Finalmente, el uso de Applets de GeoGebra facilitd el proceso de construccion de parabolas
debido a que este software cuenta con diversas herramientas que permiten la interactuar con
las funciones. Con esta Applet, los alumnos pudieron analizar y comparar los
desplazamientos y comportamientos que tienen las parabolas al modificar el valor de los
coeficientes de las funciones que se propusieron en las actividades. Ademas, facilitd la
identificacion de los elementos de la funcion como el vértice de la pardbola. Por lo tanto, este
tipo de herramientas favorecen al aprendizaje de los alumnos al hacer més sencillo el analisis
al poder manipular el programa de acuerdo a la conveniencia de cada alumno.
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