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Resumen

El articulo se centra en la aplicacion de practicas integradas en una secuencia didactica, cuyo
propdsito es que los alumnos aprendan a modelar las ecuaciones paramétricas del
movimiento de tres juguetes (tren, caballo y un gato chino) y comprender el concepto de
parametro. El marco tedrico para el estudio fue la Teoria de las representaciones Semidticas
de Duval y la metodologia ACODESA, con el empleo del trabajo matematico individual,
colaborativo y las Tecnologias de la Informacién y Comunicacion. Los alumnos emplean el
video, el Tracker y el GeoGebra para generar los registros visual numérico, gréafico, analitico,
verbal y escrito. Con base a los datos recabados de las practicas, la encuesta, la entrevista 'y
la evidencia digital obtenida de la observacion directa, se afirma que los alumnos logran
obtener las ecuaciones paramétricas e identificaron al tiempo como parametro, ademas de
representar e interpretar el movimiento del objeto en las diversas formas exploradas: grafica,
numérica y analitica.

Palabras clave: Parametro, Ecuaciones paramétricas, Video, Tracker, GeoGebra
Abstract

The article focuses on the application of practices integrated in a didactic sequence, whose
purpose is for students to learn to model the parametric equations of the movement of three
toys (train, horse and a chinese cat) and to understand the concept of parameter. The
theoretical framework for the study was Duval's Theory of Semiotic Representations and the
ACODESA methodology, with the use of individual and collaborative mathematical work
and Information and Communication Technologies. Students use video, Tracker and
GeoGebra to generate visual, numerical, graphic, analytical, verbal and written records.
Based on the data collected from the practices, the survey, the interview and the digital
evidence obtained from direct observation, it is stated that the students managed to obtain the
parametric equations and identified time as a parameter, in addition to representing and
interpreting the movement of the object in the various forms explored: graphic, numerical
and analytical.

Keywords: Parameter, Parametric equations, Video, Tracker, GeoGebra
Introduccion

Las ecuaciones paramétricas es un tema que se trata de una manera muy superficial en los
libros de texto y por consiguiente en el aula, por ejemplo, en el libro de Geometria Analitica
de Lehmann (1989) se describe la interpretacion de las ecuaciones paramétricas para la
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ecuacion de la circunferencia x? + y2 = 1, con un par de ecuaciones expresada en funcion
de la variable angular t a saber, x(t) = cos(t) y y(t) = sen(t), obtenidas con el tridngulo
rectangulo inscrito y el Teorema de Pitagoras. En el texto se sefiala que no existe un método
para elegir el pardmetro y para deducir las ecuaciones paramétricas, pero generalmente se
toma la representacion paramétrica mas sencilla o aquella que sea mas util y conveniente
para los propdsitos de la investigacion.

Asi en general, si F(x,y) = 0 es la ecuacion rectangular de la curva plana C, y cada una de
las variables x y y, son funcion de una tercera variable t, x = x(t) y y = y(t) entonces, si
para cualquier valor permisible de la variable independiente t, las ecuaciones determinan un
par de valores reales de x = x(t) y y = y(t) se llaman ecuaciones paramétricas de la curva
C. No es claro pues, cdmo se determina el pardmetro para representar la curva C como un
par de ecuaciones paramétricas. Una de las representaciones paramétricas ancestrales es la
que desarroll6 Galileo (1638) y que denominé descomposicion del movimiento de un objeto
esférico rodando por un riel sin friccion y lanzado en caida libre al abandonar el riel, debido
a la aceleracion de la gravedad. Galileo describe que el movimiento del objeto tiene una

componente horizontal x(t)=at+b, y una componente vertical y(t) =a,t>+b,t+c,, que
son las ecuaciones parametricas del tiro parabdlico o caida libre.

Otro ejemplo ancestral de curvas parametrizadas es la cicloide, una curva cuya trayectoria se
describe con el movimiento de un punto P(x,y) sobre la circunferencia, que se mueve

cuando una rueda que gira sobre su eje sin resbalar, en la que se toma como parametro el
angulo de giro de la circunferencia (Lehmman, 1989, pp 272-274). Otros tipos de curvas a
los que se recurre para ejemplificar la parametrizacion de curvas planas, son: la elipse, la
parabola, la hipocicloide, la astroide y la involuta de la circunferencia, entre tantas otras.

Las actividades se realizaron en un taller en el que se emplearon situaciones problema (Hitt
y Gonzalez-Martin, 2015) de la vida cotidiana de objetos en movimiento, en este caso tres
juguetes (tren, caballo y un gato chino) (Figura 1), que son grabadas en video digital (Jofrey,
2010; Ezquerra et al., 2011) y trabajados con los softwares Tracker (2024) y GeoGebra
(2024). El proposito del taller fue que los alumnos, primero, se den cuenta de la relacion que
existe entre la modelacion matematica de una situacion problema y la matematica escolar
(Arrieta y Diaz, 2015, Pantoja et al., 2016), y segundo, que determinen las ecuaciones
paramétricas f(t)= (x(t), y(t)) de los tres juguetes y comprendan que el tiempo es el parametro
de referencia posicional.

Figura 1
Juguetes: Caballo, Tren y Gato chino
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Referencia Tedrica

La propuesta considero la Teoria de los registros de representaciones semioticas de
Raymond Duval (Duval, 2004) como sustento del estudio, porque de manera “natural”, a
partir del analisis de video con el software Tracker, se presenta al alumno en pantalla, los
registros semidticos verbal, pictorico, escrito, grafico, numérico y analitico relacionados
con la situacion problema. De acuerdo a los resultados de la fase experimental, el alumno
logroé transitar entre un mismo registro (Tratamiento) y entre dos registros (conversién), con
la finalidad de lograr un aprendizaje significativo al responder la secuencia didactica
planeada para el taller (Figura 2). Bajo esta perspectiva, la teoria de las representaciones
semioticas proporciona una herramienta Util, para entender los procesos cognitivos
involucrados en el pensamiento matematico de los alumnos y lograr la noesis a partir de la
semiosis.

Figura 2
Representaciones semioticas del movimiento del tren de juguete
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Metodologia

a. Seintegran los equipos y a partir de un video, ya sea previamente grabado o que se filme
en ese momento, alumnos y profesor manipulan el software Tracker y el GeoGebra.

b. En esta parte, cada grupo colaborativo selecciona una situacion problema, disefia el set
de grabacion, graba el video y lo procesa con el Tracker. Los alumnos relacionan la
situacion problema con lo mostrado en pantalla por el software Tracker, que consiste en
una tabla de datos, tres graficas (x vs. t, y vs. t, y vs. X) y en su caso, un ajuste a las
funciones. Se aclara que la rutina de ajuste de funciones de Tracker es limitada y se
sugiere exportar los datos a GeoGebra para lograr una mejor aproximacion a la
trayectoria.

c. Enla dltima fase cada uno de los equipos presenta y discute ante el grupo su reporte.
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Resultados

En este apartado, en primer lugar, se presenta un resumen de la secuencia didactica que se
empled en el taller y, en segundo lugar, se describen algunos de los resultados de mayor
relevancia obtenidos por los alumnos.

Secuencia didactica

1. Identificacion de la secuencia didactica.

Nivel educativo: medio superior y superior.
Tipo: Curso Taller.

Palabras clave: Ecuacion paramétrica, Situacion problema, Tracker, Video,
GeoGebra.

Asignatura: Calculo integral
Tema: Ecuaciones Paramétricas

Conocimientos previos: Funciones sinusoidales, Polinomios, Tiempo, Distancia,
Velocidad.

Duracioén: 4 horas

2. Problema significativo del contexto: Encontrar las ecuaciones paramétricas del
movimiento del caballo, video que se te ha proporcionado en el archivo caballo 1. mp4y
cuya imagen se muestra en la figura 3.

Figura 3

Situacion problema: Caballo como motor de la molienda de agave

FAEIR )

Analizar el video con el software Tracker para obtener los datos y las graficas
relacionadas con la situacion problema.

Ajustar los datos obtenidos de la periferia del recipiente, con las rutinas de ajuste de
funciones del Tracker o de GeoGebra.

Elaborar un reporte de la actividad.

3. Objetivos

Comprender el concepto de parametro.

Determinar la ecuacion paramétrica de la situacion problema.

Motivar la ensefianza y aprendizaje de ecuaciones paramétricas a partir de situaciones
problema de la vida diaria.
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Metas

e Analizar la videograbacidn de objetos en movimiento para el ajuste de las ecuaciones
paramétricas con el Tracker y GeoGebra.

o Elaborar el reporte de la actividad.
Saber conocer

e Identidades trigonométricas, propiedades de los angulos para seno y coseno, trazar el
bosquejo de graficas de funciones, ajuste de funciones, graficas de datos y
manipulacion de la hoja de célculo.

Saber hacer
e Modelacion de situaciones problema y relacionarlo con la matemaética escolar.
Saber ser

e Trabajar en equipo colaborativo para propiciar el aprendizaje de las ecuaciones
paramétricas: puntualidad, participacion, honestidad, respeto, entre otros valores.

e Expone y elabora reportes por escrito de la actividad para presentarlo, discutirlo y
defenderlo en la exposicion grupal.

Recursos

e Hojade trabajo, computadora, Tracker, GeoGebra, Videos digitales de las situaciones
problema, objetos de la vida cotidiana (caballo, tren y gato chino).

Actividades con el docente

e Analisis de saberes previos, integracion de los grupos colaborativos, seleccion de la
situacion problema y disefio de curso-taller.

Actividades para el aprendizaje autbnomo

e Disefio del set de grabacion de la situacion problema seleccionada para grabar el
video del objeto.

e Manipulacién del video con Tracker para el analisis de las graficas y datos arrojados
por el Tracker.

e Exportacion y manipulacion de datos obtenidos de Tracker para su tratamiento con
GeoGebra y obtener las funciones ajustadas.

e Discusion en grupo colaborativo de los resultados obtenidos del anélisis del video de
la situacion problema.

e Elaboracion del reporte escrito de la actividad.

e Presentacion de los resultados ante el grupo para promocionar la discusion e
interaccion entre los participantes.

Instrucciones para determinar las coordenadas de la trayectoria del objeto con
Tracker
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a. Ejecutar el software Tracker. Se muestra el menu principal del Tracker (Figura 4): vista
principal de video (1), vista de graficas (2), vista de datos (3), barra de menus (4), barra de
herramientas (5), deslizador de tiempo.

Figura 4
Menu principal de Tracker

== 6

b. En la barra de menus, seleccionar Archivo y elije la opcion Abrir (Figura 5). Aparecera
una ventana en la cual se muestran archivos. Buscar la ubicacion del video que se desea
analizar y una vez encontrado, seleccionarlo y dar Clic en el boton Open o bien, dar
doble Clic sobre el archivo.

Figura 5
Seleccionar el archivo de video
() Tracker [=e @ ]=]
Archive Editar Video Trayectorias Sysiemade Coordenadas Ventana Ayuda
B 2| B w- | ¥ crear Qren | o od | N o A A A A a ¢
v rsion 495 memoria en uso: 22MB de 247TMB
] Open (53
Lavista a
Fe Buscar en: ‘ﬁ LI e T |v‘ a con los datos de |a trayectoria aparece
[} HOV_0017.MP4 [y HOV_0028.MP4
[ Hov_oo18.mP4 [} Tren linea recta.Mp4
[} HoV_0018.MP4 [} Tren recorrido circular 2.MP4
[} uov_o024.mp4 D Tren recorride circular.MP4
HDV_0025.MP4 [ Tren recorrido eliptico.MP4
[} HDV_0026.MP4
HDV_0027.MP4

a

Nombre de archivo: ‘Tren recorrido circular MP4

on los datos de la trayectoria aparecerd
Archivos de tipo: ‘Archl\mﬁ de Video y de Tracker |v‘

abrir o importar un video o imagen para analizar
- 000 [ 100 w » G 5 a1 =

c. Introducir y ajusta el video al segmento seleccionado para trabajar (Figura 6). Al abrir
el video seleccionado, vista principal de video, se procede a definir el intervalo del
video que sera analizado. En el deslizador de tiempo se encuentran dos marcas como de
punta de flecha negra, una al inicio del deslizador y otra al final. Ajustar tales marcas de
modo que con ellas se delimite la parte del video que sera analizada.
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Figura 6

Herramienta del video y controles del video.
=473 =445 |mase & seleccionado (e [ tasa en  barra de herramdentas, sif-clickto re-mark hig
o e v = v. =
caballo .tk |

d. Elige el tamafio de paso (Opcion Ajuste del corte). Definir el tamafio de paso significa
determinar el nimero de cuadros del video que se consideran para la sefializacion de la
trayectoria. En la figura 7 el video consta de 182 cuadros y se tomara una coordenada de
la trayectoria del caballito cada 5 cuadros, que el programa Tracker lo hace de manera
automatica.

Figura 7
Seleccion del tamafio del paso

Ajustes del Corte X
Frames Numero de

Cuadro inicial: cuadros

Tamafio de Paso:

Cuadro final:|182

Frame Times

Tiempo de inicio (s):(0.000 s g
e s | Cuadros totales

dt del Cuadro:|0.033 s del video

e. En la opcién Trayectorias = Nuevo =» Herramientas de calibracion= Vara de
Calibracion, se activa la vara de calibracion que tendra la unidad de medida indicada a
la hora de grabar el video, que es la rutina de Tracker que se ajustara a la longitud de la
marca ubicada sobre el video. Primero se sefiala un extremo de la marca son Shift+Clic
y luego sobre el otro extremo con las mismas teclas Shift+Clic. Con un Clic sobre la vara
de calibracidn se sustituye el valor de la marca interface entre la vida real y el Tracker.

Figura 8
Seleccidn de la vara de calibracion y tamafio del paso

& Tracker
Archivo Editar Video joctorias | Sistema do Coordenadas Ventana Ayuda

SO m e N Maso el

v
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ey
Mareca inicial ~ /

Marca final

Ahora sobre el video selecciona un punto sobre el que colocaras el origen del sistema
coordenado, de tal forma que se facilite la visualizacion de la trayectoria. Con un Clic sobre

el icono + se aparece sobre la pantalla el sistema coordenado (Figura 8), que el usuario
puede ubicar en el lugar de su preferencia con el cursor sobre el origen.

Figura 8
Colocacion de los Ejes coordenados

20.00

f. El caballito de juguete se identifica en Tracker como una Masa Puntual y se interpreta
como el objeto en video a analizar. En la figura 9 se presentan las parametros que integran
la masa puntual: Nombre, Notas, Color, Huella, entre otros.

Figura 9

Herramienta de Masa Puntual.

v & masah m{1000 |
Control ¢ Tray.. k. Dnomaes | O masadiz] 4 :

< moss A masa At x)
Notss..,
Cokr..
Hielly

¥ \sitio

Dalate Soloctied Saep

Borrar Pasos
Borrer : : ) ) '

g. Marcar la trayectoria del movimiento del caballito. Se sugiere que sobre el objeto en
movimiento, se haga una marca visible que servira de referencia para ubicar el cursor y
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sefialar los puntos que indicaran la trayectoria que el objeto, de acuerdo a lo indicado en
el apartado Tamafo del paso (Figura 10). La instruccion para sefialar los puntos en la
trayectoria es ubicar sobre el caballito el cursor y teclear Shift + Clic, accion que se
manifiesta como un cambio en el puntero del cursor. La marca de la trayectoria es la
correcta si aparece un punto sobre la grafica y las coordenadas correspondientes en la
tabla de datos. Se repite Shift + Clic hasta que se recorra todo el video y se refleje en
forma grafica y numeérica en la parte derecha del video.

Figura 10.

Representaciones semioticas del movimiento del caballito: gréafica y tabla de datos

4
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12. Instrucciones para manipular los datos con el software GeoGebra.

Los datos de la tabla calculados con el Tracker se exportan a GeoGebra para ello las
instrucciones son las siguientes:

a. Se copian los datos de la tabla en Tracker al GeoGebra.
b. En el GeoGebra se activa la opcion de hoja de célculo y se pegan.

Una vez que se han exportado los datos a GeoGebra (Figura 11), se selecciona la opcion
Analisis de Regresion de dos variables = Modelo de regresién = Polinomio = Grado =2
Copiar a Vista Grafica, y se ajusta a la funcion al recorrido.
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Figura 11
Modelacion de la trayectoria del caballo con GeoGebra
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Al final de las actividades se les pide a los alumnos que entreguen el cuaderno de trabajo, un
informe de las actividades realizadas y una presentacion que seré planteada a todo el grupo.

Resultados obtenidos por los alumnos

En la primera actividad descrita en la secuencia didactica, se les solicita a los participantes
que observen el video del caballito de juguete, para después resolver algunos
cuestionamientos, con los cuales se pretende rescatar algunos de los conocimientos previos
(Figura 12). Segun los resultados obtenidos se observa que solo algunos de los participantes
reconocieron que la trayectoria del caballo es casi circular y no la asociaron a ninguna forma.

Figura 12
Resultados obtenidos por los alumnos con relacion a la trayectoria del caballito

I, Abrir el video Caballito.mp4

Describe ¢l moy in in.nh- de L travectoria del ¢ lhl”n de juguete:
Liveolaw, ¢ wa € dovno Loele
2. Una vers qud quux l\lt‘ el video del caballo [ se lg acufre aly guna forma gratica que

4

represente ¢l recorrido de su movimiento? \u (X ) No (). Enel espacio siguiente traza
el bosquejo de la torma grafica ¢ iLiCHXI.I\‘:I las variables para cada ¢je:

commetlon t_ - k_.___b

Conoces alguna expresion matemdtica que describa la travectoria: Si( ) No { %),

Con el desarrolla de esta actividad y lo descrito por los alumnos en las hojas de trabajo se
puede concluir que los participantes cuentan con conocimientos previos en relacion al
recorrido del caballito de juguete, se observa que solo algunos de los estudiantes
reconocieron que la trayectoria del caballo es casi circular y no la asociaron a ninguna
forma algebraica
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Una vez que el alumno analiza el video con los softwares de Tracker y GeoGebra, observa
las gréaficas obtenidas por los mismos, seleccionando la que consideran representan el
movimiento del caballito de juguete, en la figura 13 se presentan algunos de los resultados
obtenidos.

Figura 13
Representacion grafica de la trayectoria del objeto.

1
I. Describe ¢l movimiento de la trayectonia del caballo de juguete: C1Y U IO
2 Unaver que observasle el video del caballo | se te ocurre alzuna forma grafica que
pepresente el recorndo de sumovimiento? Si Ie‘(! No (). Enel espacio siguiente razu
¢l bosquego de la forma gralica ¢ identilica las vanables para cada eje:
. i ]

-JI- i
P flepencld
/ ' dt‘ e wA D
B B
-
q.? '\.“ . W-"F-

[ Deseribe el movimiento de la travectoria del caballo de juguete: C»"";‘Q\Qf

2. Una vez que observaste el video del caballo ;se te ocurre alguna forma grifica que

represente ¢l recornido de sumovimiento? 8i (3 Ne (). Enel espacio siguiente traza
¢l bosquejo de la forma grafica ¢ identifica las variables para cada ¢je:

F TN P on

Luego de trabajar el analisis del video con el software Tracker, los datos fueron exportados
a GeoGebra, ya que cuenta con una rutina mas completa para el anélisis algebraico de los
datos, asi que después de una explicacion al respecto copiaron los datos de la tabla y los
exportaron a GeoGebra, obteniendo las ecuaciones paramétricas:

P ) € +2.6]
Grafica 1: -3 -

ileoa - ( - \
Grafica 2: - " \J' 1/’3* ',c‘-(, | '1. 'J)’*)' 1 ) U\

Estas ecuaciones difieren de los proporcionados en el cuaderno de trabajo {x(t) =

R cos(at + b),y(t) = R sen(at + b)}, por lo tanto, tuvieron que realizar un trabajo
algebraico para lograr llegar a la forma paramétrica, en este paso los alumnos presentaron
algunas dificultades ya que su conocimiento de los temas de trigonometria y de geometria
euclidiana no era suficiente.
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Para realizar esta actividad el instructor intervino compartiendo y explicando las
identidades trigonométricas que permitieron al alumno realizar la conversion de las
ecuaciones, como resultado obtuvieron lo mostrado en la figura 14.

Figura 14
Ajuste de funciones y ecuaciones paramétricas

1999 (

Conclusiones

La aplicacidon de la secuencia didactica para el aprendizaje de las ecuaciones paramétricas
f(t) = (x(t), y(t)) a partir de situaciones problema de la vida cotidiana tiene un efecto
positivo en el aprendizaje de los estudiantes, tratadas con las TIC, en particular con el
empleo del video digital, Tracker y GeoGebra, medios que fueron precursores del
aprendizaje de los estudiantes en el tema de ecuaciones paramétricas y el concepto de
parametro. Los alumnos se mostraron motivados a participar activamente en el desarrollo
de las préacticas con el trabajo individual y colaborativo. Se promovieron valores como el
compromiso, puntualidad, interés, honestidad y tolerancia, entre otros, detectados cuando
desarrollaban las tareas encomendadas en un contexto mas alla del escolar
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