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Robles

darirodrigonza@gmail.com, mtorres@uaz.edu.mx, borjonrojo@hotmail.com
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Resumen

El uso de la tecnologia en la educacion matematica ha ampliado los métodos de ensefianza,
permitiendo la creacion de espacios innovadores para el aprendizaje. Diversas
investigaciones (Cabero et al., 2017; Rojas, 2018; Tapia, 2021; Cenich et al., 2020) han
identificado que la implementacion de herramientas como GeoGebra y sus libros interactivos
son (tiles para la ensefianza de temas matematicos especificos, sin embargo, existen brechas
relacionadas con la capacitacion, uso y apropiacion de las herramientas tecnoldgicas por parte
de los docentes, asi como la integracidn de éstas en el aula. Con base en lo anterior, este
trabajo se utiliza como referente tedrico el modelo Conocimiento Tecnoldgico Pedagdgico
del Contenido, con el objetivo de identificar los conocimientos que pueden ser potenciados
al utilizar un libro interactivo de GeoGebra, para la ensefianza de las ecuaciones lineales con
una incognita en el nivel secundaria. Para lograrlo, se emplea un enfoque cualitativo y un
método exploratorio, por medio del cual se proponen los criterios para integrar actividades
gue permiten una interaccién entre los conocimientos gque se ponen en juego y los niveles de
apropiacién esperados en cada una de las actividades propuestas.

Palabras Clave: Ecuaciones lineales, Libro de GeoGebra, Conocimientos docentes.
Abstract

The use of technology in mathematics education has expanded teaching methods, allowing
the creation of innovative spaces for learning. Several research (Cabero et al., 2017; Rojas,
2018; Tapia, 2021; Cenich et al., 2020) recognize that the implementation of tools such as
GeoGebra and its interactive books are useful for teaching specific mathematical topics,
however, there are gaps related to the training, use and appropriation of technological tools
by teachers, as well as the integration of these in the classroom. Based on the above, this
dissertation use a Technological Pedagogical Content Knowledge Model as theoretical
reference, with the aim of identifying the knowledge that can be enhanced by using an
interactive GeoGebra book for lineal equations with an unknown quantity teaching at the
high school level. To achieve this, a qualitative approach and an exploratory method are used,
through which criteria are proposed to integrate activities that allow an interaction between
the staked knowledge and the levels of appropriation expected in each of the proposed
activities.

Keywords: Linear Equations, GeoGebra Book, teacher knowledge.
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Introduccion

El avance de la tecnologia ha permeado diversos sectores de la sociedad, entre los que destaca
el sector educativo y especificamente la educacién matematica, evidencia de ello, es la
diversidad de apps, software, paginas web y herramientas educativas que favorecen el
proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. La existencia de estos recursos, de
acuerdo con Valbuena et al. (2021) requiere que los docentes se capaciten y desarrollen
nuevos conocimientos y competencias. De hecho, el docente debe poseer un conocimiento
disciplinar, pedagdgico y tecnoldgico si requiere integrar las Tecnologias de la Informacién
y Comunicacion (TIC) en la ensefianza de forma eficaz, por lo cual estos conocimientos
deben ir dirigidos hacia sus practicas (Cabero et al., 2017).

Para Vaillant et al. (2020) y Valbuena et al. (2021) existe una escasa formacion y poco uso
de los recursos tecnoldgicos por parte de los docentes de matematicas en el aula. Asi mismo,
de acuerdo con Tapia (2021) los docentes presentan conocimientos pedagdgicos, de
contenido y en algunos casos tecnoldgicos por separado, lo que ademas evidencia un bajo
nivel de este Ultimo. Generalmente dirigen sus practicas educativas en acciones miméticas y
poco innovadoras, lo que afecta que puedan desarrollar e interrelacionar entre los
conocimientos Tecnoldgicos, Pedagdgicos y de Contenido que el docente posee (Cenich et
al., 2020). Por lo tanto, aun con la integracion de las tecnologias en el aula, es importante
que el docente esté preparado para brindar una ensefianza de las matemaéticas eficaz e
intencionada con uso de TIC.

Recursos como GeoGebra, representan una herramienta tecnoldgica Util para la ensefianza y
el aprendizaje de las matematicas, debido a las multiples caracteristicas que posee, lo que
permite, entre otras cosas, crear, manipular e interactuar con actividades. Dentro de las
herramientas que presenta este software, se encuentran los libros interactivos, que de acuerdo
con Ldpez (2021) son viables para la ensefianza de cualquier tema matematico, debido a la
interactividad de las actividades que puede integrar, sin embargo, declara que no deben
considerarse un recurso aislado a las practicas educativas.

Desde otro punto, autores como Ruano et al. (2008) documentan que los estudiantes suelen
presentar cominmente errores, obstaculos y dificultades en el aprendizaje de las ecuaciones
lineales, ocasionados por el salto que existe entre la aritmética y el algebra, que se presentan,
por ejemplo, en la transposicion de términos, en la resolucién de problemas, y mas, por lo
que autores como Rojas (2018) recomiendan implementar recursos como la tecnologia para
favorecer el aprendizaje de este.

De acuerdo con estas consideraciones, en este trabajo se presentan los avances de una tesis
de maestria, en la que se realiza una descripcion de los conocimientos del modelo
Conocimiento Tecnoldgico Pedagogico del Contenido (TPACK), por sus siglas en inglés)
que pueden potenciarse o ponerse en juego al involucrar las actividades de un libro
interactivo de GeoGebra en la ensefianza de las ecuaciones lineales con una incognita.
Ademas, se describen los criterios a tener en cuenta para estructurar el libro, asi como los
que determinan la eleccion de las actividades; finalmente se presenta un ejemplo de actividad
qgue cumple con cada uno de ellos. Realizando asi una propuesta integradora de las
tecnologias para la ensefianza de las ecuaciones lineales.
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Referente Tedrico

Se utiliza el modelo TPACK, gue nacié como resultado de una investigacion acerca del
desarrollo profesional docente en la educacion superior, por parte de Mishra y Koehler
(2006). Este modelo esta fundamentado en los trabajos de Shulman sobre el conocimiento
del contenido pedagogico (PCK) e intenta relacionar aquellos conocimientos que requiere el
docente para la integracion de la tecnologia en la ensefianza. Desde este punto, el modelo
estd constituido por tres ejes principales, el conocimiento pedagdgico, del contenido y
tecnoldgico y centra su atencion en la interrelacion de estos, como puede observarse en la
figura 1.

Figura 1
Conocimientos que integran el Modelo TPACK

Technological
Pedagogical Content
Knowiedge o
(TPACK)

Tochaoto)icat
Podagogical

Technotogica
Contard

Contexts

Nota. Tomada de Mishra y Koehler (2009).

Mishra y Koehler (2009, pp. 63-64 y 1027-1029) describen los contenidos de los circulos de
la siguiente manera:

e Conocimiento del Contenido (CK): Conocimiento sobre el tema real que se va a
aprender o ensefar.

e Conocimiento Pedagogico (PK): Conocimiento profundo sobre los procesos y
practicas o métodos de ensefianza y aprendizaje, los propdsitos, valores y objetivos
educativos generales y evaluacion de los estudiantes.

e Conocimiento Tecnoldgico (TK): Conocimiento sobre tecnologias estandar, como
libros, tizas y pizarras, y tecnologias mas avanzadas, como el internet y el video
digital. Esto implica las habilidades requeridas para operar tecnologias particulares.

e Conocimiento Pedagdgico del Contenido (PCK): Conocimiento de la pedagogia que
es aplicable a la ensefianza de contenidos especificos. Incluye saber qué enfoques se
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ajustan al contenido, y asi mismo, como se pueden organizar los elementos del
contenido para una mejor ensefianza.

e Conocimiento Tecnolodgico del Contenido (TCK): Conocimiento sobre la manera en
que la tecnologia y el contenido estan reciprocamente relacionados.

e Conocimiento Tecnoldgico Pedagdgico (TPK): Es el conocimiento de la existencia,
componentes y capacidades de diversas tecnologias a medida que se utilizan en
escenarios de ensefianza y aprendizaje, y, por el contrario, saber como podria cambiar
la ensefianza con el uso de tecnologias particulares.

Del mismo modo, Mishra y Koehler, (2006) definen este modelo de la siguiente manera:

El TPACK es una forma de conocimiento que va mas alla de los tres
componentes (contenido, pedagogia, y tecnologia). Es diferente del
conocimiento de un experto disciplinario o tecnolégico y también del ambito
pedagogico general. TPACK es la base del buen ensefiar con tecnologia y
requiere una comprensioén de la representacion de conceptos utilizando
tecnologias; técnicas pedagoOgicas que utilizan tecnologias en formas
constructivas para ensefiar contenido; conocimiento de lo que hace que los
conceptos sean dificiles o faciles de aprender y cémo la tecnologia puede
ayudar corregir algunos de los problemas que enfrentan los estudiantes;
conocimiento de los estudiantes, conocimientos previos y teorias de la
epistemologia; y conocimiento de como las tecnologias se pueden utilizar
para aprovechar los conocimientos existentes, desarrollar nuevas
epistemologias o fortalecer las antiguas (p.1029).

Por otra parte, en relacién con los libros interactivos, de acuerdo con el sitio oficial de
GeoGebra (2022) se definen como “una coleccion de materiales y hojas de trabajo, es una
recopilacién organizada de las propias aplicaciones y applets GeoGebra y las preferidas de
la seleccion de materiales de GeoGebra”, complementando esta definicion, autores como
Santos-Trigo y Camacho-Machin (2018, pp.29) mencionan que “un aspecto importante en
los libros interactivos es que los objetos, problemas y atributos matematicos se representen
en forma dinamica”. Por lo anterior, podemos considerar un libro interactivo como aquella
recopilacion de forma organizada de actividades dindmicas e interactivas que potencian la
ensefianza y el aprendizaje en todos los niveles educativos.

Para estructurar el libro interactivo se consideraron los siguientes elementos:

1) Los criterios establecidos por Herrera (2011) para actividades digitales: Objetivos,
grupo meta, temporalizacion, herramientas, interaccion, significatividad, negociacion
y producto final comunicativo; cada uno de los cuales permiten documentar y
respaldar las actividades integradas;

2) Objetivo marcado por el plan de estudios (SEP, 2017) para primer grado de
secundaria en México: Resuelve problemas mediante la formulacion y solucion
algebraica de ecuaciones lineales (p. 314)

3) Lasdificultades, obstaculos y errores que comunmente se presentan en el aprendizaje
de las ecuaciones lineales: Sustitucion, desarrollo y la aplicacion de la propiedad
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distributiva (Ruano et al., 2008), salto de la aritmética a la resolucion de problemas
del algebra (Collazos, 2020), trasposicion de términos para solucionar ecuaciones
lineales con una incdgnita con y sin agrupamiento (Kieran, 1989), e invertir los
términos de una igualdad al resolver ecuaciones lineales con una incognita (Pérez et
al., 2019).

Asi pues, partimos de que una ecuacion definida en R™ se llama ecuacién lineal de n
incognitas si y solo si adopta la forma: a;x; + a,x, + -+ + a,x, = b, donde x4, x5, ..., X,
son las incognitas de la ecuacion, a4, a,, ..., a, son nimeros reales llamados coeficientes, y
b es un nimero real denominado término independiente (Diaz et al., 2005, p.254).

Del mismo modo, para la solucion de las ecuaciones lineales con una incdgnita, Kieran y
Filloy (1989) plantean que dentro de los métodos mas utilizados se encuentran el método
intuitivo, el de sustitucion por tanteo y el método formal, por lo que las actividades que
integran el libro interactivo refuerzan alguno de ellos.

Metodologia

Caracterizar los niveles presentes en los conocimientos TPACK, se utiliza un método
exploratorio (Hernandez et al., 2014), el cual permite reconstruir la realidad observando,
analizando e interpretando los conocimientos que pone en juego el docente cuando usa un
libro interactivo para la ensefianza de las ecuaciones lineales con una incdgnita, con un
enfoque es cualitativo. La muestra es un estudio de caso (Stake, 2007) puesto que esta
compuesta por un profesor de matematicas de primer grado de secundaria de una institucién
publica del municipio de Zacatecas, en Zacatecas, México.

Para alcanzarlo, se hace una adaptacién de las fases propuestas por Santos-Trigo y Reyes-
Martinez (2014) para la estructuracion del libro interactivo de GeoGebra, las cuales son
descritas de la siguiente manera:

Fase I. Comprension del problema: Se utiliza la técnica de andlisis documental para rastrear
los objetivos propuestos para primer grado de secundaria en México, las propuestas de
trabajo de los libros de texto y los errores reportados en las investigaciones en el tema de
solucion de ecuaciones de primer grado con una variable.

En esta fase, se identifican:

« El objetivo de aprendizaje “Resuelve problemas mediante la formulacion y solucion
algebraica de ecuaciones lineales” (SEP, 2017, p.314)

« Lasecuencia de las actividades, (Block et al., 2018): Dentro de su estructura, describe
lo que es el calculo de valores faltantes como introduccidn, explicacion de resolver las
ecuaciones con las propiedades de la igualdad, la balanza como estrategia de
explicacion sobre la igualdad, el cambio de lenguaje y las ecuaciones con paréntesis.

«  Se consideraron también los errores mas comunes que presentan los estudiantes al
solucionar problemas, documentados por autores como Ruano et al. (2008), Chavarria
(2014), Pérez et al. (2019) y Portillo-Pantoja (2021), entre los que destacan los
siguientes:

» Errores en la propiedad distributiva: (2x +5)3 = 10

. . . , . . 5
 Errores relacionados al invertir los términos de la igualdad: —5x = -3 - x = =
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 Error en la transposicion en un orden incorrecto: g +2x=7->x+2x=7-3
« Errores en la conversion de la lengua natural y la escritura algebraica, originados en
su mayoria por la ausencia del sentido.

Fase Il. Exploracion del modelo dinamico: Mediante el analisis documental, se define cdémo
debe estar estructurado el libro de GeoGebra y los criterios que deben presentar las
actividades que integraran la herramienta.

En esta fase se realiza la organizacion de los capitulos del libro, asi como los criterios que se
documentaran de cada una de las actividades, determinando que la estructura constara de 5
apartados: Introduccion, Conocimientos Previos, Tratamiento de errores, obstaculos y
dificultades, resolucion de problemas y Retos e institucionalizacion.

Fase Ill. Construcciéon del modelo dindmico: Se integra el libro interactivo de GeoGebra
teniendo en cuenta los criterios establecidos.

En esta fase se conforma el libro interactivo, integrado por 16 actividades, 2 videos
explicativos y formularios que recogen las percepciones de los alumnos participantes
respecto a lo manipulado en las actividades (figura 2).

Figura 2
Actividades para explorar conocimientos previos del libro interactivo

Actividades para explorar conocimientos previos

-t Y
g

Actividad 1. Vaaloe Actiddaed 2: Monomios y Actividad 3 Leaguige Actividad 4: Lengusie

faltante Polinameas Algebraico algstiraico

Video: Ecuacsdn de

primer grado

Nota. Elaboracién propia
Resultados

Los resultados con los que se cuenta hasta el momento han permitido definir los criterios con
los que cumple cada una de las actividades y los conocimientos TPACK que se potencian en
ellas, y los indicadores presentes.

Para ejemplificar los resultados, se muestra la actividad 6 integrada en el libro interactivo
(figura 3), en la que se presenta una balanza dinamica que permite trabajar la trasposicion de
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términos, elemento que se considera un aprendizaje importante para la solucion de las
ecuaciones lineales con una incognita, actividad relacionada con la secuencia que se trabaja
el libro texto (figura 4) y uno de los errores reportados en los antecedentes (ver figura 5), con
lo que se evidencia la pertinencia de la incorporacién de ésta en el libro interactivo.

Figura 3.
Actividad 6 integrada en el libro interactivo

Nota. Actividad tomada del usuario de GeoGebra Rafael Losada Liste adaptada con
preguntas que se encuentran en un formulario.

Figura 4
Propiedades de la igualdad
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Leccién 18. Otras propiedades de la igualdad

¢ 1. Completa la tabla con base en la informacién de las balanzas.

Balanza A Balanza B
B P @ ol
x x x n,\ v/vvr\ /™ 11y,
i e
Balanza C Balanza D
P A —
N /( N
/ 4 BN "y o \|~

/z' r z x\ rd ) \ in L]
acién
mmm
5

X+ X+x=15 Ix=15 3(5) =1

Nota. Tomada de Block et al. (2018, p. 50)
Figura 5
Error en la trasposicion de términos

Bﬁ
21
=
Xz 7

1)

Nota. Tomado de Pérez et al. (2019).

Como ésta, cada una de las actividades integradas en el libro interactivo, fueron seleccionadas
de acuerdo con los indicadores que se describen en la tabla 1, mismos que permiten al maestro
tener a la mano documentacion que refleja el proposito que se espera de cada una, pues van
desde la intencidn hasta las reflexiones logradas.
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Tabla 1
Descripcion de los indicadores considerados para la seleccion de la actividad 6
Indicador Descripcion
Obietivos Manipular graficamente la transposicion de términos para comprender
cor{tenidoz a la igualdad como una equivalencia dentro del proceso de solucién de
una ecuacion lineal con una incognita.
Tema Equivalencia de términos en una ecuacién lineal con una incognita

mediante la balanza (naturales).

Temporalizacion
y grupo meta

Se estima un tiempo de 15 minutos para la realizacién de la actividad
en el aula. Esta dirigida a estudiantes de primer grado de secundaria.

Herramientas

La actividad cuenta con botones tipo flecha que permiten agregar a los
lados de la balanza los objetos correspondientes a las expresiones de
las ecuaciones; asi como otros cuyo objetivo es borrar lo realizado para
reiniciar el ejercicio o0 avanzar a uno nuevo.

Interaccion

La actividad es interactiva y auto responsiva. La primera le permite al
alumno agregar los objetos en la balanza y visualizar cémo se inclina o
se regula de acuerdo con sus decisiones, indicando con ello si lo
realizado mantiene la equivalencia de los términos. La segunda se ve
reflejada en el puntaje obtenido y estadisticas de los movimientos
realizados, con lo que al tiempo que la utiliza, el alumno va evaluando
su desempefio.

Significatividad

La actividad promueve el interés y la motivacion del estudiante, ya que
tiene semejanza a las propuestas en el libro de texto, pero mediante los
elementos dindmicos los estudiantes pueden visualizar la importancia
de la trasposicién de términos al despejar la incognita y la necesidad de
mantener un equilibrio en ambos términos de la ecuacion para
encontrar el valor buscado.

Negociacion

La actividad le permite al estudiante tomar decisiones respecto a la
cantidad de valores y objetos que colocara en los lados de la balanza,
teniendo en cuenta valores negativos y positivos, luego reducir de igual
manera en ambos lados de igualdad utilizando los mandos. Al mismo
tiempo, mediante las estadisticas que se van generando lo reta a realizar
el proceso con la menor cantidad de movimientos, lo que es un desafio
para el alumno y un elemento a trabajar por parte del maestro, ya que
le induce a la reflexion del proceso.

Producto final
comunicativo

Mediante las preguntas plasmadas en el formulario que se incorpora, se
pretende que el estudiante contraste las ideas que lo llevan a tomar
decisiones en la actividad, con su representacion mental, de manera que
explique con sus propias palabras: ;,como logro equilibrar la balanza?,
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¢qué proceso realiza para llegar a la solucion?, ;es posible alterar un
lado de la ecuacion sin afectar al otro?, entre otras.

Nota: Elaboracién propia.

Por otra parte, durante la puesta en marcha de la actividad se identifican los conocimientos
tecnoldgicos, pedagogicos y de contenido del modelo, que se refieren a los elementos que el
maestro evidencia al utilizar la actividad en el aula (Schmidt, et al., 2009).

Tabla 2

Descripcién de los conocimientos TPACK gue potencia la actividad 6

Indicador

Descripcion

CK

Conocimiento del docente sobre el dominio del tema, en este caso, sobre
las ecuaciones con una incognita y en especifico sobre la transposicion de
términos en ambos lados de la igualdad.

PK

Conocimiento del docente sobre el uso de recursos digitales, en este caso
la balanza digital, como una estrategia para la ensefianza de la transposicién
de términos y de las propiedades de la igualdad utilizadas para la solucion
de las ecuaciones de primer grado con una incognita.

TK

Conocimiento sobre el manejo de recursos tecnolégicos como las
actividades responsivas e interactivas de GeoGebra, manipulacion del
recurso y solucion de problemas técnicos.

PCK

La manera de aplicar un enfoque de ensefianza que se ajuste a la actividad
para ayudar a tratar el error de la transposicién de términos y a su vez en la
solucion de las ecuaciones lineales con una incdgnita.

TCK

Conocimiento del contenido matematico a través de un recurso digital,
como son las ecuaciones lineales mediante la balanza para tratar la
trasposicion de términos.

TPK

Conocimiento de dindmicas de clase que propicien la manipulacién de la
actividad respecto a un contenido matematico que ademas potencien la
ensefianza y aprendizaje de las ecuaciones lineales, a través de la
transposicion de términos con la balanza.

TPACK

Conjuncion de los conocimientos de contenido, tecnoldgico y pedagdgico
en una misma actividad, evidenciando por ejemplo, el conocimiento de los
errores que presentan los estudiantes y como se pueden afrontar; las
propiedades de la igualdad al hacer uso de la balanza al tiempo que explica
la transposicion de términos. Asi mismo, guia la clase para que los
estudiantes usen la tecnologia de forma constructiva para aprender las
ecuaciones lineales con una incognita.
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Nota: Elaboracion propia.

Cabe aclarar que si bien la tabla 2 ejemplifica los conocimientos que se potencian en la
actividad 6, estos procedimientos se realizan para cada una de las actividades que integran el
libro interactivo, los indicadores se determinan al momento de la seleccion de la actividad y
los conocimientos al momento de la aplicacion.

Conclusiones

Los libros interactivos de GeoGebra representan una oportunidad de integracion tecnolégica
(Santos-Trigo y Camacho-Machin, 2018) que ademas ayudan en el fortalecimientos o
identificacion de los conocimientos TPACK que se pueden poner en juego en el proceso
educativo, sin embargo, para integrar estas herramientas es necesario tener bien definidos
elementos como el objetivo que se persigue (SEP, 2017), la secuencia en las actividades
(Block, 2018) y los indicadores que cada una debe cumplir (Herrera, 2011; Loépez, 2021y
Camacho-Machin, 2018).

Por otra parte, la identificacion de los conocimientos TPACK permite evidenciar la
importancia de la formacion continua del docente y la necesidad de la capacitacién en el uso
de las TICs, de forma que se logre desarrollar interrelaciones de la tecnologia y los
conocimientos de contenido y pedagdgicos que le docente posee (Mishra y Koehler, 2006;
Schmidt, et al., 2009), para la integracion eficaz de estos recursos en el aula de clase.

Asi, las actividades que integran nuestra propuesta de libro interactivo permiten que se
propicie una la identificacion de los conocimientos mencionados, sin embargo, para que se
logre ese objetivo, hace falta que los docentes se apropien de las tecnologias y que las
reconozcan como herramientas provechosas para la ensefianza de las matematicas, debido a
la oportunidad que brindan para el aprendizaje, interaccién y motivacion.

Finalmente, las tecnologias pueden ser de gran ayuda para la ensefianza de las ecuaciones
lineales con una incognita y para el tratamiento de errores que se puedan presentar, lo que
implica y reafirma la necesidad de que el docente se encuentre en constante actualizacion
académica, con la finalidad de fortalecer sus conocimientos del contenido, pedagdgicos,
integrandolos de manera natural en lo que describimos como tecnoldgicos del contenido,
tecnoldgicos pedagogicos, pedagogicos del contenido y TPACK.
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