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Resumen

Los problemas de aprendizaje de los conceptos del céalculo han sido constantemente
documentados en la literatura en educacion matematica desde hace varias décadas.
Nuevas tendencias sobre procesos de modelacién matematica han sido promovidas por
los investigadores (por ejemplo, proyecto europeo PRIMAS (2007-2013):
www.primas-project.eu) en donde la integracion a otras ramas cientificas aparte de las
matematicas se muestra imprescindible. ;Cémo integrar las Tecnologias de la
Informacion y Comunicacion en Educacion (TICE) a esta problematica? Como
desarrollar un pensamiento matematico ligado al calculo? En este documento, hacemos
énfasis en la elaboracién de situaciones problema referentes a la introduccion al calculo
y especificamente a la derivada. Proponemos una secuencia de actividades en donde la
manipulacion de objetos fisicos, produccién de representaciones, historia de las
matematicas (método de Fermat para el calculo de maximos y minimos) y produccion y
analisis de videos de un fenémeno fisico con el soporte de Tracker y GeoGebra, forman
un todo coherente en la ensefianza del concepto de derivada. Para la elaboracion de esta
propuesta, se han tomado en consideracion resultados de investigacion sobre el papel
de las representaciones, la nocion de obstaculo epistemolégico, visualizacion
matematica, co-variacion entre variables y procesos dinamicos, todo ello, bajo un lente
de las TICE. Esta propuesta esta dirigida a la ensefianza del célculo en la escuela pre-
universitaria.

Introduccion

La literatura sobre los problemas del aprendizaje del calculo es extensa, asimismo los
acercamientos con tecnologia. Ejemplos ligados a esta problematica con tecnologia la
tenemos con los trabajos de Tall (2000), Artigue (2002), Guin & Trouche (1999, 2002),
Schwartz, Dreyfus & Brukheimer (1990), Cortés y Guerrero (2012), Borbon (2003), entre
muchos otros. En las primeras investigaciones con tecnologia se tenia una gran tendencia en
tratar de demostrar que dentro de un medio tecnologico podria ser mas adecuada la ensefianza
del calculo que sin tecnologia. Al enfrentarse a la cruda realidad, los investigadores se han
percatado que los resultados son similares, e incluso en algunos casos peores a los que se
tiene sin tecnologia. La posicion de los investigadores empezo6 a cambiar, intentando elucidar
qué habilidades se desarrollaban con tecnologia y cuales sin ella (p. e. Tall, 2000; Guin &
Trouche, Ibid) y un elemento muy importante, qué dificultades enfrenta el estudiante en un
medio tecnologico.

Precisamente con el trabajo de Rabardel (1995) surgieron nuevos paradigmas, mostrando que
los procesos de instrumentalizacion e instrumentacion con el uso de la tecnologia requiere de
construccién de esquemas de accion que son diferentes en otro medio. Este tipo de
acercamiento tedrico de la accién (post-Leontiev y por ende post-Vigotskiano), promovio la
reflexion sobre el papel de la tecnologia en la ensefianza de las matematicas (p.e. Artigue,
Ibid; Guin & Trouche, Ibid).

Las preguntas se hicieron mas especificas. Por ejemplo, Artigue (Ibid) se pregunta sobre el
poco impacto de la tecnologia después de 20 afios de acercamiento tecnoldgico en la
ensefianza (periodo entre 80's al 2000).

Resultados de investigacion sobre el aprendizaje de las matematicas en medios tecnologicos
han sido ampliamente reportados en la literatura, por ejemplo, Artigue (Ibid), Guin & Trouche
(Ibid), Lagrange (2002); Kieran et al. (2006), Hitt (2007), Hitt & Kieran (2009), Kieran &
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Guzman (2010), Hitt, Saboya & Cortés (2013), Borbén (2003), Pluvinage & Marmolejo
(2011), Thompson (1994), entre muchos otros. Pero no solamente se deberia consultar
trabajos experimentales en donde se utiliza tecnologia, también es importante elucidar sobre
las dificultades de los estudiantes sin o con tecnologia. Por ejemplo, los resultados de Selden
et al, (2000), Eisenberg y Dreyfus (1991), Carlson (1998, 2002), Hardy (2008, 2009), Zandieh
(2000), entre otros, nos proporcionan elementos sobre las dificultades que los estudiantes
tienen sobre uno o varios conceptos del calculo; tales como, obstaculos cognitivos alrededor
de las funcion, pendiente, tangente, taza de cambio, taza instantanea de cambio, velocidad
media, velocidad instantanea, limites, infinito, derivada.

El intentar promover en los estudiantes un aprendizaje conceptual causa muchos problemas de
ensefianza. Se podria optar por una ensefianza operatoria que tuviera menos énfasis en lo
conceptual. De hecho, ese ha sido el acercamiento clasico que ha tenido la ensefianza del
calculo durante muchas décadas, y sabemos bien que tampoco ha dado un resultado
satisfactorio (p.e. ver Hardy, 2008, 2009).

Después de los resultados catastroficos en el aprendizaje del calculo en los USA (ver p. e.
Selden et al., 2000) en ese pais hubo una reforma curricular para la ensefianza del célculo
dando pie a nuevos libros (Hughes, Gleason et al, 1998/1999), cambios estructurales en el
aula de matemaéticas (Star & Smith, 2006) desde un punto metodoldgico de la ensefianza,
reduccién de nimero de alumnos en el aula para el aprendizaje del célculo, formacion de
profesores, etc.

De acuerdo con la investigacién de Star & Smith (Ibid), analizando varias generaciones de
estudiantes del ler afio universitario sobre su actuacion en su curso de célculo, los resultados
no son del todo satisfactorios. Otro ejemplo son las cifras que proporcionan los sistemas
educativos por ejemplo en Quebec, de acuerdo a Odierna (2004), la obtencion de un diploma
de “Cégep” (6 afios de primaria, 5 de secundaria, 2 de Cégep antes de entrar a la universidad)
se realiza de la siguiente manera:

e 39% realizan estudios en 2 afios; 17% entre 3y 4 afios y 22% en més de 4 afos,
e Abandono mas elevado : Célculo diferencial,
e Taza de éxito general es de 75%. En algunos colegios esta entre 40 % et 59 %.

En "una palabra”, con o sin tecnologia, el problema de la ensefianza y aprendizaje del célculo
esta vigente.

¢ Como desarrollar en los estudiantes un pensamiento matematico ligado al calculo?

Durante varias décadas se ha intentado profundizar sobre el pensamiento algebraico,
proporcionando caracteristicas de ese pensamiento (Kaput, 2008; Kieran, 2007; Artigue,
2012).

Bajo un punto de vista similar al explicado por Artigue (Ibid) sobre el camino natural hacia el
pensamiento algebraico, podemos preguntarnos sobre un camino también natural para el
aprendizaje del calculo y el desarrollo del pensamiento matematico ligado a él.

Los problemas del aprendizaje del calculo en los USA no es del todo reciente. De hecho,
podemos mencionar que la aparicién de los cursos y manuales escolares ligados al “Pre-
calculo” intentaron moderar el choque que tienen los estudiantes al enfrentarse a un curso de
calculo.

Analizando el contenido de algunos libros de Pre-célculo, no directamente ligados a la
tecnologia (p.e. Smith, 5th edition, 1979/1993) o con tecnologia (p.e. Viglino & Berger, 1998)
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podemos sintetizar el contenido en: Conceptos basicos de los reales; Funciones y gréficas;
Trigonometria; Topicos avanzados de algebra y geometria analitica.

De este acercamiento ligado a los cursos de Precalculo podemos deducir dos aspectos:

a) Lo que se considera como los prerrequisitos necesarios para el aprendizaje del célculo,
antes de abordar el concepto de limite, continuidad, tangente, derivada e integral.

b) Una division del curriculum en donde se deben considerar los prerrequisitos del
calculo dada la complejidad de integrar varias ramas de la matematica y después,
centrarse sobre los procesos infinitos.

Esto pareciera mostrar un camino natural para promover el aprendizaje del célculo. Sin
embargo, de acuerdo con lo sefialado por Star & Smith (Ibid) sobre los problemas de
aprendizaje del célculo en los USA, estima que el problema sigue vigente. Ello confirma en
cierta manera la critica de Tall (1991, p. 17) en donde afirma que un camino usual de ciertos
autores es creer que un topico complejo hay que partirlo en piezas menores y que con eso el
problema queda resuelto.

En la época actual podemos decir que ese es un acercamiento clésico a la ensefianza del
calculo. Lo que se ha hecho es una division de los programas de estudio en dos partes sin
realizar un cambio sustancial semejante a la critica de Tall (Ibid).

Si analizamos las nuevas tendencias en la ensefianza del calculo, lo que ha cambiado (p.e. ver
el proyecto Harvard: Calculo diferencial e integral, Hughes & Gleason et al., 1999) es el tipo
de acercamiento en su ensefianza. Por ejemplo, en ese proyecto, para la ensefianza del calculo
(en donde participaron matematicos, profesores y didactas de las matematicas de 11
instituciones) se propone iniciar con el tema de funciones. Nada nuevo con respecto al tema.
La diferencia es que la resolucion de problemas es importante y el contexto también. Bajo ese
punto de vista, inician el segundo capitulo con el concepto de velocidad y de inmediato con la
derivada, técnicas de derivacion, utilizacién de la derivada (aqui se incluye el célculo de
maximos y minimos), la integral definida, construccion de primitivas, integracion
aplicaciones de la integral definida y finalmente, las aproximaciones y las series.

El primer capitulo se parece mucho a lo que los libros de texto sobre Pre-calculo presentan.
Lo novedoso en este proyecto Harvard es la idea de iniciar con un problema relativo a la
fisica: Lanzamiento de una toronja en el aire para introducir la velocidad media, e ir hacia la
velocidad instantanea. Sin embargo, rapidamente se cae en el acercamiento cléasico de la
ensefianza de la derivada. Es decir, en realidad no hay mucha discusion sobre el fendmeno
fisico.

Esto nos muestra algunas de las nuevas tendencias en la ensefianza del calculo que se
relaciona con la introduccion de un problema de fisica en contexto, y el paso a la construccion
del concepto de derivada.

¢Esto determina un camino hacia la construccion de un pensamiento matematico en relacion
al calculo?

En lo que sigue, nosotros intentamos encontrar soluciones parciales a este problema de
aprendizaje enfocandonos al uso de la tecnologia en la ensefianza del calculo, utilizando
situaciones problema en contexto y en relacion a los libros de texto quebequenses.

Aspectos teoricos

Como lo mencionamos en el parrafo anterior, por un lado, la literatura nos muestra una gran
variedad de obstaculos cognitivos de los alumnos relativos al aprendizaje del calculo, como
son el concepto de funcién, pendiente, tangente, taza de cambio, taza de cambio instantaneo,
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limites, infinito, velocidad media, velocidad instantanea, derivada. Por otro lado, desde hace
una década, muchos investigadores consideran que la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas deben estar ligados a procesos de modelaciobn matematica (congresos del
CERME; ICME a través del libro de Blum et. al.,, “Modelling and applications in
mathematics education®, 2007; el PRIMAS-Project, 2007-20013); de una u otra manera, la
influencia de esta nueva tendencia se ha hecho presente en los libros de calculo, o por lo
menos, ese es el caso de los manuales escolares en Québec.

Analicemos esos dos puntos de vista. Si tomamos en cuenta los resultados de Zandieh (2000),
ella investiga acerca de los problemas cognitivos de los estudiantes que han llevado
exitosamente un curso de célculo. Zandieh (Idem) clasifica a esos alumnos en razon a la
respuesta que ellos proporcionan a la pregunta especifica: What is a derivative? Sus datos
provienen de su tesis sobre una experimentacion realizada en 1997. Con estos datos,
fundamentalmente provenientes de la pregunta antes mencionada, ella clasifica a los
estudiantes de acuerdo a su respuesta en una tabla como la siguiente:

Contexto
Gréfico Verbal Fisico paradigmatico | Simbolico Otro
Estratos Pendiente | Razén de cambio | Velocidad Cociente de diferencias

Proceso-objeto
Razén de cambio
Limite

Funcién

Figura 1. Esquema del marco sobre el concepto de derivada.

Zandieh muestra que los problemas de aprendizaje de nociones de calculo siguen vigentes.
Este estudio contrasta considerablemente con los realizados por Selden et al., ya que Zandieh
muestra los problemas cognitivos para recordar un concepto matematico, mientras que Selden
et al., muestran los problemas que los estudiantes tienen al resolver problemas no rutinarios
de calculo. Otro enfoque es el de Hardy (Idem) en relacién al concepto de limite, en donde
muestra los obstaculos cognitivos de los alumnos en el célculo de limites desde una
perspectiva institucional (analizando examenes propuestos durante varios afios en una misma
institucion).

Regresando al estudio de Zandieh, algunos alumnos evocan la nocion de velocidad en
relacion a la pregunta (What is a derivative?), pero Zandieh no les proporciona un problema
fisico explicito a resolver. En el caso de Selden et al., ellos dejan completamente de lado los
problemas en contextos fisicos. En el caso de Hardy, como lo mencionamos, ella analiza los
examenes propuestos en varios afios con respecto al concepto de limite, en una sola
institucion, y en todos esos exadmenes lo que se les solicita a los alumnos es de corte
operatorio y no conceptual. En la parte experimental de su tesis, ella propone a los alumnos la
clasificacion de enunciados sobre el célculo de limites sin realizar propiamente el calculo,
mostrando los problemas que tienen los estudiantes desde un punto de vista conceptual. En
este estudio, el contexto es puramente algebraico. Nuevas tendencias sobre problemas de
aprendizaje en contexto son pocos, por ejemplo la tesis de Paéz (2004), Dufour (2010), entre
otros.

¢Qué hacer bajo la nueva Optica de la ensefianza del calculo en contextos fisicos como los
promulgados por CERME, PRIMAS e ICME? Nuestra posicién es que nos acerquemos a los
nuevos cambios en la ensefianza del calculo y propongamos a los profesores de matematicas
nuevas actividades que les permita contar con un apoyo en esta reforma de la ensefianza del
calculo en la escuela pre-universitaria.
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Objetivo de investigacion

En este documento, queremos analizar la introduccion a la derivada en los libros de texto,
asociar este analisis con resultados de investigacién y proponer una nueva secuencia desde un
punto de vista tecnologico.

Metodologia
De acuerdo con nuestro objetivo de investigacion, la metodologia sigue tres etapas:

12 Andlisis de textos actualmente vigentes en el sistema educativo (en nuestro caso en
Québec) con respecto al tema de derivada,

2% Analisis de productos de investigacion alrededor de los obstaculos cognitivos que presentan
los estudiantes de ensefianza preuniversitaria o de primer afio universitario.

3° Propuesta de una nueva secuencia de ensefianza que tome en consideracion las dos etapas
antes mencionadas y que pueda ser aplicada dentro de un marco de aprendizaje sociocultural
con una metodologia ad hoc, en nuestro caso ACODESA.

Lo ideal seria contar con una 42 etapa de experimentacion y analisis de resultados.
Andlisis de textos (12 etapa)

Iniciamos nuestro andlisis de textos con el libro clasico de Cruse & Leman (1971/1982):
“Lecciones de Célculo 1”.

Los autores mencionan que el libro esta dirigido para estudiantes de muchas ramas cientificas
y no exclusivamente para los matematicos.

En su libro, lo inician con: Dos problemas de optimizacion, tangente, método de Descartes de
raices iguales, método de Fermat, y asi llegan a la definicion de derivada.
¢Por que iniciar con problemas de optimizacion?

En otros libros de la época, iniciaban completamente con otro acercamiento, por ejemplo, con
los numeros reales, funciones, limites, continuidad y asi llegaban a la derivada (Spivak, por
ejemplo).

Hemos escogido analizar el libro de Cruse & Leman (version en Esparfiol, 1982) porgue esta
mas cercano al curriculum de Québec por competencias y ligado a la resolucién de situacion
problema (existen otros libros de ese tipo escritos en el pasado, p. e. Hervieux, Langois et
Dupont, 1971). En realidad la introduccion del libro Cruse & Leman (ldem) esta ligado a la
resolucion de problemas en contexto y no a la nocién de situacion problema (ver més lejos la
comparacion que hacemos al respecto).

En libro de Cruse & Leman, ellos proponen en su introduccion a la derivada, trabajar con dos
problemas de optimizacion:

a) El problema de la caja (sin tapa),
b) El problema de la lata de aceite.

Qué podemos decir del problema, que trata sobre la construccion de una caja de volumen
maximo a partir de un trozo de papel con medidas determinadas.

1) El problema es de aplicacion de la matematica en contexto.
2) Lasolucion es Gnica.
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3) Uso de representaciones multiples, pasando de un dibujo, representacién de una figura
en el plano, a la representacion en el plano de varias cajas para ejemplificar diferentes
volimenes.

4) Representacion algebraica.
5) Tabla de valores.

6) Paso a la representacion gréfica de la funcion continua y puntos sobre la curva en
relacion a la tabla de valores.

7) Observacion y decision sobre el valor que proporcionaria un valor maximo de la
funcion.

8) Discusion para mostrar la necesidad de un proceso de refinamiento para calcular el
maximo de la funcion, promoviendo la idea de que ese punto se conseguiria
construyendo la tangente horizontal para el maximo de la curva.

Proceso analogo para el segundo ejemplo con la lata de aceite, en donde el problema es el de
calcular el minimo de material para construir un recipiente cilindrico de un litro.

Ahora, analicemos un libro de texto actual que sea utilizado en la escuela quebequense; entre
los diferentes manuales hemos seleccionado dos de entre ellos: Hamel & Amyotte (2007),
Brunel & Désaultels (2011).

Iniciemos con Hamel & Amyotte. Su introduccidn al concepto de derivada se realiza primero
con un ejemplo el llenado de un recipiente en el registro algebraico exclusivamente sobre el
calculo del limite del volumen en un momento dado. El segundo ejemplo es mucho mas
desarrollado, en donde se proponen varias representaciones con respecto a la actividad:
Lanzamiento de una bola hacia arriba (fendmeno utilizado también por Hughes & Gleason et
al., 1bid).

Las nociones implicadas en el ejemplo de Hamel & Amyotte son las siguientes:
a) Contexto fisico. Lanzamiento de una bola,
b) Variables: altura de la bola y tiempo transcurrido.

c) Funcion. Se proporciona una funcion que determina la altura de la bola en cualquier
instante segun las leyes de la fisica. La funcidn es una cuadratica.

d) Velocidad media,

e) Secante y taza de variacion media,

f) Tangente como limite de secantes, tabla de valores,

g) Velocidad instantanea como el limite de las velocidades medias en un instante dado.

Con respecto al texto de Brunelle & Désaultels, el primer ejemplo es general sobre la
velocidad de la sangre en las venas y también se desarrolla en el contexto algebraico. En el
segundo ejemplo se tratan varias representaciones con respecto a: Trayecto en automovil de
una ciudad a otra. Las caracteristicas del ejemplo son:

a) Contexto fisico. Trayecto en automovil,
b) Variables: distancia recorrida y tiempo transcurrido.

c) Representacion grafica de una funcion. Se proporciona la representacién grafica de una
funcidn que determina la distancia recorrida por el automovilista en funcion del tiempo
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transcurrido. Funcion estrictamente creciente, derivable, no ligada en principio a ninguna
funcidén conocida por los estudiantes.

d) Velocidad media,

e) Derivada como el limite de las velocidades medias en un instante dado.
Posteriormente al ejemplo, se introduce:

e) Taza de variacion media y representacion grafica con su correspondiente secante,
f) Derivada como el limite de la taza de variacion media.

Doufour (2011) realiza una investigacion la cual consiste en observar la introduccion al
concepto de derivada en el aula de matematicas por dos profesoras. Que cuenta en su
formacion con una licenciatura en matematicas y con 30 afios de experiencia, otra con
licenciatura y maestria en matematicas y licenciatura en ensefianza de las matematicas y con 2
afios de experiencia en la escuela secundaria e inicia la imparticion de un curso en la escuela
preuniversitaria. Las dos utilizan el mismo programa de estudios, el mismo manual (Harel y
Hamyotte) y en general trabajan juntas para la imparticion de sus cursos de calculo.

Dufour (Idem) nos proporciona los obstaculos cognitivos que tuvieron los alumnos en cada
uno de esos cursos, obstaculos de diferente indole, unos ligados a la dificultad de los temas de
calculo, y otros ligados a la manera como se ensefia.

La ensefianza de las profesoras es magistral y solamente las profesoras hacen preguntas de
tanto en tanto para saber si los alumnos las siguen. Como es usual en estos casos, a la
respuesta de la parte de uno de los estudiantes, la profesora se da por satisfecha y prosigue su
discurso.

Dufour (ldem) muestra la clase de obstaculos cognitivos ligados a la complejidad del
contenido que pudo observar en la clase:

a) Dificultades para entender el enunciado. El libro no presenta dibujo alguno, y la profesora
no simula el fendmeno en clase. Problemas para representar graficamente la situacion.

b) El concepto de funcion y la evaluacion de elementos del dominio de la funcion. Por
ejemplo, qué significa evaluar f(x+h),

F(t, +h)— F(t,)

c) Problemas entre la equivalencia de notaciones v(?_:(t") y
o

t,+h)—f(t)

— f
d) Problemas entre la equivalencia de notaciones limM y lim (
R S A h0

fx+h)—f(x)

b representa una funcion, la funcién

e) Problemas para entender que f(x) =]j£

derivada.
Problemas promovidos por la manera como se ensefia (profesora con experiencia):
a) La profesora le proporciona poca importancia al contexto fisico de las actividades,

b) La profesora le proporciona poca importancia a las representaciones graficas y a los
procesos de conversion,

c) La profesora proporciona una prioridad absoluta a las representaciones algebraicas.
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Problemas promovidos por la manera como se ensefia (profesora con poca experiencia):
a) La profesora pareciera otorgarle una gran importancia al contexto fisico,

b) La profesora pareciera otorgarle una gran importancia a la representacion gréfica y
procesos de conversion entre la representacion grafica y la algebraica; sin embargo, sus
ejemplos de fendmenos fisicos los ejemplifica todos con una cuadratica concava hacia
arriba, mostrando contradicciones en la interpretacion con los fenémeno fisicos por ella
mencionados. Mostrando con ello que la representacion grafica no es prioritaria y que la
representacion algebraica si que lo es.

b) La profesora pasa de una notacion a otra sin proporcionar explicaciones diciendo

solamente que son equivalentes, p.e. entre ltlmM y lim f(t" +h)_ f(t") :

ot h-s0 h

Precisamente, el estudio de Dufour (2011) trata del problema de analizar el comportamiento
de los alumnos frente a una tarea en contexto; y lo primero que salta a la vista en este estudio,
es que los profesores de matematicas de su muestra le otorgan poca importancia al contexto y
a la conversion entre representaciones, priorizando la representacion algebraica.

Nuestra posicion es que con estos cambios curriculares, es necesaria una mayor investigacion
de la ensefianza y aprendizaje del célculo en situaciones en contextos reales.

Regresando a los dos ejemplos de los manuales escolares podemos decir que en los dos
ejemplos introductorios, el lector se lleva la impresion que el contexto fisico ha sido poco
analizado:

1. En los dos casos, se proporciona la funcion (en el primero con una expresion algebraica, y
en el segundo con una representacion grafica). El estudiante no tiene idea de donde proviene
la representacion.

2. No hay una pregunta clave que motive el céalculo de la velocidad instantanea.

Con un acercamiento semejante, pareciera que la motivacion se pierde tanto de parte del
profesor como del alumno.

Las situaciones de aprendizaje tendrian que ser mejor seleccionadas en donde pudiera existir
mas tiempo de reflexion por parte del estudiante con respecto al fenémeno fisico en estudio.

Acercamiento clasico Acercamiento en contexto fisico
Listado de contenidos a presentar en el aula Situacion  matematica que solicita la
intervencion activa de los estudiantes para
encontrar la solucion

1. funciones, * La situacién se puede modelar con una o
2. limites, varias funciones,
3. razon de cambio, * La situacion promueve el uso de la razén de
4. tangente, cambio, secante,
5. derivada. * La situacion promueve el paso al limite para

encontrar una respuesta adecuada, tangente,
velocidad instantanea, derivada.

En la columna de la derecha se excluye la definicion de derivada que deberéa ser tratada por el
profesor en un proceso de institucionalizacion.

Disefio de actividades en la ensefianza del célculo para el aprendizaje en el aula desde un
punto de vista sociocultural

En nuestra propuestas de la ensefianza de las funciones (curso de didactica y de la variable y
las funciones), proponemos situaciones problema que permiten la manipulacion de objetos
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fisicos y toma de datos. Bajo esta Optica, la modelacion matematica se realiza de manera
natural, permitiendo la construccion de expresiones algebraicas y su manipulacién respectiva.
Precisamente, en Hitt & Cortés (2009), hemos presentado un esquema general:

Situacion problema

Fenomeno ) Observaciones
a estudiar experimentales

AN

Modelacién matematica
Representacion

A verIbaI W
Representacion
pictorica (esquema)
Bosquejo
1. 5 - de la 1 o)
Vgm=| Representacion ¢ Representacion |aged
numérica grafica

Representacion
algebraica

7

Representacion
grafica

En forma similar a lo realizado en la ensefianza de las funciones, en este documento nuestra
intencidn es la de proponer una actividad matematica que introduzca a los estudiantes a los
procesos de modelacion matematica, que tenga algun interés desde un punto de vista
tecnoldgico, y que pueda tratar contenidos matematicos que nos interesen en un aprendizaje
sociocultural; en este caso el concepto de derivada.

Desde un punto de vista metodoldgico, hemos considerado las nociones de la escuela de
Freudenthal (ver Gravemeijer & Doorman, 1999; Doorman & Gravemeijer, 2009), en relacion
a la “Realistic Mathematics Education and Guided Reinvention”. Precisamente, en un medio
de aprendizaje sociocultural, esta metodologia se muestra interesante e importante: La
matematica es vista como una actividad y no como un sistema de signos en donde las reglas
ya estan dadas y lo que tengo que aprender son los procedimientos. Nuestro disefio de
actividades seguira el punto de vista de Freudenthal.

De acuerdo a los programas vigentes y libros de texto quebequenses, debemos iniciar la
ensefianza de conceptos matematicos con situaciones problema en contexto. Desde ese punto
de vista, consideramos importante que la introduccion a un curso de calculo se sigan las
siguientes etapas que se describen a continuacion:

Etapa 1. Proposicion de una situacion problema en contexto sobre el célculo de un méximo o
minimo, de manera a iniciar en el aula una actividad que permita la manipulacién de
objetos fisicos, toma de datos y su representacion discreta de esos datos con un
software adecuado (GeoGebra, calculadora, etc.).

Etapa 2. Un andlisis de los datos discretos y discusion sobre el carécter continuo de la
situacion. Ello para introducir el poligono que permita unir los puntos discretos en el
plano. De hecho, seria importante de discutir la construccion de una funcidn por partes
desde un punto de vista geometrico. Su dominio, conjunto imagen (en forma dinamica
con el software utilizado).

Etapa 3. Construccion visual de f(x) = f(x+h). Construir el intervalo [x, x+h] y una paralela al
eje x que pase por el punto (x, f(x)) y (x+h, f(x+h)). Encontrar el maximo o minimo de
acuerdo a la situacion problema en forma aproximada a partir de un metodo visual.
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Etapa 4. Busqueda de una expresion algebraica que modele el fenémeno. Realizar lo mismo
que en la etapa 3. En este caso, poner énfasis visualmente en el método de Fermat para
calculo de maximos y minimos.

Etapa 5. Utilizar el método de Fermat desde un punto de vista algebraico y ejemplificado con
el software. Encontrar el maximo o minimo para resolver el problema.

Etapa 6. Discutir sobre la pertinencia del método (incremento no nulo y luego nulo...),
discusion de la tangente al maximo y/o minimo desde un punto de vista visual cuando
el incremento es nulo.

Etapa 7. Utilizar una situacién problema en contexto de la fisica. Lo que parece mas
adecuado es el movimiento horizontal para utilizar conceptos intuitivos de velocidad.
La situacién debe implicar en forma natural el surgimiento de la pregunta ¢Cual es la
velocidad maxima del objeto que se analiza? Es decir que se considera el paso de la
velocidad media a la velocidad instantanea. Nuevamente la situacion debe permitir el
uso de un paquete que permita el analisis de datos y de funciones. Proponemos el
realizar un pequefio film que pueda ser procesado con el software TRACKER (uso
libre para PC y Mac) y luego con GeoGebra (uso libre para PC y Mac) u otro paquete
con caracteristicas similares. En este caso, no necesariamente se trata de encontrar el
maximo o minimo de una funcién, puede ser la basqueda de un punto de inflexion. El
proceso debe ser similar al utilizado en las etapas preliminares.

Etapa 8. Proceso de institucionalizacion. Introduccion de la derivada en el contexto usual.

Siguiendo nuestra propuesta, de hecho, podemos proporcionar una serie de actividades en el
aula siguiendo las etapas antes mencionadas.

Etapa 1 a 6. Una actividad clasica transformada a un medio tecnoldgico. El famoso
problema de la cajita de volumen maximo

Con el problema de la cajita, queremos introducir aspectos como:
a) Un acercamiento experimental de las matematicas,
b) Manipulacion de objetos fisicos, toma de datos, uso de tecnologia (GEOGEBRA),

c) Acercamiento discreto a la solucion del problema desde un punto de vista grafico
(GEOGEBRA),

d) Acercamiento continuo a la solucién del problema, primero con una funcién no derivable
en algunos puntos, posteriormente con una funcion derivable, desde un punto de vista
grafico (GEOGEBRA),

e) Introduccion de la secante y tangente horizontal para el calculo de maximos desde un punto
de vista geométrico con GEOGEBRA,

f) Introduccion de la notacion f(x) y f(x+h) desde un punto de vista grafico con GEOGEBRA
y trabajo en ambiente de papel y lapiz,

g) Introduccion del proceso de Fermat sobre la "adegalidad™: "f(x) ~ f(x+h)" y la tangente en
el maximo de la representacion grafica de la funcion.

Etapa 7. Una actividad en contexto real que pueda ser tratada en un contexto
tecnologico. EIl famoso problema de Aquiles y la tortuga. Nuestra propuesta es sobre el
entrenamiento de Aquiles para el gran evento...

Nuevamente como lo hemos sefialado, nuestra proposicion estd pensada para desarrollarse en
un medio tecnoldgico.



Nuevas tendencias en la ensefianza del ... 11

Situacién problema

Fend ) = Obser i
a astudiar # | experimentales
L ey B
Proceso de modelaciéon
matemdtica
- P ) )
F Anilisis de video A 4
Representacion pictorica (dibujo)
Representacion verbal de
las variables en juego
— N ¥
Repr 4 jo de |
it € rep ic oe
grifica
Representacién
algebraica y grifica

Considerando el esquema, la proposicién tiene que ver con:
a) Un acercamiento experimental de las matematicas,

b) Analisis de un video, toma de datos con el paquete TRACKER, tratamiento de los datos
con GEOGEBRA,

c) Acercamiento discreto a la solucion del problema desde un punto de vista grafico
(GEOGEBRA),

d) Acercamiento continuo a la solucién del problema, primero con una funcién no derivable
en algunos puntos, posteriormente con una funcion derivable, desde un punto de vista
gréfico (GEOGEBRA),

e) Introduccion de la notacion f(x) y f(x+h) desde un punto de vista grafico con GEOGEBRA
y trabajo en ambiente de papel y lapiz y uso de la tangente en conexion a la velocidad
instantanea, desde un punto de vista grafico con GEOGEBRA,

En las dos primeras etapas esta muy presente una construccion sociocultural de la matemaética.
La idea es que las actividades sean propuestas en el aula siguiendo las etapas de la
metodologia ACODESA.

8a etapa. Proceso de institucionalizacion

Introduccion en forma paralela:

1. velocidad media y velocidad instantanea, representacion algebraica,

2. secante y la tangente como limite de las secantes, forma grafica y algebraica,
3. Reconciliacion con el método de Fermat y definicion de derivada.
Consideraciones finales

En la introduccion a este documento, hemos querido proporcionar una vision de los
problemas de aprendizaje del calculo que subsisten todavia en la época actual. Las reformas
en la ensefianza del célculo no han podido resolver el problema y se sigue buscando
soluciones al mismo.

Con la nueva reforma de la ensefianza del calculo en donde las situaciones problema y
procesos de modelacion matematica se hacen presentes, nuevos retos se imponen.
Nuevamente como en reformas anteriores, los profesores de matematicas no cuentan con
ejemplos claros de qué hacer en el aula, y en muchos casos, los problemas y situaciones
problema utilizados en los manuales escolares no estdn completamente adecuados a las
estrategias didacticas del profesor. De hecho, en este nuevo tratamiento de los contenidos del
calculo en los manuales quebequenses, la tecnologia no juega el papel que deberia jugar. En
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los libros de célculo se sigue promoviendo exclusivamente el uso de tecnologia para graficar
funciones, perdiéndose toda la riqueza que podria proporcionar la tecnologia en los procesos
de modelacion matematica.

Es por ello que en este documento hemos enfatizado elementos tedrico-préacticos en el disefio
de actividades en ambientes tecnoldgicos.

Un punto importante en nuestros disefios de ensefianza es la importancia de realizar
manipulaciones con los objetos fisicos. Es el caso del problema de la cajita de volumen
maximo. Una vez desarrollada esa etapa, consideramos el video como herramienta importante
para analizar fendmenos fisicos. La relacion que hacemos entre TRACKER y GEOGEBRA
es importante para formalizar procesos de modelacion. Tracker nos permite la toma de datos,
y GeoGebra su tratamiento para la basqueda de modelos matematicos, ya sean desde un punto
de vista, geométrico, grafico y algebraico. Promoviendo si se quiere la articulacion entre
representaciones que es importante en la construccion de conceptos (Duval, 1993, 1995).

Otro punto fundamental en nuestra propuesta de ensefianza es sobre la importancia del trabajo
con papel y lapiz. Es importante el paso de un ambiente a otro para que el aprendizaje sea
efectivo. Hasta que no contemos con un uso expedito de herramientas de la escritura natural
en alguna tableta electrénica, no es recomendable olvidarse de los gestos al apoyarse en la
escritura natural y representaciones pictéricas que realiza el estudiante fuera del ambiente
tecnoldgico para resolver un problema matematico o una situacion problema.
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Anexo: Actividades a desarrollar en el aula de matematicas con ACODESA

Pagina 1 Caja sin tapa de volumen maximo

ACTIVIDAD EN EQUIPO Consignas :

= Para el trabajo individual/inicial, utilizar
boligrafo de tinta negra.

Nombre del equipo : = Para el trabajo en equipo (o especificar el
momento), si tu modificas tu trabajo, utilizar un
boligrafo de tinta roja.

= Después del debate en gran grupo ( o especificar
el momento), si tu modificas tu trabajo, utilizar
un boligrafo de tinta verde.

Nombres de los miembros del equipo :

Caja sin tapa de volumen maximo

Pagina 2

Caja sin tapa de volumen méaximo
De una pieza de papel de 13,97 cm sobre 10,79 cm (un cuarto de hoja de papel), se puede construir una caja al
doblar un cuadrado en las cuatro esquinas para asi construir una caja sin tapa. ¢ Cual debe ser la medida de un lado
de los cuadrados para que el volumen sea maximo?

Realice un dibujo de la situacion:
Preguntas generales:
a) ¢ Qué variables podemos tomar en cuenta ?

Pagina 3

Pregunta a)
Construye tu propia caja para que la compares con tus compafieros.
Mide la altura y el volumen de tu caja.

Pagina 4

Realiza una tabla de valores con los datos de varios de los participantes y pasa a GeoGebra para hacer una tabla
de valores con los datos obtenidos para realizar un analisis visual.

Utiliza la instruccidn « linea poligonal » de GeoGebra para tener una mejor vision de la situacion.

Construye un punto en el intervalo entre 0 el valor maximo que podria tomar la variable independiente, dibuja
una linea vertical a partir de ese punto, el punto de interseccidn con la curva, una linea horizontal para encontrar
un punto del otro lado de la curva y por ultimo, una linea vertical pasando por se punto para encontrar la
interseccion con el eje de la variable independiente.

Pagina 5

Desplazar el punto libre para visualizar en donde se encuentra el maximo. De forma aproximada, encontrar el
valor de la variable independiente que proporciona el valor maximo.

Pégina 6

Ahora, realiza un analisis algebraico de la situacion, para construir una funcion que modele el
fendmeno.

Una vez que se ha obtenido la funcion, hacer el mismo procedimiento que se ha hecho con la linea
poligonal, pero esta vez con la representacion gréfica de la funcion.
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Pagina 7

Realiza un resumen analizando las etapas desarrolladas desde un punto de vista geométrico y
algebraico.

~ Tableur ~ Graphique
[~ M EE[E [= [TH][-Te - T+~
A | B 140
1 Auteur Volume
2 0 0 120]
3 1.5 12818
4 1.9 135.06 100 M
5 2z 13539 |
6 222 13434 - |
7 25  129.84 I
8 254 12893 el I
9 317 107.63 I
|
10 3.8 77.21
4 ]
11 5.4 0 |
12 20 I
13 I
14 0 4 10
15 -2 -1 o 1 2 3 4 5 6
» Algébre ~ Tableur ~ Graphique
Sorore . DiEEEEE a
3 cy=135.22 A | B ‘ 140 M
O dix=2.04 1 Auteur Volume
D kix =195 |
= Ligne brisée 2 0 0 12 |
5 a- 270.88 3 15 12818 :
= Point
A )
3 B=(L5,128.18) S !
3 C=(19,135.06) 6 222 13434 80 |
3 D=2 13539 7 25 129.84 |
9 E=(2.22,134.34) 8 254 12893 |
3 F=(2.5,129.84) 60 I
3 G =(2.54,128.93) :J 3.17| 10763 I
3 H=(3.17,107.63) 10 38 77.21 20 I
@ 1=(3.877.21) 1 5.4 0 |
3 J=(54,0) |
@ K =(195,0) 4 204 |
3 L= (195, 135.22) 13
3 M= (2.04,135.22) 14 0 ko
4 N=(1.95,135.22) T ) 1 0 1 2 3 1 5

Una aproximacion a la resolucion del problema es que para una medida del lado del cuadrado de 1.95
cm, obtenemos un volumen de 135.22 cm”.

El descubrimiento de la formula no es dificil. Lo hemos visto con estudiantes egresados del nivel
Cégep. Ellos, en un contexto algebraico, proporcionan rapidamente:

Volume (X) = (10,79 — 2 x) (13,97 — 2 X) X

» Algebre » Graphique

= Droite
O arx = 2.02
3 b:y=1354
O cx=202
O hix =201 1507

= Fonction BE C
3 v(x) = (10.79 — 2 x) (13.97 - 2x)

= Point |
@ A=(2.02,0 |
3 B = (2.02,135.4) |
3 C=(202 1354) 10 |
3 D=(2.02,0 |
9 E=(01,135.4) |
4 F=(2.01,0 ]
3 G=(54,0) I

= Segment I
@ d=1354 504 |
4 e=10
@ f=135.4 !
2 g=0 |
@ i=1354 |
@ j=001 I
3 k=001 0 o “

4 2 I ] 4 b
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Para x entre 2.01 y 2.02 se obtiene que el volumen es igual a 135.4 cm®.
Como precisar esta aproximacion. Veamos el siguiente método debido a Fermat:
Volume (x) = (10,79 - 2 x) (13,97 — 2 X) x

Entonces,

V(x) = V(x+h),

604

404

b — — — —

o — =

V(x+h)=[10,79-2(x+h)] 13,97-2(x+h)](x+h)
V(x-+h)=[(10,79-2x)-2h] (13,97-2x)~2h](x+h)

V(x+h)=[ (10,79 -2x)(13,97-2X) ~2h(10, 79— 2x) ~2h(13,97—2xX) + 4 | (x-+h)
V(x-+h)=x] (10, 79— 2x)(13, 97— 2X) — 2h(10,79 ~2X) — 2h(13,97—2X) + 41 |

+ (10,79-2X)(13,97—2x)—2h(10, 79— 2X)— 2h(13,97-2X)+ 41 | h
V(x+h)=X(10,79 - 2x)(13,97—2x) - 2xh(10, 79— 2X) - 2x1(13,97 - 2X) + 4x*
+{(10,79-2x)(13,97-2x) - 2h(10,79 - 2X)~ 2h(13,97—2X) + 4k* | A

Ya que, V(x) = V(x+h),

0=—2xh(10,79—2X)—2x(13,97—2X) + 43t

4] (10,79 -2x)(13,97—-2%)~2h(10,79-2x)~2h(13,97-2x)+ 47 | h

Dividiendo la expresion por h, se obtiene:

0=-2x(10,79—2x)-2x(13,97—2x) +4xh

+{ (10,79-2x)(13,97—2x) - 2h(10,79—-2x) - 2h(13,97 - 2x)+ 4]

fx) = fix+h
12

804

Puesto que h es « despreciable »,

|
|
|
|
|
|
|
|

2
X=x+h

0=—-2x(10,79—2x)—2x(13,97 - 2X) + (10,79 -2x)(13,97 - 2x)

Resolviendo esta ecuacion de 20 grado, obtenemos que el maximo se alcanza para x = 2,01289.
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Pagina 1

ACTIVIDAD EN EQUIPO

Nombre del equipo :

Nombres de los miembros del equipo :

Consignas :

Para el trabajo individual/inicial, utilizar boligrafo de
tinta negra.

Para el trabajo en equipo (o especificar el momento), si
tu modificas tu trabajo, utilizar un boligrafo de tinta roja.
Después del debate en gran grupo ( o especificar el mome
si tu modificas tu trabajo, utilizar un boligrafo de tinta vert

Entrenamiento de Aquiles
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Preguntas globales:

Entrenamiento de Aquiles
Aquiles esta en constante preparacidn para su competencia con la tortuga.
Dado que la competencia es por etapas, €l inicia

Puedes analizar el video de Aquiles para responder a las preguntas siguientes:

a) ¢Cudles son las variables que debemos tomar en cuenta?

b) ¢Cual es la velocidad media en su primer intento de un lado al otro de la cancha de basquetbol?
¢) Si consideramos varios intervalos de tiempo, cudl es su velocidad media para cada intervalo?
d) Si consideramos intervalos de tiempo mas y mas pequefios, ¢la velocidad media es la misma?
e) ¢Cual es la velocidad maxima de Aquiles en los primeros 15 metros?

su preparacion con la carrera a pie.
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Pregunta a)

Analizando el video, ;Qué variables debemos tomar en cuenta?
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Pregunta b)

Utilizando el paquete Tracker, determina la velocidad media en la primera etapa.

1Video realizado por el grupo de alumnos del Dr. Rafael Pantoja.
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| Dato necesario en el uso de Tracker: Ancho de la cancha de basquetbol 15 m. |
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Pregunta c)

Una vez que se ha fijado el nimero de cuadros por cada 0.3 de segundo (por ejemplo, 5 cuadros
por 0.3 s), el paquete Tracker proporciona una particién de intervalos de tiempo. Calcular la
velocidad media para cada intervalo con la ayuda de otro paquete. Por ejemplo, copiar los datos de
Tracker a una hoja de Excel o de GeoGebra y proporcionar diferentes representaciones del
fendémeno.

¢Es posible de representar el fendbmeno con una curva continua?

Si la respuesta es si, ;como construirla? No, explicar por qué no.
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Pregunta d)

Con la ayuda de Tracker, fijar un nimero mas pequefio de cuadros por segundo. Tracker
proporciona una particion en intervalos de tiempo mas pequefios. Calcula la velocidad media para
cada intervalo.

Realiza una comparacion con lo obtenido en c).

¢ Qué puedes deducir de la comparacion?

¢Qué sucederia con la representacion grafica si continuaramos con el proceso de reducir los
intervalos de tiempo?

¢El fenémeno permitiria el pensar en realizar un proceso de intervalos mas cortos?
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Pregunta e)

¢Seria posible proporcionar una respuesta a la pregunta sobre la velocidad maxima de
Agquiles en los primeros 15 metros? Argumenta, explica, calcula, demuestra,...
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