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Resumen

El presente trabajo reporta los resultados de una situacioén didéctica, disefiada con los
fundamentos de la Teoria de las Situaciones Didacticas y teniendo como metodologia la
Ingenieria didactica, que tiene la finalidad de aportar una herramienta, guiada con el software
GeoGebra, que promueva la ensefianza-aprendizaje del calculo de raiz cuadrada a través de
una aproximacion geométrica. De igual manera, promueve la identificacion de las notaciones

vaya'’z como equivalentes.
Palabras Clave: Exponente Y%, raiz cuadrada, aproximacion, situacion didactica
Abstract

This research reports the results of a didactic situation designed with the foundations of the
Theory of Didactic Situations and Didactic Engineering as a methodology, which has the
purpose of providing a tool, guided with the GeoGebra software, that promotes the teaching-
learning of the square root calculation through a geometric approximation. Similarly, it

promotes the identification of the notations va y a'’z as equivalent.
Key words: Exponent %2, square root, didactic situation
Antecedentes, problemaética y objetivo

Varias investigaciones dan cuenta de la problematica relacionada con el aprendizaje de los
exponentes (Lezama, 1999; Martinez, 2007; Gonzalez, 2010; Barrios, 2015; Dennis y
Confrey, 2000; Cantoral y Farfan, 1998; Boyer, 1968; Cajori, 1913; Socas, 1997; Abrate,
Pochulu y Vargas, 2006; Cadenas, 2007; Sosa, Huitrado, Hernandez, Borjon y Ribeiro, 2013;
Rico, et al., 2015). Es importante mencionar que ésta la han vivido los docentes en el aula
cuando abordan este contenido. Las investigaciones que se analizan en este trabajo se
clasifican de acuerdo con su tipo (Figura 1), a saber:

e Lasque muestran los errores cometidos por los estudiantes en el contenido de exponentes.
e Las que realizan un analisis historico-epistemoldgico del contenido de exponentes.

e Las que realizan propuestas didacticas para atender la problematica.
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Figura 1. Organizacion de los antecedentes de
acuerdo con el tipo de organizacion.

Debido a que esta investigacion se centra en los errores cometidos por los alumnos,
profundizamos en las investigaciones que atienden esta problematica. Asi, se entiende por
error “intentos razonables, pero no exitosos de adaptar un conocimiento adquirido a una
nueva situacion” (Matz, 1980, citado en Ruano, Socas y Palarea, 2008, p. 312).

En nuestra experiencia hemos observado e identificado que los errores que cometen los
estudiantes de nivel bachillerato, respecto al contenido de exponentes, es debido justamente
a que para ellos no tiene significado el nuevo conocimiento, esto es, no le encuentran el
sentido a que primero se les muestre la propiedad a™ = a X a X a ... X a y posteriormente,

m
el profesor les indique que a® = 1 o bien que a= = Ya™ por mencionar algunas.

Por ello, en el intento de querer entender las nuevas leyes de los exponentes, en ocasiones
tienden a multiplicar la base por el exponente, ya que relacionan dicho contenido con el
producto, asociandolo con la primera propiedad (a™ = a X a X a ... X a) que se mostro en
niveles educativos previos. También se han encontrado algunos trabajos en los que se
abordan aspectos relacionados con nuestro objeto matematico como son: dificultades,
obstaculos y errores que presentan los estudiantes al abordar este contenido. Especificamente
se identifica que el contenido de exponentes, en particular, el exponente %2 es complicado
para los estudiantes, ya que los errores reportados muestran que el contenido no se ha
comprendido en su totalidad.
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De esta manera se identifica que los estudiantes de los niveles de secundaria, bachillerato y
superior no manejan adecuadamente los exponentes racionales, en particular, cometen los
siguientes errores:

1 1 .
a) 22=2 (E) (Martinez, 2007)

b) Estiman que la raiz con radicando negativo e indice impar tiene un doble resultado
reales (3\/—2 = 13), 0 que no posee solucion en el campo de los reales (Abrate, Pochulu
y Vargas, 2006).

c) ldentifican la semantica de potencias con base entera y exponente fraccionario negativo,
1

como tomar el inverso multiplicativo del exponente 97z = 92 = 81. (Abrate, Pochulu y
Vargas, 2006)

Asi, nuestro objetivo es promover la ensefianza-aprendizaje del exponente racional %2 en
alumnos de segundo semestre de bachillerato, a traves del disefio y aplicacion de una
situacion didactica con uso de GeoGebra, con los objetivos especificos:

1. Que los alumnos aprendan a obtener una aproximacion de la raiz cuadrada utilizando la
geometria.

1
2. Que los alumnos identifiquen que va = az a través del uso de la calculadora.
Referente tedrico: Teoria de Situaciones didacticas
La definicion de situacion dada por Brousseau (1999, citado en Panizza, 2003) es la siguiente:

La situacion es un modelo de interaccion de un sujeto con
cierto medio que determina a un conocimiento dado como el
recurso del que dispone el sujeto para alcanzar o conservar en
este medio un estado favorable. Algunas de estas “situaciones”
requieren de la adquisicion “anterior” de todos los
conocimientos y esquemas necesarios, pero hay otras que
ofrecen una posibilidad al sujeto para construir por si mismo un
conocimiento nuevo en un proceso “genético”. (p. 3)

Por otra parte, dentro de la situacion, se puede encontrar particularmente la situacion
didactica que fue definida por Brousseau (1982b, citado en Santald, et al. 1994) de la
siguiente manera:

Un conjunto de relaciones establecidas explicita y/o
implicitamente entre un alumno o un grupo de alumnos, un cierto
medio (que comprende eventualmente instrumentos u objetos) y
un sistema educativo (representado por el profesor) con la
finalidad de lograr que estos alumnos se apropien de un saber
constituido o en vias de constitucion. (p.4)

La definicién anterior puede ser mejor descrita mediante el conocido tridngulo didactico o
sistema didactico, que se muestra en la figura 2.
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Figura 2. Triangulo didactico de la teoria de situaciones didacticas.

En la figura 2 se muestra la relacién que hay entre el saber, el profesor, el alumno y el medio,
dichas componentes deben de aparecer en una situacion didactica y no debe faltar ninguna.
En la situacion didactica el medio pueden ser varias cosas como, por ejemplo: material
didactico, recursos tecnoldgicos, juegos como el domino, la loteria, entre otras. Es importante
resaltar que la situacion didactica siempre debe de tener la intencionalidad de que el alumno
aprenda algo.

Brousseau (s.f., citado en Santalo, et al., 1994) hace una distincion de los tipos de situaciones
que se pueden encontrar en una situacién didactica, dicha distincion puede verse como etapas
de la situacion didactica y son:

1. Las situaciones de accion, en las que se genera una interaccion entre los alumnos y el
medio fisico. Los alumnos deben tomar las decisiones que hagan falta para organizar su
actividad de resolucion del problema planteado.

2. Las situaciones de formulacién, cuyo objetivo es la comunicacion de informaciones,
entre alumnos. Para esto deben modificar el lenguaje que utilizan habitualmente,
precisandolo y adecuandolo a las informaciones que deben comunicar.

3. Las situaciones de validacién, en las que se trata de convencer a uno 0 varios
interlocutores de la validez de las afirmaciones que se hacen. En este caso, los alumnos deben
elaborar pruebas para demostrar sus afirmaciones. No basta la comprobacion empirica de que
lo que dicen es cierta; hay que explicar que, necesariamente, debe ser asi.

4. Las situaciones de institucionalizacién, destinadas a establecer convenciones sociales.
En estas situaciones se intenta que el conjunto de alumnos de una clase asuma la significacion
socialmente establecida de un saber que ha sido elaborado por ellos en situaciones de accion,
de formulacion y de validacion. (p. 5).

Metodologia

La nocidn de ingenieria didactica se origino en la didactica de las matematicas a comienzos
de los afios ochenta, ésta surgiéo como una metodologia para realizar Situaciones Didacticas
y se define como:

[...] una forma de trabajo didactico equiparable con el trabajo del ingeniero quien, para
realizar un proyecto determinado, se basa en los conocimientos cientificos de su dominio
y acepta someterse a un control de tipo cientifico. Sin embargo, al mismo tiempo, se
encuentra obligado a trabajar con objetos mucho mas complejos que los objetos depurados
de la ciencia y, por lo tanto, tiene que abordar préacticamente, con todos los medios
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disponibles, problemas de los que la ciencia no quiere o no puede hacerse cargo. (Artigue,
1995, pp. 33-34).

Artigue (1995) menciona que las cuatro fases de la ingenieria didactica como metodologia
son:

Fase 1: Analisis preliminar. Se consideran al menos tres dimensiones, las cuales se
podrian desarrollar para tener completa la primera fase, son:

1. Ladimensién epistemoldgica asociada a las caracteristicas del saber en juego.

2. Ladimensidn cognitiva asociada a las caracteristicas cognitivas del publico al cual se
dirige la ensefianza.

3. Ladimensién didactica asociada a las caracteristicas del funcionamiento del sistema
de ensefianza. (p. 40)

La dimension epistemoldgica del objeto matematico que nos ocupa en esta investigacion, se
reporta que segun Dennis y Confrey (2000), aunque John Wallis (1606-1703) no fue la
primera persona que sugirié exponentes racionales (fraccionarios), pues antes ya habian sido
propuestos por Oresme en el siglo XIV y por Girard y Stevin en el siglo XV1, se le conoce a
él como el primero, debido al peso que tuvo su trabajo del Arithmetica Infinitorum (Wallis,
1972), ya que a pesar de que en éste no se muestran demostraciones formales, las definiciones
de Wallis son duraderas dentro de las matematicas debido a que demuestra su viabilidad a
través de multiples representaciones (tabulares, geométricas y algebraicas). Ademas, el
Arithmetica Infinitorum sirvié de base para otros trabajos, por ejemplo, para que lsaac
Newton (1642- 1722), desarrollara su famoso binomio.

De igual forma Dennis y Confrey (2000) reportan en su investigacion, que desean entender
el desarrollo de exponentes racionales en un nivel mas profundo y no verlos simplemente
como una extension de patrones numéricos y sus propiedades, ya que éstos surgieron por la
necesidad de calcular areas, limite de razones, razones con nimeros negativos y funciones
continuas.

También, Dennis y Confrey (2000) mencionan en su investigacién que la historia permite
ver diferencias entre indice, exponente y potencia, sin embargo, no comentan cuales son
dichas diferencias, pues, en ocasiones cuando escriben indice, entre paréntesis escriben
exponente.

Respecto a los exponentes naturales, Dennis y Confrey (2000) mencionan en su documento,
que la Geometria de René Descartes (Descartes, 1952) fue el primer tratado publicado en el
que se escribe un exponente natural como un superindice, es decir, se utiliza un indice para
representar la multiplicacion repetida (reiterada), escribié x 3 en lugar de xxx.

En la dimensidn cognitiva, segln Farfan (1997), se distinguen dos aspectos importantes que
se deben de realizar.

e Poner en evidencia la diversidad de ideas que se tienen sobre un mismo objeto
matematico, las diferentes representaciones que se le asocian al objeto y el tratamiento
que se le da.

e Hace una distincion entre los conocimientos que el profesor desearia que sus alumnos
tengan y los que realmente han adquirido.
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Esta dimension se refiere principalmente a los estudiantes, es decir, se observa qué
conocimientos tienen los alumnos respecto a un determinado contenido.

En esta dimension se disefié y aplico un cuestionario, con la finalidad de identificar los
conocimientos previos relacionados con los exponentes fraccionarios y en especifico el de
Y, de los estudiantes de primer semestre de bachillerato. Este cuestionario se aplicé a 20
estudiantes del Colegio Santa Elena de la Universidad de la Veracruz y a 30 estudiantes de
la Preparatoria plantel V de Universidad Autonoma de Zacatecas. Obteniéndose del analisis
que se realizo, que ningun estudiante logré proporcionar un valor correcto para el exponente
fraccionario.

La dimension didactica, asociada a las caracteristicas del funcionamiento del sistema de
ensefianza. Hace referencia al papel del maestro, a través de los procesos de ensefianza,
orienta, dirige, facilita y guia la interaccion de los alumnos con el saber colectivo, para que
ellos construyan su propio conocimiento.

Para desarrollar esta dimensién se disefi0 y aplic6 a profesores de secundaria y bachillerato
un cuestionario y se realizd un analisis de los programas de estudio del nivel bachillerato
(contenido de exponentes).

El cuestionario se aplicd a nueve profesores, tres de secundaria y seis de bachillerato. El
objetivo del cuestionario era obtener informacion acerca de la forma en que los maestros
abordan el contenido de exponentes. Se aplicd a maestros de secundaria y bachillerato debido
a que se considera que los alumnos empiezan a ver el contenido desde este nivel.
Obteniéndose los siguientes resultados: Los profesores de ambos niveles educativos hacen
hincapié en que los estudiantes presentan mayores dificultades respecto al contenido de
exponentes, cuando éstos son negativos y fraccionarios. Entonces, respecto a los exponentes

1/n, m/.y ~™M/, se identifica que los profesores los ensefian mediante la propiedad V/x™ =
m
xn, ladigan o no explicitamente, de todos modos, la utilizan.

Algo relevante de todo esto, es que utilizan dicha propiedad sin dar mas explicacién porque
no hay una demostracién que pueda ayudar a que los estudiantes comprendan por qué la
veracidad de tal igualdad. Es por lo que, en esta investigacion se considera de suma
importancia abordar este tipo de exponentes, para poder disefiar una situacion didactica que
sirva como alternativa para la ensefianza de tales exponentes en el nivel bachillerato, para
que los profesores cuenten con una propuesta alternativa de ensefiarlos y para que los
estudiantes comprendan por qué es verdad la propiedad, ya que, si los estudiantes no
comprenden el porqué de las cosas, dificilmente podran aprenderlo. Esta informacion
recopilada de las respuestas que proporcionaron los profesores en los cuestionarios es de
suma importancia, pues puede corroborarse que tal y como lo indican los antecedentes, los
alumnos tienen dificultades para entender los exponentes, lo cual da sustento a la presente
investigacion. Ademas, muestra el camino que hay que seguir para elaborar el disefio, pues
éste ird principalmente enfocado a los exponentes racionales, en particular %%.

Fase 2: Concepcion y analisis a priori. Artigue (1995) destaca que el analisis a priori
comprende una parte descriptiva y otra predictiva en las cuales se debe realizar lo siguiente:
Describir las selecciones del nivel local (relacionandolas con las selecciones globales) y las
caracteristicas de la situacién didactica que de ellas se desprenden.
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Fase 3: Experimentacion. De acuerdo a De Faria (2006) es la fase de la realizacion de la
ingenieria con una cierta poblacion de estudiantes. Esa etapa se inicia en el momento en que
se da el contacto investigador/profesor/observador con los estudiantes objeto de la
investigacion. Especificamente, la experimentacion supone:

v La explicitacién de los objetivos y condiciones de realizacién de la investigacién a
los estudiantes que participaran de la experimentacion;

v" El establecimiento del contrato didactico;

v Laaplicacion de los instrumentos de investigacion;

v' El registro de observaciones realizadas durante la experimentacion.
Fase 4: Analisis a posteriori y validacion. Segun De Faria (2006)

Esta fase se basa en el conjunto de datos recolectados a lo largo de la experimentacion, es
decir, las observaciones realizadas de las secuencias de ensefianza, al igual que las
producciones de los estudiantes en el aula o fuera de ella. Estos datos se completan con
otros obtenidos mediante la utilizacion de metodologias externas: cuestionarios,
entrevistas individuales o en pequefios grupos, realizadas durante cada sesion de la
ensefianza, etc. La validacion o refutacion de las hipétesis formuladas en la investigacion
se fundamenta en la confrontacion de los analisis, el a priori y a posteriori (p. 5)

Descripcion del Instrumento.

El material que se facilito (Figura 3) a cada
equipo fue:

e 1 juego de hojas de la actividad,
e 3 hojas de papel milimétrico,

e 3 plumas (1 negra, 1 rojay 1 azul)

1 compas, 1 regla graduada ~
Figura 3. Materiales entregados a cada
equipo.

En el instrumento se describen las instrucciones respecto del uso del material, incluye tres

construcciones geomeétricas, diez preguntas relacionadas con las construcciones geométricas

y tres preguntas abiertas para que el alumno refleje el procedimiento para el calculo de raices

cuadradas, usando la geometria. También incluye preguntas relacionadas con las dos
1

2
notaciones equivalentes entre si, V y , permitiendo que usen la calculadora.

Especificamente

e En el punto I se consideran tres construcciones geométricas guiadas, en las que el

objetivo fue que los alumnos calcularan las raices cuadradas como v2, v/3 y V4
apoyados de la geometria

e Enel punto Il yasin guia del docente se solicita a los alumnos que calculen las raices

cuadradas de V7, V13 y V17
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e Enel punto 11l se solicita a los alumnos que calculen valores como por ejemplo v/7
1
y 72 utilizando la calculadora.

La situacion didactica se aplicé a 29 estudiantes (14 binas) de 2° A de la Preparatoria V de la
UAZ, ubicada en Jerez de Garcia Salinas, Municipio del Estado de Zacatecas.

Resultados

Situacion de accion, formulacién y validacion. Aproximacion de /2, en este célculo nos
apoyamos del GeoGebra proyectado en el pizarron para orientar al alumno y conforme se
realizaban los trazos en el pizarrén, cada equipo lo realizaba en la hoja de papel milimétrico.
En general se tuvo buena respuesta de los alumnos, ya que 9 de 12 equipos contestaron con
la aproximacion de 1.4 y 3 de 12 equipos contestaron con la aproximacion de 1.5 lo que en
general para nosotros fueron resultados adecuados, ya que se trata de una aproximacion de
un namero irracional, observe la figura 4.

(onstuceign 1 Conivuccrdn 1

— ( 7, 2R \0\\-‘

Figura 4. Imagenes que reflejan las situaciones de accion y formulacion del calculo de

V2.

Anélogamente los alumnos reaccionaron de manera parecida a las situaciones de accion y

formulacion cuando se solicité que calcularan v/3, en este caso 7 de 12 equipos encontraron
que eraigual a 1.7 y 2 de 12 equipos obtuvieron como respuesta 1.8, el resto de los equipos
proporcionaron las respuestas de 1.65, 1.57 y 1.6.

Derivado de las construcciones que los alumnos realizaron para encontrar el valor de V4, se
identifican las situaciones de accion y formulacion cuando 5 de 12 equipos encontraron que
era el valor de 2, 4 de 12 equipos encontraron el valor de 1.9 y el resto de los equipos
proporcionaron los valores de 2.2y 2.5.

Para que los alumnos relacionaran la raiz cuadrada de un ndmero con su cuadrado, se
plantearon varias preguntas a las que respondieron positivamente como se puede ver en la
figura 5.
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Preguntas:

1. ;Cudimo mide el segmento AD en la construccién 17 L o

2, ;Cudnto mide el segmento DE en la construccion 17 14 ¢cm

3. Eleva al cuadrado la longitud del segmento DE, realiza la operacion en el espacio gue
s¢ encuentra a continuacion:

I"{ A 1 { - l\':.

a) A qué valor se aproxima? oL,
b} ;Ese valor tiene alguna relacion con la longitud del segmento AD?
3
) .
¢) (Cudl? 'X-l .1&' M\; WO (% YNtk Lo i IV

Figura 5. Identificacion de los alumnos de la raiz cuadrada con el
cuadrado de un namero.

En aplicacion de la parte Il del instrumento, se solicitd a los alumnos que encontraran los
valores de V7, V13 y /17 utilizando el material que se porporciond y teniendo en cuenta
las explicaciones previas. En general los alumnos respondieron adecuadamente, excepto por
variaciones de milimetros obtenidas de la abertura del compas y el grosor de la punta (Figura
6).

Jt
. e x Sl

Figura 6. Calculo de v13.

Situacion de validacion. En general la respuesta de los equipos para validar los resultados se
dio y fue positiva, ya que les permitio que los equipos que no contestaron adecuadamente
corrigieran sus resultados (Figura 7).
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Figura 7. Situacién de validacion.

La situacion de institucionalizacion se realizé de acuerdo con lo planeado y apoyandose del
GeoGebra (Figura 8).
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Figura 8. Institucionalizacion.

. i . 1 .
Para que los alumnos identificaran que las notaciones va y a /2 son equivalentes, en el
instrumento impreso se dio la indicacion de que con el uso de la calculadora realizaran

. 1 . . i s
operaciones tales como V5 y 5 /2 y varios otros casos particulares y describieran lo que
observaban, la mayoria de los equipos respondi6 adecuadmente ver Figura 9.
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Figura 9. Identificacién de las notaciones va y a /2 como equivalentes.
Conclusiones

En la dimension didactica de nuestra metodologia, en el instrumento que se disefio y aplicd
a los docentes de secundaria y bahcillerato, resulto que ellos, generalmente, lo que hacen al
abordar el contenido de exponentes es presentar las propiedades y enseguida, un ejemplo
numérico de cada una de éstas. De igual forma y de acuerdo con la metodologia, en la
dimension cognitiva, también se disefid y aplicé un cuestionario con la finalidad de
identificar los conocimientos previos de los alumnos respecto del contenido de exponentes,
en el que se identificd que cometieron los errores reportados por Abrate, et al. (2006) y
Martinez (2007), y en algunas ocasiones se identificaron otros errores, como por ejemplo:

1 5 . ‘ -y .
22 = P donde suman la base y el exponente como si se tratara de una fraccion mixta.

Al realizar la fase de experimentacion y realizar el anlisis a posteriori y la validacién de la
Ingenieria Didactica, se identificaron diferentes problematicas que permitieron el disefio de

la secuencia didactica sobre el contenido del exponente racional 1/2, que se desarrollo en la
fase de concepcion y analisis a priori.

Refiriéndonos a nuestra actividad, consideramos que se obtuvieron los resultados esperados,
ya que se pretendia que los alumnos aprendieran a calcular la raiz cuadrada de un namero
utilizando la geometria y la tecnologia, y ademas, que lograran identificar que v/5 = 51/2,

N7 =77 y en general, que el resultado de calcular la raiz cuadrada de un nimero positivo
cualquiera es lo mismo que elevar el nimero al exponente un medio. Lo anterior en general
lo lograron la mayoria de los equipos ya que pudieron obtener la raiz cuadrada aproximada
de los numeros: 7, 13 y 17 utilizando la geometria de un semicirculo. Cabe mencionar que
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durante la situacion de instiucionalizacion, una alumna coment espontaneamente que “v/5
. 1 . .
era lo mismo que 5 /2 solo que se escriben de manera diferente”.

En general, se concluye que los alumnos pasaron por todas las etapas o situaciones, que segun
Brousseau (1986), son necesarias para adquirir un conocimiento, éstas son: accion,
formulacion, validacion e institucionalizacion, donde es importante sefialar, que no
necesariamente fue en ese orden. Es posible afirmar que los equipos pasaron por tales
situaciones, pues en la videograbacion, se puede identificar que aparte de la situacion de
accion y formulacion, se presenté la validacion al interior del equipo, cuando por ejemplo,
los alumnos discutian entre ellos las diferentes soluciones que tenian para un determinado
problema y terminaban eligiendo tnicamente una. Se dio la validacion de manera grupal, ya
que algunos equipos de los que pasaron al pizarron lograron convencer a sus companeros
para que cambiaran su respuesta, se hicieron preguntas para que los alumnos reflexionaran
sobre la respuesta correcta. La institucionalizacion se realiz6 en tiempo y forma, de acuerdo
con lo planeado.
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