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Resumen

En este informe se presenta el disefio de un simulador de tdmbola (SDT) asociado a un
proyecto de ensefianza dirigido a estudiantes de secundaria, para introducir la probabilidad
condicionada. Basados en las ideas fundamentales de estocasticos (Heitele, 1975) y en un
modelo de urna. EI SDT se utilizd al desarrollar 5 actividades donde participaron 4
estudiantes de 1° de secundaria, cuyo principal objetivo es el construir un razonamiento
probabilistico condicional a partir de la experimentacion y observacion de eventos por medio
de la simulacién. EI SDT consiste en una aplicacion de escritorio en lenguaje de
programacion C#, la cual simula el juego de la tdmbola, con la intencion de llevar a cabo la
experimentacion de forma rapida, facil y eficaz. Los resultados sugieren un redisefio de la
propuesta, ya que no se lleg6 a concluir la probabilidad condicional, pero se logré promover
las ideas de medida de la probabilidad, espacio muestra, combinatoria, variable aleatoria,
modelo de urna y simulacion y la ley de los grandes nimeros.

Palabras Clave: Probabilidad, Condicional, Simulacion, Ideas Fundamentales.
Abstract

This report presents the design of a tombola simulator (SDT) associated with a teaching
project aimed at high school students, to introduce the conditional probability. Based on the
fundamental ideas of stochastics (Heitele, 1975) and on urn model. The SDT was used when
developing 5 activities where 4 students from 1st year of secondary school participated,
whose main objective is to build a conditional probabilistic reasoning from the
experimentation and observation of events through simulation. The SDT consists of a
desktop application in the C # programming language, which simulates the tombola game,
with the intention of carrying out experimentation quickly, easily and efficiently. The results
suggest a redesign of the proposal, since the conditional probability was not concluded, but
it was possible to promote the ideas of probability measurement, sample space,
combinatorial, random variable, urn model and simulation and the law of the large numbers.

Key words: Probability, Conditional, Simulation, Fundamental Ideas.
Introduccion

En la vida cotidiana nos enfrentamos a situaciones de tipo aleatorio de forma recurrente,
muchas veces al elegir una opcion se termina usando nuestras creencias, lo cual nos reduce
las posibilidades de tomar una buena decision basada en datos y de forma consciente. Esto
se debe a que no fuimos preparados adecuadamente para enfrentar este tipo de situaciones
azarosas, esta preparacion debe de darse desde muy pequefios, para desarrollar nuestro
razonamiento estocastico y asi poder aplicarlo en el momento que se necesite. Para
comprender, analizar y procesar informacion, esas situaciones demandan de los sujetos
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competencias matematicas asociadas al desarrollo de un pensamiento estocéstico (SEP,
2019).

Diversos investigadores sefialan la importancia de la ensefianza de los temas de estadistica y
probabilidad, por ejemplo, Holmes (1980) considera que su estudio es Util para la vida en
desarrollo personal o profesional. Herrera (2004) sugiere que se desarrolle en los estudiantes
un pensamiento diferente al deterministico, para que puedan ser capaces de distinguir algunas
caracteristicas béasicas de la aleatoriedad. Batanero (2000) afirma que los estudiantes deben
comprender y apreciar el papel de la estadistica en la sociedad, conociendo sus diversos
campos de aplicacion y el modo en que la estadistica ha contribuido a su desarrollo.

La ensefianza de los temas de probabilidad esta considerada en el curriculo mexicano a partir
de 5° de Primaria (SEP, 2017) y se sigue su ensefianza en Secundaria, en 1° se debe trabajar
con experimentos aleatorios, la recoleccion, el registro de datos e identificar el espacio
muestra, estos conceptos son la base para que los estudiantes puedan comprender la
probabilidad frecuencial. En 2° se introduce la nocion de probabilidad tedrica de un evento
aleatorio y se enfatiza en que se comprenda la diferencia y semejanza entre la probabilidad
frecuencial y la tedrica. En tercer grado los alumnos deben de aprender a distinguir eventos
singulares y no singulares, mutuamente excluyentes, asi como la union de dos eventos y la
regla de sumas de probabilidades. Para su comprension, se sugiere organizar juegos con
dados, la recoleccion de datos en tablas y posteriormente su lectura y analisis (SEP, 2017).

A pesar de que en los programas de estudio se incluyen recomendaciones sobre la ensefianza
de los temas de probabilidad, en la practica a estos temas se le asigna poca importancia, ya
que son delegados hasta el final de los contenidos propuestos en los libros de texto y como
consecuencia se abordan superficialmente o no son abordados formalmente (Batanero, 2000),
ya sea por falta de tiempo o por la poca preparacion que tienen los profesores en estos temas
(L6pez-Mojica et al., 2018).

Se han llevado a cabo estudios para observar y comprender las dificultades que enfrentan los
estudiantes cuando tienen que realizar tareas donde interviene la aleatoriedad, y en nivel
bachillerato se ha encontrado que a los estudiantes se les dificulta la comprension de los
conceptos de probabilidad y entre ellos la probabilidad condicionada e independencia de
sucesos. Principalmente, los errores son por confundir la probabilidad condicional con la
conjunta (Huerta et al., 2017; Ojeda, 1995), por la incomprension de los sucesos dependiente
e independientes (Megias et al., 2018) o por errores de razonamiento (De la Fuente & Diaz,
2005).

Es por esto que se plantea que la probabilidad condicional e independencia de sucesos debe
ser abordada de forma intuitiva desde los niveles iniciales de la educacion, implementando
las ideas fundamentales de la probabilidad (Heitele, 1975). Para que su aprendizaje sea de
forma gradual y continla garantizando asi su comprensién en los niveles superiores.

Basados en las ideas fundamentales se han propuesto actividades para estudiantes de
preescolar, primaria y secundaria (Cérdova et al., 2009; Lonngi y Ojeda, 2011; Lopez-Mojica
y Ojeda, 2014; Lopez-Mojicay Ojeda, 2012), donde se obtuvieron resultados muy favorables
en la introduccién al pensamiento probabilistico condicional. De igual forma, el incluir
diversas situaciones azarosas como urnas, tombolas y dados favorece en gran medida
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alcanzar tales objetivos. Ademas, se utilizaron simulaciones interactivas implementando
software dindmico y se observd que facilita y acelera la experimentacion, llegando a la
conclusién de que contribuyen a desarrollar o mejorar las intuiciones probabilisticas de los
estudiantes (Serrano et al., 2009).

Por todo, el objetivo de este documento es presentar el disefio de una aplicacion ligada a una
propuesta didactica para introducir a los alumnos de secundaria en el pensamiento
probabilistico, especificamente en la probabilidad condicionada, mediante la
experimentacion y observacion de eventos. Esta propuesta es basada en las ideas
fundamentales de estocésticos (Heitele, 1975) y en la simulacion de un modelo de urna.

Marco Tebrico
Ideas fundamentales estocasticas

En Lépez Mojica (2013) se analiza el papel de la ensefianza de estocésticos en cuanto a la
relacion entre la naturaleza epistemoldgica del conocimiento matematico y su significado
socialmente constituido en la interaccidn en el aula, resalta el papel de la ensefianza en la
constitucién progresiva del conocimiento estocastico, el cual requiere de la observancia del
triangulo epistemoldgico (Steinbring, 2005)

El referente tedrico principal es Heitele (1975), quien propone 10 ideas fundamentales para
el desarrollo del pensamiento estocastico: medida de probabilidad, espacio muestra, regla de
la adicion, regla del producto e independencia, equidistribucién y simetria, combinatoria,
modelo de urnay simulacién, variable estocastica, ley de los grandes nimeros y muestra. Las
ideas fundamentales estocésticas “son aquellas que proporcionan al individuo, en cada etapa
de su desarrollo, modelos explicativos y que difieren en los distintos niveles cognoscitivos,
no de manera estructural, sino sélo en su forma linguistica y en sus niveles de elaboracion”
(p.188). Estas ideas son una via para construir una ensefianza-aprendizaje progresivo del
pensamiento estocastico y deben organizarse sobre un curriculo en espiral (Figura 1)
partiendo de un plano intuitivo hasta arribar en un plano formal, lo cual conduciria a cambiar
el estudio de temas o definiciones formales desde un principio por el de ideas o nociones que
han de asociarse para su comprension de manera gradual y continua.

Farmal plane

g

Fundamental
idea

Intuitive plane

Figura 1. Curriculo en espiral (Heitele, 1975).
Enfoques de la probabilidad

Lopez-Mojica y Aké (2019) establecen que para fomentar una comprensién de la
probabilidad es necesario desarrollar tres enfoques: intuitivo, clasico y frecuencial.
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Enfoque intuitivo de la probabilidad se ha interpretado como el grado de creencia de una
persona en la ocurrencia de los posibles resultados de una situacion azarosa. (Fischbein,
1975)

Enfoque clasico se interpreta como la razon entre el nimero de casos favorables con el
namero total de casos posibles, siempre y cuando éstos sean igualmente posibles. Se tiene
que n representa el numero de casos favorables del evento A, N es el nimero total de casos
posibles (Laplace, 1812), por lo tanto:

P(A) =~

Enfoque frecuencial se interpreta como la estimacion de la probabilidad de un evento con
base en su frecuencia relativa (%) de ocurrencia en una secuencia grande de repeticiones del
fendmeno aleatorio. Es decir, si un fendmeno se repite n veces bajo las mismas condiciones
y nA de los resultados son favorables a ese evento A, el limite de 7;—’4, conforme n se vuelve
grande, tiende a la P(A).

mn
P(A) = lim f, = lim <5

=00

Probabilidad condicional

Intuitivamente se puede decir que la probabilidad condicional P( A/B ) de un suceso A dado
otro suceso B es la probabilidad de que ocurra A sabiendo que B se ha verificado. En un
plano mas formal, se define con la expresion P(A/B) = P(A NB)/
P(B),siempre que P(B) > 0. La probabilidad condicionada estid relacionada con la
independencia, puede decirse que A y B son independientes si y solo si P(A N B) =
P(A) x P(B), es decir dos sucesos son independientes si la probabilidad de uno de ellos no
cambia al condicionar por el otro.

Se considera la construccion de los conocimientos estocasticos como un proceso derivado de
la interaccion de los individuos con su entorno social.

Metodologia
Secuencia didactica

Se disefiaron 5 actividades que parten de un modelo de urna, la experimentacion a través de
la simulacién es importante para que el alumno observe y pueda reflexionar acerca de los
resultados que se obtienen y con esto pueda pasar de un pensamiento determinista a uno
probabilistico. El modelo de urna elegido es el juego de la tombola, con el cual los estudiantes
pudieron relacionar la probabilidad con un tema real y donde realiz6 las pruebas necesarias
para poder observar los diferentes eventos que pueden suceder.

El juego de la tombola consiste en introducir a la urna canicas de diferentes colores (rojo,
azul, amarillo y verde) y cantidades, al inicio del juego se informa a los participantes el
namero de canicas y las cantidades (que van a variar en cada jugada). Se extraeran 2 canicas
consecutivamente (con o sin reposicion), los participantes deben inscribirse en el concurso y
apostar al color de canica que creen saldrd en la primera y posteriormente en la segunda
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extraccion, si adivinan la primera se le devuelve la apuesta y si adivina la segunda gana el
doble de su apuesta. El costo del boleto es de $30.00 y solo se vendera un boleto por cada
resultado posible.

Las actividades fueron separadas en dos secciones. En la seccion 1 se disefiaron 2 actividades
para abordar eventos independientes equiprobables e introducir el concepto intuitivo de
probabilidad simple y condicional a través de las ideas de medida de probabilidad, espacio
muestra, regla de la suma, equidistribucion y variable aleatoria.

En la seccion 2 se disefiaron 3 actividades en las que se trabajo con eventos independientes
y dependientes no equiprobables, donde se llevo a cabo la fase de experimentacion por medio
del SDT, se buscé promover especialmente la ley del producto e independencia, modelo
de urna y simulacion y la ley de los grandes nimeros. Para poder observar resultados
precisos, los juegos debieron realizarse un gran nimero de veces, es por esto por lo que se
disefid una aplicacién de escritorio que simula el juego de la tombola, fue desarrollada en
lenguaje de programacion C#, donde el usuario puede interactuar de forma dinamica. En cada
juego, se pueden realizar extracciones al azar o extraer un color especifico (rojo, amarillo,
azul y verde). Los estudiantes pueden calcular la probabilidad de la primera y segunda
extraccion, en caso de equivocarse se les genera un mensaje con una retroalimentacion y se
les permite intentarlo las veces necesarias. Cabe resaltar que la aplicacion fue disefiada
especialmente para ser probada en este proyecto, para posteriormente realizar las mejoras
necesarias y asi poder implementarla en trabajos futuros.

La aplicacién SDT

El SDT fue desarrollado en lenguaje de programacion C# el cual permite crear aplicaciones
de Windows Forms en Visual Studio. La figura 2 muestra las pantallas principales del SDT:
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a" ] a.
BIENVENIDOS AL JUEGO Ufl.rh_mmﬁ.

Pantalla inicial

El SDT fue desarrollado en lenguaje de programacion C# el
cual permite crear aplicaciones de Windows Forms en Visual
Studio.

Al dar clic a boton JUGAR enlaza al Form2, donde se van a

P — introducir en cajas de texto la cantidad de canicas
; 0 requeridas para cuatro colores diferentes y se elige si seran

extracciones con reposicion o sin reposicion (figura 4). Se
recomienda que el nimero maximo de canicas que se
introduzca a la tdmbola por cada color sea de 10, esto
porque el contenedor donde se dibujaran las canicas tiene
dimensiones reducidas.

Si se eligen extracciones con reposicion, enlaza al Form4, se
pueden extraer canicas especificas o de forma aleatoria
(botdn morado). Después de realizar una primera extraccion
la canica se devuelve automaticamente al contenedor, con
el proposito de que las extracciones sean mas rapidas y
dinamicas

En caso de que se elijan extracciones sin reposicion, enlaza
al Form3 en el cual se realizan las mismas acciones que en el
Form4, con la diferencia que las canicas no son devueltas al
contenedor, para que lo estudiantes puedan diferenciar la
dependencia e independencia de sucesos y observar que

i cuando los eventos son dependientes el resultado de la

i primera extraccion afecta la probabilidad de la segunda.

-
-
-
-
-
HEE:ER

Figura 2. Pantallas de la aplicacion SDT.

Se espera que los estudiantes utilicen sus conocimientos previos para proponer una medida
de la probabilidad acerca del color que creen saldrd en la primera extraccion, para
posteriormente realizar la experimentacion y llevarlos a calcular la probabilidad teorica para
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la primera extraccion y posteriormente para la segunda. Se disefié un espacio donde los
estudiantes podran calcular y proponer la probabilidad teoérica para la primera extraccion, se
comprueba si su célculo es correcto, en caso de equivocarse se les genera un mensaje con
una retroalimentacion y se les permite intentarlo las veces necesarias (Figura 3). Después de
haber calculado de forma correcta la Probabilidad de la primera extraccion, los estudiantes
deben calcular la probabilidad de la segunda, teniendo en cuenta el primer resultado
(probabilidad condicionada) y observar si la probabilidad de la segunda extraccion se ve
afectada por la primera. Si son extracciones con reposicion el segundo resultado no sera
afectado (independencia). Para la segunda extraccion también se podra comprobar si lo
propuesto es correcto o incorrecto y llevar al estudiante a reflexionar sobre la probabilidad
condicionada e independencia de sucesos.

CON REPOSICION CON REPOSICION
00000 : 000 i
EXTRAER (TRAER
et rronsder mpuesta vt e proabihind ot con
00000 £ 000 e

| [ B la |

DE [ ] DE DE r DE v DE DE
DIBUJAR O — [— DIBUJAR = £l |

Probabilidad 2 Probabiidad de Pobabilidad 1 B

Figura 3. Comprobar probabilidad y mensajes de retroalimentacion.

Para poder simular el juego de la tombola, se programaron diversas Funciones que ejecutan
acciones importantes, por ejemplo:

e Almacenar los datos introducidos por el usuario: por ejemplo, si se introducen a la
tombola las siguientes canicas rojo=3, azul=4, amarillo=1 y verde=2. Se genera un
Arreglo unidimensional (Figura 4) cuya funcion es guardar los datos de forma
temporal, para posteriormente utilizarlo para dibujar las canicas, elegir una canica de
forma aleatoria, borrar la canica extraida, etc. Este Arreglo debe tener una dimension,
la cual se obtiene sumando el total de canicas para cada color, en este caso 10. Los
datos que se guardan en cada posicion, tienen asociado un Identificador que sirve
para acceder facilmente a los datos.

dentificador |01 AT 2 [T fa e[S [l e

rojo rojo rojo azul azul azul azul  amarillo verde verde

Dato

Figura 4: Arreglo que almacena los colores de las canicas

e Dibujar las canicas en el contenedor: para esto se usa el Método CreateGraphics, el
cual requiere de los datos almacenados en el Arreglo. Las canicas se dibujan en una
fila de forma ordenada dependiendo del color, esto hace al SDT mas llamativo para
los estudiantes.
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e Extraer una canica de forma aleatoria: para esto se implementa la Clase Random, la
cual genera un nimero aleatorio tomando en cuenta la dimension del Arreglo (0, 9).
Si aleatorio=5, se busca el identificador 5 y extrae el color guardado en esa posicion,
en este caso la canica de color azul.

e Extraer un color de canica especifico: para abordar la probabilidad condicionada se
requiere saber con anticipacion el color de canica que resulté en la primera extraccion,
por ejemplo, se plantean situaciones como: Si en la primera extraccion salié una
canica roja ¢qué probabilidad hay que en la segunda salga una bola verde? Para cubrir
esta situacion se programaron botones que el estudiante decide si extrae un color rojo,
azul, amarillo o verde, para posteriormente poder observar el nuevo espacio muestral
y calcular la probabilidad.

e Comprobar la probabilidad propuesta por los estudiantes y emitir mensajes de
retroalimentacion: para comprobar la probabilidad para cada color y extraccion, en el
simulador se incluyen ecuaciones que calculan la probabilidad clésica para cada color
en su forma de razén, por ejemplo, si necesito saber la probabilidad de que en la
primera extraccion salga una canica verde, el programa cuenta el total de canicas
verdes y las compara con la cantidad propuesta por el alumno, posteriormente cuenta
la cantidad total de canicas que hay dentro de la tombola y lo compara por lo
propuesto por los estudiantes, si las cantidades coinciden, se manda un mensaje que
indica que la probabilidad propuesta es correcta, de forma contraria, se manda un
mensaje con una retroalimentacion para que el estudiante reconsidere su respuesta.

Estas son solo algunas Funciones importantes que dan sentido al SDT, ademas cabe resaltar
que la aplicacion fue disefiada especialmente para ser probada en este proyecto, para observar
algunas ventajas o deficiencias para posteriormente realizar las mejoras necesarias y asi
poder implementarla en trabajos futuros.

Prueba piloto

La prueba piloto se desarrollo en cuatro fases (Diagrama 1). La primera es de planeacion, se
tomaron decisiones acerca de la poblacion objetivo, los temas a trabajar, el marco teérico y
la metodologia a seguir. La segunda es de disefio inicial, se propusieron actividades iniciales,
basados en el marco tedrico y los objetivos propuestos. La tercera es de prueba, se realizé un
experimento con los estudiantes de secundaria en modalidad mixta, la sesion fue
videograbada para su posterior analisis. La cuarta es de analisis, tras la puesta en escena se
consideraron los resultados obtenidos en contraste a los objetivos propuestos.

Diagrama 1. Fases del la prueba piloto.

Se trabajé con cuatro estudiantes de 1° de la Escuela Secundaria Publica Moisés Saenz de
Acapulco Guerrero, tres mujeres (M1, M2, M3) y un hombre (H1) con edades de 12 afios,
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quienes aceptaron participar voluntariamente y cuyos tutores fueron informados. Los
estudiantes presentan promedio de entre 7 y 8, de caracter reservado, poco participativos,
pertenecen a un nivel socioecondémico bajo y estan poco familiarizado con el uso de las TIC.

Resultados preliminares y analisis

Las 5 actividades se llevaron a cabo en una sola sesion de trabajo con una duracién de 2 horas
30 minutos aproximadamente. Durante la seccion 1 se observaron respuestas que
evidenciaron una comprension intuitiva de medida de la probabilidad, espacio muestra
equidistribucion y variable aleatoria. Posteriormente, conforme se desarrollaba la seccion 2
y con la interaccion constante con el simulador de la tombola los estudiantes lograron
comprender las ideas de modelo de urna y simulacion, la ley de los grandes numeros y un
primer acercamiento a la probabilidad condicional e independencia de sucesos.

Medida de la probabilidad

En la actividad 1 se propone una situacién en la que se plantea que dentro de la tombola hay
5 canicas azules, 5 rojas, 5 amarillas y 5 verdes (sin usar el SDT) se les pregunta ¢Qué color
de canica seria conveniente elegir para que le regresen su apuesta? Los estudiantes plantearon
respuestas intuitivas como “es muy posible que salga la bola amarilla, porque es mi color
favorito” (M1), hasta “hay mucha posibilidad que salga una bola roja, porque hay méas bolas
de ese color” (M3).

Posteriormente se pregunta ¢Qué canicas seria conveniente elegir para que se ganen el doble
de su apuesta? La respuesta emitida “Elegiria amarillo-verde porque son los dos colores que
mas me gustan” (H1), todos los estudiantes eligieron por intuicioén ya sea por color favorito,
de la suerte o solo por decir un color.

En la actividad 2 se les muestra a los estudiantes el SDT, se les explica su funcionamiento e
interacttan con él. Se les plantea la siguiente situacion: Si sacas dos canicas sucesivamente,
con reposicion ¢qué probabilidad hay de tener el doble de la apuesta si se eligen los colores
rojo-rojo? Al observar las canicas en el simulador y el realizar las extracciones con
reposicion, pudieron evolucionar en su respuesta pasando del enfoque intuitivo al enfoque
clasico. Por ejemplo, la estudiante M3 respondi6 “para rojo es 5 de 20 y para rojo otra vez
es 5 de 20”.

Equidistribucién

En la actividad 1 se esperaba que se observara la situacion de equiprobabilidad e
independencia y respecto a esto argumentaran que todos los colores tenian la misma
probabilidad de salir en la primera y segunda extraccion, sin embargo, los 4 alumnos dijeron
que era “muy posible” que saliera el color que eligieron. En laactividad 2, al llenar la tdmbola
con la misma cantidad de canicas para cada color y el realizar extracciones con reposicion,
los estudiantes pudieron observar que no importa la combinacion de canicas que se elija, ya
que al ser las mismas cantidades y el estar devolviendo la canica a la tombola la probabilidad
que se tiene de ganar son las mismas para todos los casos.

Espacio muestra y combinatoria
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Estas ideas fundamentales se pudieron promover en la actividad 2 (equiprobabilidad e
independencia) y en la actividad 3 (no equiprobabilidad con dependencia e independencia),
donde se les pregunta ¢Qué combinacion de colores tendrian los boletos que se vendan? La
idea principal es que ellos puedan realizar las combinaciones posibles para cada boleto y a
partir de esto obtener el espacio muestra para dos extracciones. En un primer momento, los
estudiantes no pudieron comprender la pregunta, pero se les explico que se referia a los
resultados posibles para la primera y segunda extraccion. En una primera propuesta solo
identificaron los 4 colores para la primera extraccion (rojo, azul, amarillo y verde) y 4 colores
para la segunda (rojo, azul, amarillo y verde), sin realizar combinaciones. Para orientarlos,
se realizaron algunos juegos con el SDT, para que pudieran observar algunos resultados
posibles para las dos extracciones, los estudiantes anotaron los primeros resultados (azul-
rojo, verde-amarillo, rojo-rojo), se les pregunté qué otras combinaciones podrian resultar,
trabajando en conjunto poco a poco identificaron los resultados posibles para la primera y
segunda extraccion (Figura 5).

Figura 5. Resultados posibles para la primera y segunda extraccion (M2).

Al término de estas actividades se obtuvieron 16 combinaciones posibles, es decir 16 boletos
a vender.

Regla del producto e independencia

Esta idea fundamental fue el objetivo principal de la clase, ya que en ella se aborda la
probabilidad condicional e independencia de sucesos. Para lograr este objetivo, se dibujaron
en una diapositiva PowerPoint las combinaciones propuestas por los estudiantes,
posteriormente usaron el simulador para proponer y comprobar las probabilidades para la
primera y segunda extraccion de las actividades 2 y 3 (Figura 6). En la figura 7 se muestra
evidencia que lograron calcular la probabilidad para la primera y segunda extraccion por
separado y comprender que el espacio muestra no se modifica cuando son extracciones con
reposicion ya que son eventos independientes y que cuando son extracciones sin reposicion
el espacio muestra se modifica para la segunda extraccion. Sin embargo, al realizar el
producto de las probabilidades no supieron mencionar el porqué de los resultados. Esto
evidencia que hubo un primer acercamiento a la comprensién de la probabilidad
condicionada con dependencia e independencia de sucesos, sin embargo, requiere que se
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dedique méas tiempo y nuevos recursos para su ensefianza, los cuales serdn contemplados para

un redisefo.
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Figura 6. EI SDT para comprobar las probabilidades.

Figura 7. Produccidn de la estudiante M3

La probabilidad condicionada se aborda en esta idea fundamental y la mayor parte de las
preguntas estan disefiadas para promoverla, ya que, al proponer la probabilidad de la segunda
extraccion, los estudiantes debian analizar los resultados obtenidos en la primera y a partir
de esto calcular la probabilidad de la segunda.
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Modelo de urna 'y simulacién

En la fase de experimentacion (seccion 2) se realizaron dos simulaciones con diferente
namero de canicas para cada color, Utilizando el SDT (Figura 8) los alumnos realizaron
extracciones aleatorias y visualizaron los resultados para cada juego. En la simulacion 1
(actividad 4) se introdujeron a la tombola 8 canicas rojas, 6 azules, 4 amarillas y 2 verdes,
antes de realizar los juegos se les pide que en equipo acuerden una combinacién de colores
para apostar, la estudiante M3 elige rojo-rojo, los estudiantes M1, M2 y H1 eligen rojo-azul,
por mayoria se quedan con la combinacion rojo-azul. Se realizaron dos extracciones
sucesivas 30 veces, las estudiantes M1y M3 realizaron los juegos en el SDT y los estudiantes
M2 y H1 registraron los resultados en una tabla de frecuencia que les fue proporcionada. En
los resultados pudieron observar que la combinacion (rojo-rojo) se repitio 11 de 30 (Figura
9), la combinacion que ellos eligieron se repitio 5 de 30. Al final de la actividad se les
preguntd si cambiarian su decisién para un nuevo juego con las mismas caracteristicas, a lo
cual contestaron que la cambiaban a rojo-rojo, al observar que esa combinacion de colores
se obtenia mas veces en los resultados. Con la simulacion ellos pudieron darse cuenta de que
la combinacion con mas probabilidad de ganar era rojo-rojo y a partir de esto repensar su

decisién.
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Figura 8. Juegos realizados usando el SDT en la simulacion 1.
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Figura 9. Resultados registrados en la tabla de frecuencia de la simulacion 1.

Ley de los grandes nimeros

En la simulacién 2 (Actividad 5) los estudiantes debian proponer la cantidad de canicas a
introducir en la tdmbola, decidieron jugar con 5 rojas, 6 azules, 2 amarillas y 3 verdes, con
extracciones sin reposicion (Figura 10). Debian de acordar una combinacion para apostar y
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posteriormente realizar el juego 30 veces, en esta ocasion los estudiantes M2 y H1 realizaron
los juegos en el SDT y las estudiantes M1 y M3 registraron los resultados en la tabla de
frecuencia, decidieron apostar a la combinacidn azul-rojo, en este caso esa combinacion y la
azul-azul, son las que tenian mayor probabilidad de salir. Por cuestiones de tiempo solo se
realizaron 10 juegos (Figura 11) por lo cual no se pudo observar la combinacion de colores
con mayor probabilidad de ganar. Para solucionar este problema, se les preguntd a los
estudiantes el porqué de estos resultados, a lo cual la estudiante M2 respondié que en la
simulacion 1 se habian realizado 30 juegos y que tal vez debian completar los 30 juegos para
poder tener mejores resultados.
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Figura 10. Juegos realizados usando el SDT en la simulacion 2.

Figura 11. Resultados registrados en la tabla de frecuencia de la simulacién 2.
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Conclusiones
Sobre las ideas fundamentales

La implementacién de las ideas fundamentales en este proyecto de aprendizaje, fueron muy
significativas, ya que se pudo introducir a los alumnos el concepto de probabilidad. Si bien
no se llegd a concluir la probabilidad condicional ni a la ley del producto, es plausible mejorar
tanto la secuencia como el simulador, ademas de agregar otros recursos tecnoldégicos. Se
pudo observar que antes de trabajar con el simulador, los estudiantes se mostraban un tanto
frustrados o aburridos, posteriormente se observo un cambio de actitud, ya que se les permitio
interactuar con el software mostrando més participacion y entusiasmo.

Nos gustaria resaltar que, en la medida de la probabilidad, los alumnos llegaron a significar
“mayor probabilidad”, “menor probabilidad”, “ninguna probabilidad”, como términos
probabilisticos, pudieron obtener el espacio muestra e imaginar posibles resultados con ella,
comprender que la extraccion de canicas es un evento aleatorio y que la simulacion nos ayudo
avisualizar los resultados. Si bien no se logro enunciar la regla del producto e independencia,
obtuvo las probabilidades por separado y realizd la operacion, es decir, sabia que la
probabilidad de las dos extracciones se modifica con o sin reemplazo. Ademas, los
estudiantes sospecharon que la manera de obtener resultados mas “estables” debe realizar
una cantidad de experimentos mucho mayor (ley de los grandes nimeros intuitivamente).

Sobre los enfoques de probabilidad

En la actividad 1 se pudo identificar en primera instancia que los estudiantes no toman en
cuenta los datos disponibles para tomar decisiones en situaciones donde intervienen la
aleatoriedad, es decir, las decisiones son con base en sus creencias (enfoque intuitivo). El
implementar el SDT en la actividad 2 ayudd a que los estudiantes pudieran visualizar las
canicas dentro de la tombola y por medio de esto reflexionar detenidamente acerca de los
colores que tienen mayores posibilidades de salir en la primera y segunda extraccion en una
situacion de equiprobabilidad e independencia de sucesos.

ElI STD ayudd a desarrollar de forma exitosa el enfoque frecuencial, ya que por medio del
realizar los juegos cierta cantidad de veces y el registro de los datos en la tabla de frecuencia
permitid que los estudiantes observaran los eventos que tienen mayor probabilidad de
suceder, por lo menos en la simulacién 1. A partir de esto pudieron reconsiderar su decision
inicial y decidir apostar a la combinacién de colores con mayor probabilidad de ganar,
tomando en cuenta los juegos realizados.

Se considera que hubo un acercamiento al enfoque clasico, ya que los estudiantes pudieron
medir la probabilidad de que un cierto color de canica pudiera salir en la primera y segunda
extraccion, tomando en cuenta los casos favorables y todos los casos posibles.

Sobre la aplicacion SDT

El SDT es una aplicacién de escritorio que requiere ser ejecutada en una computadora, los
estudiantes que participaron en la prueba piloto son de bajos recursos econémicos que solo
cuentan con un celular para llevar a cabo sus clases. Por lo tanto, esta situacién representa
una limitante ya que solo los estudiantes que cuentan con computadora pueden acceder a la
aplicacion y experimentar con ella. EI SDT acelera el proceso de las extracciones y los
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estudiantes deben registrar los resultados obtenidos en tablas de frecuencia para que puedan
observar y comparar, este proceso es importante ya que los ayuda a comprender la
probabilidad frecuencial, sin embargo, para obtener resultados claros se deben de realizar los
juegos un gran numero de veces (ley de los grandes nameros), lo cual no es posible por el
tiempo que se requiere.

Para solucionar estos problemas detectados, proponemos disefiar una version web del SDT
que permita a los estudiantes acceder desde ambos dispositivos. Ademas de incluir una
seccidn que ejecute juegos automaticamente (desde 10 hasta 1000000) donde se les presente
a los estudiantes los resultados obtenidos y ellos se dediquen a realizar graficas de barras
donde representen esas frecuencias y con esto se les haga mas facil visualizar las variaciones
en los resultados y con esto significar la probabilidad frecuencial y la ley de los grandes
numeros, y a través de esto se pueda arribar y relacionar con la probabilidad teorica.

Sobre futuras investigaciones

El desarrollo de la secuencia didactica propuesta no concluy6 con su objetivo principal, la
probabilidad condicional e independencia de sucesos, por lo que un redisefio de la actividad
es necesario, la experiencia de la prueba piloto nos muestra posibles vias. Sin embargo, mas
alla de ello consideramos que futuras investigaciones pueden enfocarse en la comprension
de las ideas fundamentales desarrolladas por este tipo de disefios enfocados en la simulacion.
También consideramos plausible la propuesta de mas situaciones ligadas a la modelacion y

experimentaciéon con ayuda del simulador SDT, que pueden resultar provechosas para el

desarrollo del pensamiento estocastico en estudiantes de secundaria; hemos concluido que
es posible introducir (desde el enfoque intuitivo) conceptos complejos a través del uso de la
simulacion.

Por otro lado, futuras investigaciones pueden replantear la estructura de presentacién de las
ideas fundamentales propuestas en este trabajo o contrastarla con otros grupos de interés, en
tanto a que los enfoques de probabilidad muestran ser productivos.

Sobre implicaciones para la ensefianza

El disefio e implementacion del SDT puede mejorar los tiempos en que se desarrolla una
clase de probabilidad en un salon de secundaria, ya que como se sabe, estos contenidos son
delegados hasta el final y la mayoria de las veces no se abordan. De igual forma el uso de la
tecnologia causa un gran revuelo en los estudiantes y como docentes debemos aprovechar
esta situacion y usarla a nuestro favor, en este caso, el uso del SDT ayudo6 a visualizar
extracciones aleatorias y por medio de esto se mejoraron las intuiciones probabilisticas.

Se disefié una secuencia didactica que se desarrolla implementando el SDT, el cual después
de realizar las mejoras necesarias, estara disponible en internet en su version de escritorio y
posteriormente en una version web, para que otros profesores puedan realizar sus propios
disefios didacticos, para trabajar diversos contenidos de probabilidad con sus estudiantes y
con esto dejar de lado la ensefianza tradicional y méas importante adn, hacer la invitacion a
no dejar de lado la ensefianza de estos temas ya que son de gran importancia en diversos
contextos de la vida.
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Por otro lado, también es importante recalcar que la ensefianza no debe limitarse a solo usar
este tipo de recursos tecnoldgicos, si no que debemos de usarlos como complemento, ya que
como se puede ver en los resultados de esta investigacion, hizo falta implementar otro tipo
de recursos didacticos para que se pudiera significar de forma exitosa la ley del producto y
la probabilidad condicionada.
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