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LAS ACTIVIDADES CON APPLETS DE GEOGEBRA PARA EL
APRENDIZAJE DE LA INTEGRAL DEFINIDA

Mariela Elizabeth Ramirez Inca, Elena Nesterova
mariela a2@hotmail.com, elena.nesterova@academicos.udg.mx

México, Universidad de Guadalajara
Resumen

El uso de herramientas tecnoldgicas como applets de GeoGebra en la educacion, brinda a
los estudiantes espacios dinamicos de aprendizaje. Este articulo presenta los resultados
iniciales de un estudio cualitativo y cuantitativo no experimental sobre la realizacion de
actividades con el uso de applets de GeoGebra para el aprendizaje de las aplicaciones de la
integral definida en un grupo de estudiantes de ingenieria de la universidad de Guadalajara.
Para ello, una secuencia didactica disefiada y aplicada contenia nueve actividades
sustentadas en la teoria de los registros de representaciones semidticas, la resolucion de
problemas, el uso de applets de GeoGebra y el trabajo en equipo.

Palabras clave: resolucién de problemas, registros de representacion, GeoGebra.
Abstract

The use of technological tools such as GeoGebra applets in education provides students
with dynamic learning spaces. This article presents the initial results of a non-experimental
qualitative and quantitative study on the realization of activities with the use of GeoGebra
applets for the learning of applications of the definite integral in a group of engineering
students at the University of Guadalajara. For this purpose, a didactic sequence designed
and applied contained nine activities based on the theory of semiotic representation
registers, problem solving, the use of GeoGebra applets and teamwork.

Keywords: troubleshooting, representation logs, GeoGebra.
Introduccion

En la actualidad diversas problematicas tienden a solucionarse gracias al rapido y continuo
avance de la tecnologia, tal es el caso de la educacion en matematica, y esto implica
innovacion y creatividad en el disefio y construccién de herramientas por parte del docente
para el proceso de ensefianza aprendizaje con la intension de cubrir las necesidades e
intereses de los estudiantes. De acuerdo con Tamam y Dasari (2020), uno de los software
matematicos gratuitos es GeoGebra, que sirve como medio para facilitar el aprendizaje de
las matematicas y permite crear representaciones geométricas de objetos matematicos
abstractos para visualizar y manipular de forma rapida y dinamica.

Por otra parte, se conoce que la matematica es una ciencia fundamental en la formacién
profesional de los ingenieros, que, en conjunto con el uso y manejo de la tecnologia
proporciona una variedad de herramientas para la resolucion de problemas préacticos, por lo

66


mailto:mariela_a2@hotmail.com
mailto:elena.nesterova@academicos.udg.mx

REVISTA ELECTRONICA AMIUTEM Vol. IX, # 2, pp. 65-86. Julio-diciembre de 2021 Las actividades con applets de GeoGebra para ...

que se requiere que los estudiantes tengan una comprension profunda de los principales
conceptos matematicos para aplicarlos en su vida laboral.

Al revisar y analizar las dificultades que tienen los estudiantes universitarios en el
aprendizaje del calculo, en particular de las aplicaciones de la integral definida, se encontro
que las dificultades aparecen cuando se trata de resolver problemas de aplicacion (Lorenz y
Santonja, 1997; Ferrer, 2016). Estas dificultades se presentan tanto en problemas de
contexto matematico como en aplicaciones a otras ciencias. De acuerdo con Camacho,
Depool y Garbin (2008), Campos Aldana y Huertas de Gonzales (2011) y Granera (2019),
los estudiantes tienen dificultades para interpretar correctamente el concepto de la integral
definida al aplicarlo en el calculo de areas y longitudes de arco, ademas, coinciden en que
existen dificultades que requieren del analisis de ciertos aspectos cognitivos que estan
relacionados con el uso de un software. En la opinion de Valdivia y Pantoja (2019), las
actividades que incluyen resolucion de problemas con el uso de software permiten realizar
tratamientos y conversiones de las representaciones semidticas para un mejor
entendimiento de las matematicas.

Segun Duval (1993), para llegar a la comprension de un concepto u objeto matematico, el
alumno debe realizar las actividades cognitivas de formacién, tratamiento y conversién de
un registro de representacion a otro y no confundir el objeto con sus representaciones. En
esta misma direccién, Santos, Camacho y Depool (2013) consideran fundamental el uso de
las diferentes representaciones semioticas del objeto integral definida, mismo que se
potencia en el proceso de resolucion de problemas que involucran el trabajo en diferentes
sistemas de representacion incluyendo las actividades cognitivas.

Los registros de representacion que siempre estan presentes son grafico y geométrico, en
que, la actividad cognitiva de la visualizacion juega un papel importante. Por su parte, Hitt
(2003) explica que el desarrollo de las habilidades visuales facilita a los estudiantes una
comprension més profunda de los conceptos fundamentales del célculo. En este sentido, de
acuerdo con Granera (2019), el software de GeoGebra puede servir como herramienta que
apoya a la visualizacién de un objeto matematico, la realizacion y manipulacion de
construcciones dinamicas y facilita su comprension.

Entre los conceptos que se estudian en las carreras universitarias de ingenieria se
encuentran la integral definida y sus aplicaciones. En particular, en el caso de un ingeniero
industrial, aunque depende del contexto laboral en que desempefie su profesion, requieren
un conocimiento, reflexién y procesos de pensamiento relacionados la integral definida.

Es por tal razon que se disefio y emple6 una secuencia didactica para describir y analizar las
dificultades que tienen los estudiantes para aplicar el concepto de la integral definida, los
efectos que producen las actividades de resolucion de problemas relacionados con su
profesién y como el software de GeoGebra apoya la representacion de objetos matematicos,
la comprension de los conceptos y su aprendizaje. El propdsito es responder a la pregunta

¢ Qué efectos producen el uso de la secuencia didactica sobre el aprendizaje de aplicaciones
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de la integral definida, en los estudiantes de segundo semestre de la carrera de ingenieria
industrial del Centro Universitario de Ciencias Exactas e Ingenierias de la UdeG?

Referente tedrico

La investigacion esta sustentada por la teoria de los registros de representaciones semioticas
de Duval (1995a, 1995b, 1999 y 2004), elementos de la teoria de Santos y Camacho (2013)
de resolucion de problemas de contexto, el uso de GeoGebra (Prieto y Romero, 2016) y el
aprendizaje colaborativo de Guiter y Pérez (2013).

Se enfatiza en los registros de representaciones semidticas (Duval, 2004), precisamente
porque en el proceso de ensefianza aprendizaje de las matematicas es indispensable el uso
de diferentes representaciones, que permiten desarrollar las actividades cognitivas
importantes que facilitan la aprehension de un objeto matematico, asi como la
conceptualizacién de la integral definida, la resolucion de problemas, el razonamiento y la
comprension de textos.

La integral definida es uno de los objetos matematicos que se puede representar por lo
menos en cuatro diferentes. Asi, los problemas de aplicacion expresados en lenguaje natural
(representacion verbal o escrita que incluyen formulas algebraicas), los bocetos de cada uno
de los problemas de aplicacion construidos en un plano bidimensional o tridimensional con
Applets de GeoGebra (representacién geomeétrica), los simbolos y las formulas en los
cuales se sustituyen los datos de los problemas y se realizan procedimientos para obtener la
informacidn solicitada (representacion algebraica) y el uso de la representacion tabular.

En este estudio se propone a los estudiantes un problema en su representacion verbal o
escrita (en lenguaje natural y algebraico), los estudiantes leen, analizan y forman ciertas
representaciones mentales o internas que las hacen visibles a los demas a través de los
diferentes registros de representaciones externas o 1o que se conoce como representaciones
semioticas que pueden ser: verbal, grafica, geométrica, aritmética, tabular o algebraica y los
tratamientos a realizar de parafrasis, reconfiguracion (en particular de reconfiguracion
oOptica) y de célculo tanto numérico como algebraico.

Se incluye el aprendizaje colaborativo precisamente porque permite fomentar competencias
relacionadas con la organizacion de actividades, la comunicacion, el intercambio y
discusién de ideas y la creatividad. Este tipo de aprendizaje se considera como el proceso
en el que el alumno aprende mas interactlia, compara y contrasta distintos puntos de vista
de los integrantes de un equipo y generan un proceso de construccion del conocimiento
(Guiter y Giménez, 2000).

Por otra parte, Santos, Camacho y Depool (2013) consideran fundamental el uso de las
diferentes representaciones semiéticas del objeto matematico integral definida, mismo que
se potencian en el proceso de resolucion de actividades, el trabajo en los diferentes sistemas
de representacién, incluyendo las tres actividades cognitivas que detalla Duval (1993) como
elementos indispensables para que el estudiante llegue a una aprehension conceptual de un
objeto matematico. De manera similar Schoenfeld (1992) y Santos (2014), hacen énfasis en
la resolucion de problemas para el aprendizaje de las matematicas, que permite a los
estudiantes interactuar en el proceso de formulacion y exploracion de conjeturas, utilizar
diferentes representaciones e interpretar resultados. En la presente investigacion los

68



REVISTA ELECTRONICA AMIUTEM Vol. IX, # 2, pp. 65-86. Julio-diciembre de 2021 Las actividades con applets de GeoGebra para ...

estudiantes trabajan con sumas de Riemann y dejan de lado la aplicacién directa del
Teorema Fundamental del Calculo.

Se incluye el aprendizaje con el applet de GeoGebra porque segun Duval (1999), las
representaciones y la visualizacion son el ndcleo de la comprension. En este sentido se hace
uso de diferentes applets de GeoGebra como medios que facilitan las transformaciones y la
relacion entre los diferentes registros de representacion semiotica en las aplicaciones de la
integral definida.

Metodologia

La investigacion es cualitativa y cuantitativa, se intenta describir y analizar las dificultades
que tienen los estudiantes para aplicar el concepto de la integral definida, los efectos que
produce la realizacion de las actividades en resolucion de problemas relacionados con su
profesion y como el software de GeoGebra apoya a la visualizacién de objetos
matematicos, la comprension de los conceptos y su aprendizaje.

Para la experimentacion se disefid una secuencia didactica con base en la propuesta de Diaz
Barriga (2013), distribuida en nueve actividades: una actividad de apertura, siete
actividades de desarrollo y una actividad de cierre. La Actividad 1 de apertura consiste en
responder a un conjunto de preguntas sobre el concepto de integral definida y resolver un
problema mediante uso de lapiz y papel y con el applet de GeoGebra para conocer lo que
los estudiantes saben, lo que pueden hacer y lo que son capaces de hacer a partir de sumas
de Riemann.

Para la etapa de desarrollo los estudiantes realizan siete actividades. En la Actividad 2 se
aplica la integral definida para hallar el area entre dos curvas, el objetivo de las Actividades
3,4y 5es calcular el volumen de un sélido de revolucidon por diferentes métodos (discos,
arandelas y capas cilindricas), la Actividad 6 consiste en determinar la longitud de un arco
de curva, en la Actividad 7 tienen que determinar el area de superficies de revolucion y en
la Actividad 8, la fuerza producida por un liquido sobre una superficie plana vertical.

En la etapa de cierre, se propone una actividad integradora (Actividad 9), para la que los
estudiantes seleccionan un tema relacionado con el contexto de la ingenieria industrial que
incluyan el uso del concepto de la Integral definida.

El estudio piloto se realiz6 con 21 estudiantes de segundo semestre de la carrera de
ingenieria industrial durante el desarrollo de la materia de Céalculo Integral. Se formaron
diez equipos de trabajo nueve parejas y un equipo de tres estudiantes con la intencion de
observar y examinar el uso de los distintos Applets de GeoGebra, la capacidad que tienen
los estudiantes para trabajar en equipo y las habilidades para generar discusiones, formular
y comprobar conjeturas. Las actividades estaban disefiadas para describir opiniones y hacer
comparaciones desde diferentes puntos de vista.

Antes de iniciar el experimento, los alumnos estudiaron temas relacionados con series,
limites, limites de las sumas, integral definida y técnicas de integracion.

El estudio piloto se inicié con una breve explicacion sobre las actividades, el disefio y los
objetivos de la secuencia didactica. Se compartieron los materiales y el formato de reporte
de la primera actividad mediante la plataforma de CLASSROOM, indicando la fecha y hora
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de entrega, mismas que correspondian al horario de clases. El maestro de la asignatura y la
maestra investigadora asumieron el rol de observar la realizacion de las actividades de cada
pareja y orientar las ideas de solucion propuestas por los estudiantes con relacion a las
instrucciones dadas.

Al finalizar la actividad de apertura se realizo la retroalimentacion de forma grupal para
aclarar ideas y dificultades que presentaron los alumnos en el desarrollo de la actividad.
También se realizo la retroalimentacion al resolver las tres primeras actividades de la fase
de desarrollo para extraer definiciones generales y caracteristicas propias de los casos de
problemas estudiados y corregir errores tanto de calculo como de interpretacion de
resultados que son claves para continuar con el estudio de otras aplicaciones de la integral
definida.

A continuacion, se presenta un ejemplo de una de las actividades de la etapa de desarrollo,
en la que se muestran todos los elementos tratados para que el estudiante a traves de la
resolucion desarrolle todas las actividades cognitivas necesarias para la aprehension del
objeto matematico. Dado el enunciado del problema, se pide al estudiante abrir el applet de
GeoGebra e inserte los datos del problema para obtener la representacion geométrica. Es
probable que ahi ya exista una construccion previa de aprehension perceptiva al identificar,
limitar el area de la region solicitada en el problema en un trapecio curvilineo, tal como se
muestra en la Figura 1.

Este tipo de aprehensidn se puede observar también cuando los estudiantes realizan una
discusion y descripcion de sus ideas basadas en dicha representacion, los conocimientos
previos Yy la experiencia de las actividades 1y 2.

Posterior a ello se propone a los estudiantes activar la vista grafica 3D y mover el
deslizador hasta un nimero determinado de particiones (3, 6 y 8) que corresponde a un
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tratamiento de reconfiguracion de la representacion gréfica en varios discos tal como se
muestra en la figura 2.
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Figura 2. Representacion geométrica de las particiones del trapecio curvilineo en 2D y 3D.

También se busca en el estudiante una aprehensién operatoria misma que de acuerdo con
Duval (1995), tiene que ver con las transformaciones que se puede hacer en una
representacion grafica, en este caso es una transformacion dptica puesto que permite
reconfigurar y modificar la representacion gréafica al formar discos que, con ayuda del

71



REVISTA ELECTRONICA AMIUTEM Vol. IX, # 2, pp. 65-86. Julio-diciembre de 2021 Las actividades con applets de GeoGebra para ...

applet de GeoGebra se cambia el nimero de particiones y cambia el nimero de discos. Es
justo este tipo de tratamiento de reconfiguracion que permite al estudiante hacer una
conversion del registro grafico al registro tabular mediante el célculo aritmético y
algebraico de las dimensiones de cada disco que se puede observar. Estos calculos y
representaciones hacen que se modifique la aprehension perceptiva por lo que los
estudiantes son capaces de reconocer elementos que le orientan a una aprehension
conceptual del objeto matematico tal como se muestra en la tabla 1.

Tabla 1.
Representacion tabular de las dimensiones de los discos formados en la figura 2.

] Volumen
N° de Altura Radio de la | Areadela n
. Volumen
particiones (dx) base () | base = mr? Z Ve =
k=1
2 12.566 25.133
3 2 4 50.265 100.531 351.858
6 113.097 226.195 |
1 3.142 3.142
2 12.566 12.566
3 28.274 28.274
6 1 285.881
4 50.265 50.265
5 78.593 78.593
6 113.097 113.097
0.75 1.767 1.325
1.5 7.069 5.301
2.25 15.904 11.928
8 3 3 28.274 21.206 270.373
4 3.75 44.179 33.134
4.5 63.673 47.713
5.25 86.590 64.943
6 113.097 84.823

Para Duval (1995) una aprehension discursiva se da cuando el estudiante hace uso de sus
conocimientos previos relacionados con teoremas, axiomas 0 propiedades que estan
implicitas en una representacion grafica. En este caso son el registro aritmético y tabular
que orientan al estudiante a llegar a este tipo de aprehension, en la figura 3 se observa estos
elementos que no estan explicitos en los registros anteriores (area de una circunferencia,
volumen de un disco, sumatorias).

Lo que sigue es la conversion al registro algebraico y es ahi donde es de gran utilidad el uso
del Applets de GeoGebra, mismo que les permite una aprehension operatoria de
modificacion dptica mas efectiva puesto que, pueden variar el nimero de particiones,
repetir el procedimiento varias veces de manera que nuevamente realicen una aprehension
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discursiva al relacionar sumatoria, limites y propiedades de los limites para finalmente
modelar y resolver el problema.

La recopilacion de datos se realiz6 mediante una guia de observacion, rubrica de criterios
de evaluacion, cuestionario individual y una guia de entrevista, durante y después del
desarrollo de todas las actividades, tanto de recuperacion de conocimientos. Los datos
obtenidos son el resultado del desarrollo de las actividades mediante el uso de los registros
de representaciones semioticas, el applet de GeoGebra y del trabajo en equipo para el
aprendizaje de aplicaciones de la integral definida.

Los datos experimentales, se recopilaron mediante el uso de una matriz para las actividades
con el uso de lapiz y papel y una para el trabajo con el applet de GeoGebra de manera que
faciliten el analisis y la obtencion de los resultados de investigacion, dichas matrices estan
constituidas por los siguientes criterios de evaluacién:

e Comprension y representacion gréfica del problema. Se considera que el estudiante
Ilega a una comprensién y representacion excelente de un problema si hace una
representacion grafica completa con todas las caracteristicas explicitas del
problema, es decir, especifica claramente el trapecio curvilineo.

e Presentacion y discusion de ideas de solucidn. Las ideas descritas se consideran
excelentes si los estudiantes presentan y discuten varias ideas para el calculo
aproximado del area, volumen, longitud o fuerza solicitada en el problema. Ademas,
realizan tratamientos correctos de la representacion geométrica del problema,
realizan reconfiguraciones y calculos algebraicos.

e Procedimiento. Los procedimientos realizados se evallan como excelente en la
escala cualitativa, si los estudiantes realizan descripciones de célculos algebraicos
detallados ya sea de la figura formada o de las reconfiguraciones y en casos
particulares utilizando una representacion tabular.

e Modelo matematico. EI modelo matematico construido sera excelente si los
estudiantes alcanzan a describir la integral definida como el limite de una suma de
Riemann.

o Reflexion final. Las descripciones de la reflexion final califican como excelentes si
los estudiantes alcanzan a describir la integral definida como el limite de una suma
de Riemann.

Para cada competencia se describen criterios de evaluacion tal como se muestra en la
Tabla 2 y la Tabla 3.

73



REVISTA ELECTRONICA AMIUTEM

Tabla 2.

Vol. IX, # 2, pp. 65-86. Julio-diciembre de 2021

Las actividades con applets de GeoGebra para ...

Rubrica de criterios de evaluacion de la Actividad con el uso de lapiz y papel.

Nombre de los estudiantes

Criterios

COMPRENSION Y
REPRESENTACION
GRAFICA DEL
PROBLEMA.

PRESENTACION Y
DISCUSION DE
IDEAS.

PROCEDIMIENTO.

MODELO
MATEMATICO.

Ponderacién.

NIVELES DE REALIZACION DE LAS ACTIVIDADES

EXCELENTE (4)

Comprenden bien la
situacion descrita en el
problema, representan el
bosquejo de la grafica con
lapiz y papel y especifican
claramente el trapecio
curvilineo. Determinan la
incognita.

Describen y discuten
varias ideas para el calculo
aproximado del area bajo
la curva. Realizan
tratamientos correctos de
la representacion
geométrica del problema:
especifican el area
solicitada.

Realizan procedimientos
detallados de la idea
propuesta en las
instrucciones: calculan el
area bajo la curva, utilizan
el limite de las sumas de
Riemann y hallan el area
solicitada como el valor
absoluto de la diferencia.
Representan el modelo
matematico: el area bajo la
curva como la integral
definida. Utilizan
correctamente el lenguaje
algebraico.

100%

Fuente. Elaboracion propia del autor.

BUENO (3)

Comprenden parcialmente
la situacion descrita en el
problema, representan el
bosquejo de la grafica con
lapiz y papel y especifican
parcialmente el trapecio
curvilineo.

Describen y discuten
varias ideas para el calculo
aproximado del &rea bajo
la curva. Realizan
tratamientos parcialmente
correctos de la
representacion geométrica
del problema: especifican
el rea solicitada.

Realizan procedimientos
parcialmente detallados de
la idea propuesta en las
instrucciones: calculan el
area bajo la curva, utilizan
el limite de las sumas de
Riemann y hallan el area
solicitada como valor
absoluto de la diferencia.
Representan el modelo
matematico: como el limite
de las sumas de Riemann.

75%

REGULAR (2)

Construyen graficas
sin especificar el
trapecio curvilineo.

Describen y discuten
ideas incorrectas
para el calculo
aproximado del area
bajo la curva. No
utilizan sus
conocimientos
previos.

Realizan
procedimientos y
calculos de manera
errénea.

Representan el
modelo matematico:
como el calculo de
las areas de los
rectangulos.

50%

INSUFICIENTE (1)

No construyen
gréficas y no
especifican el
trapecio curvilineo.

No describen ni
discuten ideas para
el calculo
aproximado del area
entre dos curvas.

No utilizan las ideas
descritas y no
representan datos en
forma tabular.

No pueden
representar el
modelo matemético.

25%
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Rubrica de criterios de evaluacion de la Actividad con el uso del Applet de GeoGebra.
NOMBRE DE LOS ESTUDIANTES

CRITERIOS

REPRESENTACION
GRAFICA DEL
PROBLEMA Y
DISCUSION DE IDEAS
DE SOLUCION.

PROCEDIMIENTO

COMPARACION Y
ANALISIS DE LAS
SUMAS DE RIEMANN

MODELO
MATEMATICO

PONDERACION

NIVELES DE REALIZACION DE LAS ACTIVIDADES

EXCELENTE (4)
Describen correctamente
la grafica de la situacion
presentada en el
problema, y la discusion
de varias ideas correctas
para el calculo
aproximado del area o
volumen y utilizan sus
conocimientos previos.
Justifican y realizan
célculos correctos de las
dimensiones de los
rectangulos o discos y
sumas de Riemann.
Repiten el procedimiento
para diferentes ndmeros
de particiones y
seleccion de f(x;) enel
intervalo Ax;.

Describen correctamente
los resultados de la
comparacion y analisis y
hacen conclusiones
sobre el comportamiento
de sumas de Riemann
para diferentes
particiones y seleccion
de f(x;) en el intervalo
Ax;.

Representan el modelo
matematico: el area o
volumen como la
integral definida.
Utilizan correctamente el
lenguaje algebraico.

100%

Fuente. Elaboracion propia del autor.

Resultados

BUENO (3)

Describen parcialmente
la gréfica de la situacion
presentada en el
problema, y la discusién
de varias ideas correctas
para el calculo
aproximado del area o
volumen y utilizan sus
conocimientos previos.
Realizan procedimientos
parcialmente detallados
de las dimensiones de los
rectdngulos y sumas de
Riemann. Repiten el
procedimiento para
diferentes nimeros de
particiones y seleccién
de f(x;) enelintervalo
Ax;.

Describen parcialmente
correcto el analisis y la
comparacion de los datos
organizados en la tabla y
hacen conclusiones sobre
el comportamiento de
sumas de Riemann para
diferentes particiones.

Representan el modelo
matematico: como el
limite de las sumas de
Riemann.

75%

REGULAR (2)
Describen
correctamente la
grafica del problema,
pero con ideas de
solucion del
problema incompletas
y utilizan pocos
conocimientos
previos.

Realizan
procedimientos y
calculos de manera
errénea.

Descripcion
incorrecta de los
datos de las tablas y
de las conclusiones
sobre
comportamiento de
sumas de Riemann
para diferentes
particiones.

Representan el
modelo matematico
como el célculo de
las areas de
rectangulos o
volumen de los
discos.

50%

INSUFICIENTE (1)
Representan la grafica
del problema. No
describen ideas de
solucién y no utilizan
la experiencia de la
actividad anterior.

No utilizan las ideas
descritas y no
representan datos en
forma tabular.

No realizan la
descripcion de los
resultados de la
comparacion y
andlisis y no hacen
conclusiones sobre
comportamiento de
sumas de Riemann.

No pueden representar
el modelo
matematico.

25%

El propdsito principal de este estudio piloto fue registrar datos previos a la experimentacion
con relacién al aprendizaje de los estudiantes a través del manejo de los diferentes registros
de representaciones de la integral definida con el apoyo de applet de GeoGebra, en algunas
de sus aplicaciones tales como el calculo de areas y volumen de sélidos de revolucion.

Las actividades fueron disefiadas para trabajar en parejas con la guia y orientacion de la
maestra y el maestro de aula. Cada sesion por equipo fue videograbada, al finalizar las
actividades cargaron sus productos, en formato pdf y los videos en la plataforma de
CLASSROOM. Estos resultados permitieron también hacer algunas modificaciones en el
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disefio de la secuencia e incluso de los applets, con la intencién de mejorar el aprendizaje
de los estudiantes.

A continuacion, se describe algunos resultados relevantes del desarrollo de las tres
actividades implementadas.

Actividad 1.

Esta actividad esta constituida por dos secciones, la primera con solo el uso de l&piz y papel
y la segunda con el uso del applet de GeoGebra, esto permitio rescatar algunos aspectos
relevantes en cuanto a la importancia del uso de la tecnologia. Por ejemplo, cuando se trata
de pasar del registro inicial al grafico, los estudiantes tienen dificultades para realizar las
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gréaficas cuando se trata de solo usar l&piz y papel a diferencia de cuando utilizan
GeoGebra, como se observa en la Figura 3 y 4.

Problema 1. Encontrar el area bajo la funcién f(x) = x + 1 en el intervalo [a, b]=[2,6]

1. Actividad en el documento Word y con lapiz y papel
1. Con lapiz y papel construyan el bosquejo de la figura descrita en el enunciado del
proble1|na y marque los extremos del intervalo y la curva que limita el 4rea desde
arriba.

‘ kel Sogdn Toxeno Borka. 16 tmavio -0

P

S oo &
L L L
T T T

—
o
(Y]
L+
Nt
DS
w"_

Figura 3. Representacion grafica del problema con el uso de lapiz y papel.

GeoGebra
que para cCamopiar e1r nuUMmero g paraones O rectianguios enn, SO mueva y upiqque er Qesiizagor Nnasia e nmumerno
deseado

1 ' SUMAS DE RIEMANN

Temas relacionados Descubrir recursos Descubre temas

Figura 4. Representacion gréfica del problema con el uso del applet GeoGebra.

La falta de experiencia de los estudiantes en cuanto a construccion de gréaficas de funciones
no les permite identificar caracteristicas propias de cada tipo de funciones como se observa
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en la Figura 1. Es claro que para un experto una caracteristica de una funcién como se
muestra en el problema anterior (Figura 4), la funcion f(x) = x + 1 corta el eje de las
ordenadas en el punto (0,1). Esta situacion los estudiantes observan en la gréafica que les
muestra el applet.

Durante el desarrollo de la materia de calculo, el maestro utilizaba el software de
GeoGebra, se atribuye a ello, el que los estudiantes no tengan dificultades para utilizar el
software, incluso dos grupos, aunque tuvieron errores como en el caso del equipo uno, en
limitar el intervalo como se muestra en la Figura 5, los estudiantes intentaron construir su
propio applet.

Figura 5. Construccion del applet por parte del equipo uno.

Es decir, desperto en ellos el interés por aprender a crear y usar el software como
herramienta para su aprendizaje. También, esto es una evidencia de que las diez parejas que
se formaron intentaron construir la gréafica con el apoyo de GeoGebra a pesar de que se
indicd que debian trabajar sélo con el uso de lapiz y papel, por ejemplo, el equipo 1
presento en las dos secciones la construccion realizada con el software, en la Figura 3, se
puede ver que existe una recta que no corresponde a la grafica del problema inicial.

Respecto al tratamiento de paréafrasis que realizan en esta actividad, presentan descripciones
con poca claridad, algunos casos se limitan a realizar cdlculos algoritmicos y no muestran
justificaciones.

En la segunda seccién que corresponde a esta actividad, los estudiantes utilizaron
correctamente el applet, cuatro equipos realizaron de manera correcta los calculos
para las diferentes particiones, mejoraron la interpretacion de los resultados y
llegaron a representar el modelo matematico de la integral definida como el limite
de las sumas de Riemann en el tiempo previsto para dicha sesion. Las otras seis
parejas necesitaron tiempo adicional para realizar el tratamiento de la representacion
tabular y llegar a la representacion del modelo matematico.
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Actividad 2.

En el desarrollo de esta actividad, los estudiantes ain mostraron ciertas dificultades para
describir la discusion de ideas de solucion del problema. Presentaron descripciones
parcialmente correctas como se muestra en la Figura 6.

1.2.Analice el bosquejo, escriba sus ideas o sugerencias para calcular el area de la

figura obtenida.

Primero tuvimos la idea de hacerlo por medio de integrales, pero nos dimos cuenta
de que no se podia o por lo menos nosotros no pudimos.

Después de mucho pensar nos surgio la idea de hacerlo con sumas de Riemann,
pensamos hacer pequefios rectiangulos, para luego calcular el area de un rectangulo

en separado v luego el conjunto de los rectangulos

Figura 6. Descripcion de ideas de solucion del problema

En la Figura 6 se observa también que los estudiantes hacen uso de la experiencia 'y
conocimientos de las actividades anterior. En cuanto al uso del applet de GeoGebra los
estudiantes no tienen dificultades y reconocen la utilidad para aclarar sus ideas de solucion
del problema, en la Figura 7 se presenta la descripcién de ideas e interpretacion de la
gréafica del equipo dos.

El area azul es la que esta entre las dos funciones como esta la de GeoGebra esto

nos indica que el area que buscamos esta entre la funcion f(x)-f(g).

——— (a,0)((1,0) | (b,0)(5. 0)

1.2.Escriba las conclusiones sobre el uso del Applets para calcular el area entre dos

curvas.

Esta muy completa ya que nos da el area en rectangulos sobre las funciones entonces
con esto nos damos cuenta que el area que contiene g(x) no entra en contexto
como tal si no que nos marca un punto de referencia esto quiere decir que de

donde sale la curva de la funcion de g(x) se marca el area hasta la funcion f(x) y

este programa no lo da directo.

Figura 7. Descripcion de ideas e interpretacion de la gréfica.

Seis equipos alcanzaron a representar el modelo matematico del area entre dos curvas y con
base en la rabrica de evaluacion, estos equipos se ubicaron en el item 1.2 de la escala
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cualitativa, es decir, en algunos casos mostraron una comprension parcialmente correcta de
la situacion del problema, a pesar de que la descripcion de ideas no fue clara llegaron una
solucion final del problema, la Figura 8 es un ejemplo de ello.

1.3.Desarrollen la idea mas adecuada y encuentren el area solicitada.

Delta de X= B-A/N B=5
Delta de X=0.04 (base) A=1
Xi= a+i*delta de x
N= 100 e
Xi=14i*0.04= 0.04i+1 90 =vx~1

F(xi)= 0.041i + 1+1 =0.04i+2

100

fO)=x+1 g(x)Z(\/0.0M +1-—1)(0.04)
i=1
F(xi)= 0.04i + 1+1 =0.04i+2
100
s G(x)z (VO.0%i)(0.04)
i=1
£G) ) (0.04 +2)(0.04)
i—=1
100
g(x) Z 0.008 i
100 i=1
1165 Z(o.oomi +0.08) i
=1 0.008 Z(i)
i=1
100
0.0016 Z(l + 0.08 * 100) 0.008*100(101)/2=40.4
i=1 .
(0.0016*(100(101)/2)+8= 16.08 Area total bajo la curva =40.4
Area total del drea bajo la curva= 16.08

Figura 8. Tratamiento de calculo numérico y algebraico de los datos obtenidos del applet.

Actividad 3.

Los productos enviados por los estudiantes del desarrollo de la Actividad 3, evidencian de
que los estudiantes utilizaron sus conocimientos previos y las experiencias de las
actividades anteriores para resolver el problemay la descripcion de ideas tiene mayor
claridad. Por ejemplo, en la Figura 9, se puede ver que, en este caso, el equipo tres piensa
como una idea inicial en hacer el tratamiento de reconfiguracién del registro grafico del
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problema, menciona que una posibilidad es hacer particiones del sdlido a la cual le
dominan cilindro.

Pieuse en su expenenca de bs actinsdades | ¥ 2 vy esenba sus ideas posa calcular el
volumen de¢ la hguwrs formada

ra b

Figura 9. Descripcion de la discusion de ideas de solucion para calcular el volumen de la
figura formada.

Al igual que en las actividades anteriores, los estudiantes no muestran dificultades en el uso

del applet y alcanzan a representar de forma grafica y geométrica el problema, como se
muestra en la Figura 10.

En la vista del plano 2D, mueva el deslizador hasta n = 4 como si se tratara de formar
rectangulos. Desde el extremo superior derecho de la pantalla, abra el Applets con
GeoGebra y active la vista grafica 3D, observe y responda ;Qué objeto geométrico se
forma si solo rotamos una de las particiones del triangulo al rededor del eje x?

- |2
1}

»

o d
¢ ncwerdo a los datos del problems -
B
Alo,or | 8fts, 0 A
Volumen aproximade = 178.9235 g

,
Volumen real = 127.2345 6

Figura 10. Representacion grafica y geométrica del solido formado al rotar alrededor del
eje x la funcion f(x) = %x limitadaporx =0y x = 6.

De los diez equipos, nueve alcanzaron a representar el modelo matematico, es decir,

describieron el volumen del solido como el limite de las sumas de los volimenes de los n
discos.
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En las Tabla 4 y 5 se presentan un resumen de los resultados de evaluacion de
competencias, obtenidos en las tres primeras actividades por cada equipo y su ubicacién en

los niveles de acuerdo con los criterios de evaluacion que se detallan en la Tablas 2 y 3.

Tabla 4.
Resultados de la evaluacion de competencias en las Actividades 1 con el uso de lapiz y
papel.
Criterios Nivel de Competencias _ ACTIVIDADES Ponderacis
A1 onderacién
Comprenden bien la situacion descrita en el problema,
representan el bosquejo de la grafica con lapiz y papel y 100%
especifican claramente el trapecio curvilineo. Determinan la
incognita.
COMPRENSION Y Comprenden parcialmente la situacion descrita en el E3 E8
REPRESENTACION problema, representan el bosquejo de la gréfica con lapiz y E6 E9 75%
GRAFICA DEL PROBLEMA. papel y especifican parcialmente el trapecio curvilineo. E7 E10
Construyen gréficas sin especificar el trapecio curvilineo. E1 E5 50 %
E4
No construyen graficas y no especifican el trapecio E2 2506
curvilineo.
Describen y discuten varias ideas para el calculo aproximado
del rea bajo la curva. Realizan tratamientos correctos de la 100%
representacion geométrica del problema: especifican el area
solicitada.
Describen y discuten varias ideas para el célculo aproximado E 1
. del &rea bajo la curva. Realizan tratamientos parcialmente E3
IIDDTSECSE’S\IIB?\ICIID%I\IIJE AS correqtqs de la represe_nt_acién geométrica del problema: E6 5%
' especifican el area solicitada. E7
Describen y discuten ideas incorrectas para el calculo E5 E8
aproximado del &rea bajo la curva. No utilizan sus E2 E9 50 %
conocimientos previos. E9 EL0
No describen ni discuten ideas para el célculo aproximado E4 2506
del &rea entre dos curvas. E6
Realizan procedimientos detallados de la idea propuesta en
las instrucciones: calculan el area bajo la curva, utilizan el 100%
limite de las sumas de Riemann y hallan el area solicitada
como el valor absoluto de la diferencia.
Realizan procedimientos parcialmente detallados de la idea E1l
propuesta en las instrucciones: calculan el area bajo lacurva, E 3
PROCEDIMIENTO. utilizan el limite de las sumas de Riemann y hallan el area E6 5%
solicitada como valor absoluto de la diferencia.
Realizan procedimientos y calculos de manera errénea. E4 E9 50 %
E8 E10
No utilizan las ideas descritas y no representan datos en E2 E5 250
forma tabular. E7
Representan el modelo matematico: el &rea bajo la curva
como la integral definida. Utilizan correctamente el lenguaje 100%
algebraico.
Representan el modelo matematico: como el limite de las 750
MODELO MATEMATICO. sumas de Riemann.
Representan el modelo matematico: como el calculo de las E1 E4 E6 50 %
areas de los rectangulos. E3 E5 E8
No pueden representar el modelo matematico. E2 E9 2506
E7 E10
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Tabla 5.
Resultados de la evaluacion de competencias con el uso applet de GeoGebra.
ACTIVIDADES
CRITERIOS NIVEL DE COMPETENCIAS A A2 A3 PONDERACION
1
Describen correctamente la grafica de la situacion E2 E1l
presentada en el problema, y la discusién de varias E3 E6
ideas correctas para el calculo aproximado del area E2 100%
o0 volumen y utilizan sus conocimientos previos. E 10
E3
Describen parcialmente la grafica de la situacion E1l E4
presentada en el problema, y la discusion de varias E8 E8
. P ideas correctas para el calculo aproximado del area E6 E5
REPRESENTACION GRAFICA . L : o
DEL PROBLEMA y o0 volumen y utilizan sus conocimientos previos. E 3 579 75%
DISCUSIQN DE IDEAS DE E10
SOLUCION.
Describen correctamente la grafica del problema, E4
pero con ideas de solucion del problema E5 50 %
incompletas y utilizan pocos conocimientos
previos.
Representan la gréfica del problema. No describen
ideas de solucién y no utilizan la experiencia de la 25%
actividad anterior.
Justifican y realizan calculos correctos de las E1 E3 E3
dimensiones de los rectangulos o discos y sumas E3 E4 E6
de Riemann. Repiten el procedimiento para E4 EG6 E4
diferentes nimeros de particiones y seleccion de E6 E7 100%
f(x;) enelintervalo Ax;. ES5
E10
Realizan procedimientos parcialmente detallados E8 E1 E1l
PROCEDIMIENTO de las dimensiones de los rectangulos y sumas de E9 E2 E2
Riemann. Repiten el procedimiento para diferentes E E7 E8 75%
ntmeros de particiones y seleccion de f(x;) enel 10 ESB8
intervalo Ax;.
Realizan procedimientos y célculos de manera E7 E9 E9 50 %
errénea. E 10
No utilizan las ideas descritas y no representan E2 E5 250
datos en forma tabular. E5
Describen correctamente los resultados de la E3
comparacion y analisis y hacen conclusiones sobre  E 3 E4
el comportamiento de sumas de Riemann para ES 100%
diferentes particiones y seleccion de f(x;) en el ES8
intervalo Ax;.
Describen parcialmente correcto el analisis y la E4 E2 E1l
comparacion de los datos organizadosen latablay E6 EG6 E7
hacen conclusiones sobre el comportamiento de E3 75%
sumas de Riemann para diferentes particiones. E8
COMPARACION Y ANALISIS E4
DE LAS SUMAS DE RIEMANN  Descripcion incorrecta de los datos de las tablas y E1 E1 E2
de las conclusiones sobre comportamiento de E8 E5 E6
sumas de Riemann para diferentes particiones. E2 E4 E 10
E9 E7 50 %
ES5
E
10
No realizan la descripcion de los resultados de la E7 E9 E9
comparacion y analisis y no hacen conclusiones E 10 25%

sobre comportamiento de sumas de Riemann.
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Representan el modelo matematico: el &rea o volumen E1l E2 E3 E7
como la integral definida. Utilizan correctamente el E4 E4 E4 EB8 100%
lenguaje algebraico. E3 E3 E5 E
E6 EG6 10
Representan el modelo matematico como el limite de las E2 E1l E1 E6
sumas de Riemann. E7 E2
75%
MODELO MATEMATICO. ES
E8
Representan el modelo matematico como el calculo de las  E8 E9 E9
areas de rectangulos o volumen de los discos. E10 E10 50 %
EQ9
No pueden representar el modelo matematico. E ; 2504

Conclusiones

En los resultados obtenidos se verificd nuevamente lo que menciona Duval (1999), el proceso
de conversion de las representaciones semioticas son una de las actividades cognitivas menos
espontaneas y mas dificiles de adquirir para la mayoria de los alumnos, tal como se puede
ver en las Figuras 3 y 5. Resulta complicado para la mayoria de los estudiantes pasar del
lenguaje natural al registro grafico. Mas aun cuando se trata del sélo uso de lapiz y papel, por

lo que buscan la ayuda de un software.

Precisamente, por la dificultad que tienen los estudiantes se considera indispensable el uso
de applets para la ensefianza de las aplicaciones de la integral definida, respecto a esto,
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Marmolejo y Vega (2012) explican que las figuras geométricas son elemento clave para
realizar exploraciones heuristicas en la resolucion de problemas
Los estudiantes fueron capaces de recuperar y utilizar los conocimientos previos y
experiencia de las actividades anteriores, utilizaron exitosamente el applet de GeoGebra y
alcanzaron a representar el modelo matematico en cada actividad.
Durante el desarrollo de las actividades, los applets de GeoGebra se utilizaron como
herramienta de apoyo y de motivacion en el proceso de ensefianza aprendizaje, los
estudiantes enfatizaron las ventajas y facilidad de su uso.
El estudio se realizé en época de pandemia, por lo que todo se desarroll6 de manera virtual
y es probable que esto influya en los resultados obtenidos con los que se podria obtener de
manera presencial.
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