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USO DE LA FOTOGRAFIA PARA EL CALCQLO DE AREAS DE
OBJETOS COTIDIANOS PLANOS: HOJAS DE ARBOL APLANADAS

Maria Teresa Sdnchez V., Rafael Pantoja R., Elena Nesterova
vieyra_84 @hotmail.com, profe.rpantoja@hotmail.com, elena.nesterova@hotmail.com
Departamento de Matematicas, CUCEI, Universidad de Guadalajara
Resumen

En el presente trabajo se reportan los resultados de actividades realizadas con el uso de la
tecnologia, que propician el aprendizaje del célculo integral mediante su aplicacién en la
aproximacion de dreas de hojas de arboles aplanadas, completas y segmentadas, que
asemejan regiones acotadas por funciones a determinar. La actividad se inicié con una
fotografia de hoja de arbol, la cual se proceso en el Tracker para obtener, en medidas reales,
los datos requeridos para hacer en GeoGebra el ajuste de la funcién polindmica que limitara
el contorno a integrar. Los resultados se sustentaron en la observacion y desempeiio del
alumno, el cuaderno de trabajo, las encuestas aplicadas y el andlisis de las entrevistas, que en
conjunto permitieron concluir que la valoracion resulté positiva.

Palabras clave: Tracker, GeoGebra, Calculo integral, aproximacién de areas.
Abstract

In the present work, the results of activities carried out with the use of technology are
reported, which promote the learning of integral calculus through its application in the
approximation of flattened, complete and segmented areas of tree leaves, which resemble
regions bounded by functions to decide. The activity began with a photograph of a tree leaf,
which was processed in the Tracker to obtain, in real measurements, the data required to
adjust the polynomial function in GeoGebra to limit the contour to be integrated. The results
were based on the observation and performance of the student, the workbook, the applied
surveys and the analysis of the interviews, which together allowed to conclude that the
assessment was positive.

Keywords: Tracker, GeoGebra, Integral calculus, approximation of areas.
Introduccion

La ensefianza tradicional del cdlculo integral en los niveles educativos medio superior y
superior, ha sido de tal manera que el estudiante se ve limitado a un aprendizaje basado en
férmulas o algoritmos, sin lograr, la mayoria de las veces, relacionar las aplicaciones del
calculo integral a su entorno cotidiano o profesional, como en el caso que se reporta, en el
que se enfrenta al alumno a aplicar sus conocimientos previos de integracion, a la
aproximacioén de dreas de hojas de arbol aplanadas completas y segmentadas, primero
mediante un acercamiento numérico y posteriormente, con un ajuste de polinomios a su
periferia.

En el programa vigente de Célculo Integral del Tecnolégico Nacional de México, institucion
de nivel superior dependiente de la Secretaria de Educacion Publica, se sugiere que el alumno
debe desarrollar la habilidad para modelar situaciones cotidianas en su entorno, a la vez que
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contribuya al desarrollo de competencias como: plantear y resolver problemas, habilidad para
trabajar en forma auténoma, capacidad de trabajo en equipo y habilidades en el uso de las
TIC, es en esta direccién que se orientd este proyecto.

En una clase tipica de cdlculo integral, no es muy comun que se incluya el célculo de areas
de objetos cotidianos para los estudiantes, de manera que los manipulen directamente, que
experimenten y encuentren una representacion matematica para aproximar el drea con el
empleo de las TIC y la aplicacion del Teorema Fundamental del Célculo. El uso de la
fotografia o videos (Jofrey, 2010; Ezquerra, Iturrioz y Diaz, 2011), asi como el manejo del
Tracker y GeoGebra, han dado buenos resultados en la motivacion de los estudiantes para
propiciar su propio aprendizaje (Arrieta y Diaz, 2015; Pantoja, Guerrero, Ulloa, Nesterova,
2016).

Soporte tedrico

Apoyados en la Teoria de Raymond Duval (2004), con el fin de lograr una mejor
comprension del cédlculo de areas, se reporta un trabajo en el que los asistentes al taller
encontraron diferentes representaciones semioticas de un objeto cotidiano como es una hoja
de arbol, a la que se le tom6 una fotografia, se manipulé con el Tracker para calcular las
coordenadas de la periferia, ajustar las funciones y calcular las integrales con GeoGebra.

En la figura 1 se muestran los distintos registros para el caso de la hoja de arbol, ya sea
completa o segmentada, en la que se presenta la grafica, los puntos del contorno, la fotografia
y el polinomio ajustado de grado menor o igual a tres con el Tracker. En otro caso, los datos
se exportan a GeoGebra ya que su rutina de ajuste de funciones es mds completa.

La representacion verbal se propicia en el trabajo en grupo colaborativo, cuando se discute
sobre la situacion problema (Hitt y Gonzalez-Martin, 2015) y los elementos que se generan
con el Tracker, mientras que la representacion escrita se crea con la contestacion de la hoja
de trabajo y el reporte final. En estos momentos es cuando se generan las conversiones:

. grafica-visual: cuando se relaciona la imagen del objeto con su contorno;

. grafica-analitica: que se propicia cuando se determina la representacion analitica, a
partir de los datos numéricos de las coordenadas de los puntos marcados con el
Tracker;

. verbal-analitica: mediante el trabajo colaborativo y la discusién sobre las funciones

que acotan el area del objeto;
. verbal-escrito: cuando se discute sobre el reporte de la actividad.

También se genera el tratamiento en el registro analitico, cuando los alumnos determinan, de
entre todas las funciones incluidas en las rutinas de Tracker o GeoGebra, las mejores
funciones para acotar el area de la hoja de arbol y emplear la rutina de integracion del
GeoGebra para aproximar el drea.
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Figura 1. Representaciones semioticas de la hoja de arbol y su drea. Creacién propia.
Metodologia
Las fases que se siguieron son:

. Se formaron equipos de dos integrantes y a cada equipo se entregé un objeto y un
papel cuadriculado, para obtener un primer acercamiento al drea de la hoja de arbol
aplanada, mediante aproximaciones superiores € inferiores a su magnitud.

. Cada equipo tomo una fotografia de la hoja, para manipular la imagen en Tracker y
GeoGebra y responder el cuaderno de trabajo.

. El instructor coordind el manejo de los programas Tracker y GeoGebra, para la
obtencion de las funciones que modelaran adecuadamente el objeto y realizaran las
integrales.

. Los integrantes de cada equipo manipularon la foto capturada en el paso anterior con

el Tracker, eligieron la posicién de la foto con respecto a los ejes coordenados,
obtuvieron las funciones que modelaron el contorno de la regidon cuya drea se
buscaba, los limites de integracion, y finalmente aproximaran la magnitud.

. Los participantes compararon los resultados obtenidos en los pasos 1 y 4 y obtuvieron
sus conclusiones.

. Los participantes repitieron los pasos del 1 al 5, pero ahora con hojas de arbol con
distintos cortes internos y externos.

. Se realizé una presentacion grupal para que los participantes mostraran sus productos
y de forma grupal, discutir resultados con el fin de obtener conclusiones que ayudaran
a recabar informacion para enriquecer la propuesta.

Resultados

Los participantes del taller calcularon de manera aproximada el drea de hojas planas de arbol
con distintas formas, simulando regiones de integracion limitadas por funciones
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desconocidas, las cuales ajustaron con polinomios de distintos grados. Las rutinas del Tracker
para aproximar polinomios a un conjunto de datos es limitado, motivo por el que se utilizé
el GeoGebra para delimitar las funciones y los limites de integracion. Es en este paso, cuando
los alumnos presentaron problemas para seccionar la hoja y determinar las distintas regiones
de integracidn, pues no visualizan en un primer momento, como acomodar la hoja de drbol,
para aplicar el Teorema Fundamental del Calculo (TFC) al cédlculo de areas. Algunas de las
hojas que trabajaron los estudiantes se muestran en la figura 2.

Figura 2. Hojas de arbol usadas en el taller. Creacion propia.

Se realizaron dos sesiones, una por dia, de cuatro horas cada una. En la primera se dieron a
conocer los objetivos del taller y se facilitaron los materiales requeridos para su desarrollo.
Cabe mencionar, que la mayoria de los participantes ya conocia GeoGebra, pero no Tracker,
asi que se dio una explicaciéon de su manejo, al menos para la realizacién de las actividades
de este taller.

Primera sesion

En la primera sesion, se sugiri6 que las actividades las realizaran en binas, ya que
inicialmente la propuesta era en equipos de tres, pero por los pocos participantes del taller,
lo més adecuado en ese momento, era en grupos de dos y otros optaron por hacerlo de manera
individual. Una vez que los participantes instalaron en sus computadoras los programas
Tracker y GeoGebra, eligieron una hoja de arbol en fisico y en fotografia, facilitadas por el
instructor.

De acuerdo con las instrucciones del cuaderno de trabajo, en primer lugar, los participantes
calcularon el drea aproximada de la hoja, mediante trazos que se consideraron adecuados en
el papel cuadriculado que se les otorgd. Calcularon un drea menor y una mayor para deducir
una aproximacioén mas precisa. Para el cdlculo trazaron el contorno de toda la hoja en el papel
cuadriculado y luego hicieron los célculos, como lo consideraron mejor, por ejemplo, una
participante describe su procedimiento como sigue:

Para el drea menor se contaron todos los cuadritos que estaban por dentro de la
hoja, aproximando los cuadritos incompletos y juntdndolos con otros cuadritos
para completar uno entero, se obtuvieron 129 cuadritos. Area= 129%0.49=63.21
unidades de drea (cada cuadro por lado mide 0.7 cm.). Para el drea mayor se
contaron todos los cuadritos que cubrian completa la hoja, es decir, por exceso.
Se obtuvieron 153 cuadritos. Area=155%0.49=75.95.

Esta misma alumna, en su trabajo eligi6 la hoja que se muestra en la Figura 3, donde se
incluye el trazo realizado.
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Figura 3. Célculo de 4dreas mediante conteo de cuadritos. Creacion propia.

Otros participantes, trazaron un poligono circunscrito a la hoja para obtener una
aproximacién superior y uno inscrito para una aproximacién inferior. De acuerdo con sus
resultados y reflexiones, comentaron que sus aproximaciones no son muy exactas, ya que la
diferencia entre la aproximacion superior y la inferior es un valor considerable, porque en
general, les resulté entre 10 y 13 cm?. También comentaron que a pequefias escalas puede
tratarse de una diferencia no muy importante, lo que no pasaria, si la medicion se hiciera a
grandes escalas. Para obtener mejores aproximaciones, sugieren:

. Hacer la cuadricula mds pequeria.

. Uso de papel milimétrico, aumentar el niimero de figuras geométricas
tanto inscritas como circunscritas y utilizar en la fotografia la
iluminacion adecuada para eliminar las sombras.

En el cuaderno de trabajo se pide que propongan una forma de realizar el clculo de drea
con algin software matematico que ellos conozcan, a lo cual algunos respondieron que lo
han hecho con Excel, sin embargo, consideran que se obtienen resultados no tan precisos y
comentan:

. Graficar la hoja, obtener puntos coordenados, particionar la hoja
y aproximar los puntos a alguna funcion, después sacar el drea
bajo la curva.

. Generando los puntos de la forma del contorno de la imagen y
localizarlos en el plano coordenado. Definiendo una funcion
aproximada a la forma y calculando el drea bajo la curva.

Los comentarios dejan entrever que tienen una idea clara de aplicar el TFC al calculo de
areas. Aunque en un principio los participantes tuvieron ciertas dudas, se aclar6é que hay que
dividir el contorno de la hoja en varias regiones y obtener las funciones y los limites para
integrar. Los participantes insertaron la fotografia de su hoja de arbol en la computadora para
procesar con el Tracker y obtener los datos que fueron exportados a GeoGebra para ajustarlos
a un polinomio. Ubicaron los ejes coordenados sobre la imagen, visualizaron el tipo de
funciones involucradas en el contorno de la hoja e hicieron los célculos solicitados. Todos
coincidieron en la eleccién de polinomios de grados superiores, con el fin de acotar el
contorno de la hoja de 4rbol y aplicar el teorema fundamental del calculo.

Algo relevante que los participantes mencionaron, es que la posicion de la hoja de arbol y
ubicacion de los ejes coordenados es importante, pues la simetria facilita la divisioén de la
regioén y no les fue dificil identificar y trazar las trayectorias de las funciones, asi como los
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limites de integracion. Con respecto a la obtencién de los polinomios, fue muy comin que
GeoGebra les arrojara expresiones como p(x) = 0x° — 0x* — 0x3 + 0.06x? — 0.63x —
0.16, en los que algunos de los coeficientes fueran cero, que se aclaré que es problema de la
asignacion de las cifras decimales significativas en GeoGebra.

Una vez obtenidos los polinomios buscados, procedieron a integrarlos en GeoGebra, en
donde se graficaron y corroboraron la forma de la hoja de drbol y su drea. En esta primera
actividad, los alumnos no tuvieron problema para representar el contorno en GeoGebra
(Figura 4) y aplicar la rutina de integracion para acercar el valor del drea.

Fotografia Modelo en GeoGebra
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Figura 4. Fotografia de una hoja y su representacion en GeoGebra. Creacién propia.

Después de aproximar el drea de forma manual por el conteo de cuadritos y con el GeoGebra,
compararon los resultados, y concluyeron que no eran iguales, sin embargo, la diferencia
entre ellos era razonable por la forma en que hicieron los célculos por ambos métodos. Por
un lado, argumentaron que los cdlculos de conteo de cuadritos carecian de exactitud
precisamente por la cuadricula relativamente grande y con respecto al cdlculo con GeoGebra,
argumentaron que se podria mejorar la ubicaciéon y el nimero de puntos del contorno
sefialados con Tracker.

Segunda sesion

En esta sesion los participantes trabajaron una actividad andloga a la primera, solo que en
este caso se incluyeron hojas de arbol con distintos cortes en su contorno y/o en el interior.
De entrada, notaron y expresaron la dificultad para encontrar los polinomios adecuados para
el cdlculo de las integrales y el drea. En la Figura 5 se muestra la imagen en la que se muestra
la delimitacion del contorno con distintos colores para las funciones que se proponen para
seccionar la region.

Figura 5. Fotografia de una hoja y su representacion en Tracker. Creacion propia.
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En este caso, ubicar los ejes coordenados fue complicado, ya que la hoja no era simétrica,
mencionaron que la mejor posicion de los ejes es “aquella en la que se pueda dividir laimagen
en funciones”, pero la realidad es que lo irregular de las hojas de drbol complica la divisién
de la region acotada por un solo polinomio, pero una vez que visualizaron cémo seccionar y
dilucidar los limites de integracion no les fue dificil y lograr la modelacién. Figura 6.

Modelacion en GeoGebra

Lalie s o :-'I.
Figura 6. Fotografia de una hoja y su representacion en GeoGebra. Creacién propia.

En el ejemplo de la Figura 6, el drea que la participante obtuvo al hacer el calculo por conteo
de cuadritos fue de 186.95 cm?, mientras que el cilculo con los programas computacionales
fue de 145.03 cm?. Se argument6 la importancia de ubicar los puntos sobre el contorno de la
hoja al momento de trazar la trayectoria en Tracker, ya que, si la figura es muy amorfa, se
tiende con mas facilidad a perder exactitud en los calculos.

Otro célculo de area que causo conflictos a la participante al momento de hacer los calculos
en Tracker y GeoGebra, es la que se muestra en la Figura 7 por la cantidad y variedad de

funciones necesarias a delimitar.
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Figura 7. Imagen de los célculos de una hoja con cortes en su interior. Creacién propia.

Para concluir con el taller, los estudiantes expusieron sus trabajos y resultados a sus
compaiieros. Con ello se propici6 un momento de reflexion y comparacion de sus
procedimientos mostraron sus evidencias (Figura 8) para justificar el proceso y explicaron
las dificultades a las que se enfrentaron.

21



REVISTA ELECTRONICA AMIUTEM Vol. IX, # 1, pp. 1-10. Julio-diciembre de 2020 Uso de la fotografia para el célculo de areas ...

Figura 8. Exposiciones de los participantes. Creacion propia.

Conclusiones

La propuesta con la fotografia, Tracker y GeoGebra para el cdlculo de dreas capto el interés
de los participantes del taller, ya que la consideran una buena alternativa para motivar a los
estudiantes en el aprendizaje de la integral definida, esto gracias a que ademds de que ambos
softwares son sencillos de manejar, actualmente los jévenes tienden a manipular las
tecnologias con cierta facilidad y entusiasmo. Incluso, la fotografia que es otra parte
importante del presente trabajo, actualmente, no representa un mayor inconveniente ya que
por cada equipo de trabajo, es muy probable que minimo se cuente con un celular para la
toma de fotos y solo se debe cuidar que esté bien enfocada y nitida.

El propésito de la propuesta didactica es ofertar al profesor de mateméticas una serie de
ejemplos, para que valore su incorporacién a su labor docente, pues con base en las
evidencias recopiladas, se propicia aprendizaje de los temas seleccionados, se promueven
competencias como la modelacién matematica, el manejo de las tecnologias y la escritura de
reportes, ademds de que se incentiva la motivacién por aprender matematicas con estrategias
de ensefianza alternativas, que fortalecen la generacion de valores como la participacion,
puntualidad, trabajo colaborativo y honestidad, entre otros.

La presente es una propuesta que propicia en los estudiantes competencias genéricas y
especificas, gracias a su naturaleza completamente colaborativa y el uso de herramientas u
objetos utilizados en diversas dreas de su vida cotidiana. Esto dltimo, ademas de ayudar a
captar el interés de los estudiantes, los ayuda a vincular el aprendizaje escolar con su quehacer
cotidiano fuera de la escuela, es decir, los ayuda a comprender muchos quehaceres de la
matemadtica enfocados a la vida real

En conclusiodn, la presente es una actividad didéctica que muestra la utilidad del software en
la solucién de problemas contextualizados mediante el calculo.
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