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Resumen

La presente investigacion muestra un caso de éxito en el Instituto Tecnoldgico de
Matamoros, con un grupo de jovenes estudiantes de la carrera de Ingenieria en Sistemas
Computacionales. Haciendo uso del software de GeoGebra como herramienta didactica
dentro del bloque de Ciencias Basicas en la asignatura de Calculo Vectorial se logré la
adquisicién del conocimiento en los temas de la longitud y area de ecuaciones
paramétricas y polares, el desarrollo de competencias especificas y genéricas establecidas
en el programa de estudio y el aprendizaje del software. Ademas, encontrara algunas de
las actividades que se desarrollaron con el software, asi como los resultados favorables
obtenidos en los estudiantes con el uso de la herramienta.

Palabras Clave: Ensefianza, Estrategia didactica, Curvas planas, GeoGebra.
Abstract

The present investigation shows a case of success in the Technological Institute of
Matamoros, with a group of young students of the race of Engineering in Computational
Systems. Making use of the GeoGebra software as a teaching tool within the Basic
Sciences block in the subject of Vector calculus for the acquisition of knowledge in the
topics of the length and area of parametric and polar equations, the development of
specific and generic skills established in the study program, and software learning. Some
of the activities that were developed with the software, as well as the favorable results
obtained in the students with the use of the tool.

Key Word: Teaching, Didactic strategy, Flat curves, GeoGebra.
Introduccion

En el Instituto Tecnoldgico de Matamoros se esta haciendo uso de la tecnologia,
aplicando GeoGebra. Pero (Qué es GeoGebra?, es un software dinamico para la
Ensefianza y Aprendizaje de las Matematicas y para educacion en todos sus
niveles. Combina geometria, algebra, analisis y estadistica, en un Unico conjunto tan
sencillo a nivel operativo. Ademas, ofrece herramientas y representaciones diversas de
los objetos desde cada una de sus posibles perspectivas: vistas graficas, algebraicas,
estadisticas y de organizacion en tablas y planillas, y hojas de datos dinamicamente
vinculadas. Fue creado por Markus Hohenwarter, con el objeto de hacer una calculadora
de uso libre para trabajar el Algebra y la Geometria. Fue un proyecto iniciado en el 2001
en un curso de Matematica en la Universidad de Salzburgo en Austria.

Hoy lo estamos aplicando como herramienta didactica para la ensefianza de la asignatura
de Calculo Vectorial en el bloque de Ciencias Bésicas de Ingenierias ofertadas en la
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institucion. En los temas correspondientes a la unidad dos denominada "Curvas en R2 y
ecuaciones paramétricas”, se busca desarrollar en los estudiantes la competencia
especifica de construir graficas de una curva plana en forma paramétrica y polar, entre las
cuales destaca la cardioide.

Referente tedrico

La educacion ofertada en el Tecnoldgico Nacional de México se sustenta sobre los pilares
el modelo educativo del siglo XXI, el cual esta estructurado en tres dimensiones como se
muestra en la figura 1

S

Modelo educativo
para &l siglo XX

_I_J

' )

Dimensidn Dimensian Dimensidn
filosofica academica organizacional

Forrmacion de
Plano Plang capital humano Plano
Psicopedagogico s0cia parala curricular
investigacion

Figura 1. Modelo educativo para el sigo XXI

El plano Psicopedagogico define a las estrategias didacticas como el conjunto de
actividades disefiadas por el docente que, ademas de generar espacios creativos,
favorecen el logro de aprendizajes y dan sentido a la relacion didactica. Que ademas se
ajustan permanentemente a un concepto de aprendizaje, a los objetivos, los contenidos
educativos y al contexto en que se realizan y vinculan, de manera armoniosa, la relacion
docente-contenido-realidad-estudiante.

Haciendo uso de GeoGebra como estrategia didactica, se aprovechan los recursos que la
tecnologia ofrece, para el desarrollo de competencias educativas como se describe en el
programa de Célculo vectorial.

Desarrollo de competencias genéricas:

e Propiciar, en el estudiante, el desarrollo de actividades intelectuales de induccion-
deduccidn y analisis-sintesis, las cuales encaminan al alumno hacia la investigacion.

e Propiciar el uso de Software de matematicas o la calculadora graficadora como
herramientas que faciliten la comprension de los conceptos, la resolucion de
problemas e interpretacion de los resultados.

e Desarrollar actividades de aprendizaje que propicien la aplicacion de los conceptos,
modelos y metodologias que se van aprendiendo en el desarrollo de la asignatura.

Competencias especificas a desarrollar:

e Construir la grafica de una curva plana en forma paramétrica eligiendo la técnica
mas apropiada.

Metodologia

La investigacion es de tipo cualitativa, desarrollada mediante un estudio de caso, aplicada
con un grupo de tercer semestre de la carrera de Ingenieria en Sistemas Computacionales
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bajo el Modelo Educativo para el Siglo XXI: Formacion y desarrollo de competencias
profesionales, como se muestra en la figura 2.

Tecnoldgico Nacional de México.

\Z

InstitutoTecnoldgico de Matamoros.

\Z

Ingenieria en Sstemas Computacionales

I

Grupo de tercer semestre

Bloque de Ciencias Basicas

Asignatura: Céalculo Vectorial

Unidada 2. Curvas planas en R2 y ecuaciones parametricas.

I

Longitud y area de la cardiode.

\Z

Uso de Geogebra como herramienta didactica.

Figura 2. Aplicacion de GeoGebra en estudio de caso.

¢ Qué es la cardioide?

La cardioide es un caso especial de limacon o caracol de Pascal, fue obtenida por La
Hire, en el afio 1708. Cardioide, es un nombre que proviene del griego «koapdio», y
significa "corazon", el nombre que recibe la grafica de una ecuacién polar de la forma:

r=atxhbcosfd 0 r=aztbsinf dondea>0yb>0.YIarazén%=1.

Caracteristicas de la grafica.

Ecuacién Polar

Direccion

llustracién

r=a+a cos@

Simetria con respecto al eje
polar; apunta hacia la

i

(

derecha.

—
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Simetria con respecto al eje

Yk

r=a—a cosf polar; apunta hacia la — il o
izquierda.
—1
Yi
2
0 Simetria con respecto al eje 1
r=a a sin 1 . .
+ 5 70 apunta hacia arriba
ax
0
-
- 1
1 -
-1 0 1
0 Simetria con respecto al eje )
r=a—a sin 1 . . —
5 70 apunta hacia abajo
=2

Figura 3. Caracteristicas de la cardioide.

Debido a la razon % = 1, entonces a = b , podemos escribir la ecuacion polar como:

r=atacosf 0o r=atasind

Longitud de arco de la Cardiode

Teorema 1

Sea f una funcion cuya derivada es continua en el intervalo @ < 6 < . La longitud de
la graficade r = f(0) desde 8 = a hasta 6 = B es

Ejemplo 1

Hallar la longitud de arco de la cardioide cuya ecuacion polar es r = a(1 + cos )

r=a(1l+ cos@)
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i
L =2] J(a+acos8)?+ (—a sen6)?db
0

L=2VZa [ VI+cos6db
Y
0
L= 4aj cos—=db
0 2

6 T
L = 8a [Sin—]

21,
L = 8a Unidades

Cabe mencionar que, en la integral anterior, el intervalo de integracion [a, 8] corresponde
a [0, ]. Ademas, el escalar 2 antes de la integral, se debe a la simetria de la gréfica de la
funcién respecto al eje polar. Si deseamos obtener la longitud de arco de la grafica de la
funcion polar para diferentes valores de a, se pueden usar las siguientes tablas (ver figura
4y 5), correspondientes a las diferentes formas en las ecuaciones de la cardioide.

r=a(l+cos0) r=—asend L= EI J{a + acos 6)F + (—a sen 8)2d8

r=1+cos8 1 r'=—sen@ L-2J J(1+ cos8) + (—a sen ) di L=8
]
o

r=2+2cos® 2 ¥ =-2send L=2J V(2 + 2co36)? + (=2 sen 8)° df L=16
o

r=3+3cos®@ 3 r =-3send L-2J J(3 + 3c0s8) + (=3 sen 8)2d8 L=24
]

r = n(l + cos 8)

"
r'=-nsen@ L=2I V(n+ ncos 8)% + (—nsen 8)° dB L =8n
]

Figura 4. Longitud de arco para la ecuacion polar » = a(1 + cos 6).

r=a(l+send) r=acosd -ErJ{a+usmﬂ}z+(nm8}=d€ -
H
r=1+senf 1 r= cos@ L-waq[1+sm€]?+{ms!i‘)2dﬂ L=8
=
i
re=24+2sene 2 =2 008 L=2 [ [@F Zsen 0+ G wsB)ido L=16
3
3
r=3+3senf 3 r =13 cosd L-ZIIJ{3+3mﬂ‘}Ia+(3m5!2dﬂ L=24
I
3
r=mn(l+sen#) n r=ncosd L-EJ!J(n+nxmﬂ)z+(nm8}2dﬂ L = fin
—z

Figura 5. Longitud de arco para la ecuacion polar r = a(1 + sen )
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Area de la cardioide
Teorema 2

Sea R la region limitada por las rectas & = a'y 8 = By la curva cuya ecuacion es r =
£(8), donde f es continua y no negativa en el intervalo cerrado [, 8] . Entonces, si A
unidades cuadradas es el area de la region R,

= lim Z [f (w208

fa [F ()1 db

NlH

yi
2

[=]
[y

Figura 6. Cuatro orientaciones de la Cardioide en el plano.
Ejemplo 2

Encuentre el area de la superficie formada al girar la curvapolar r = a + a cos enel
intervalo [0, rr] alrededor del eje polar.

1 B
Azl—f r? dHl
2 a

Como la gréfica es simétrica, multiplicamos por 2.

1 (B
A=2l— r? dHl
2 a

s
= f (a + a cos6)?db
0
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T

T T
A = a? d9+2a2j cos @ d6+a2J cos?6 do
0

0 0
, , a? a? . m
A= a0+ 2a sm9+79+zsm29
0
3
A=—=a?
Zan

Si deseamos obtener el &rea para cualquier valor de a, podemos aplicar las tablas (ver
figura 7 y 8) de acuerdo a la funcion polar segun sea caso.

r=1+ cos® A-L{1+mﬂizdﬁ‘ J“"ilz“ "'E"
- " 3 =
r=2+2cos8 2 "'=J‘ (2 + 2c050)2d@ A_Egzu A=6n
L
- % 3 27
r=3+3¢a0 & A-L(3+3mﬂ)*dﬂ A=33n A=3r
- " 3 3
r=n+ngos@ n =J (n + ncos@)dé A =znin A= s
L

Figura 7: Area de la ecuacion polar r =a + a cos 0.

=1+ x 3 3
r=1+sené 4 A=f(1+sen0)2d0 =§12" A=
o
=2+ % 3 =
r=2+2senb 2 A=I(2+25en0)2d0 A=§2’n A=é6n
o
r=3+3senb 3 > 2 22
sen A=I (3 + 3sen0)?do =53 A
s 2
= x 3 3
r=n+nsen6 n =I(n+nsen0)2d0 4=§"2” A=E"2“
o

Figura 8. Area de la ecuacién polarr=a+ a sen 0
Resultados

Cabe mencionar que la generalizacion de la ecuacion de la longitud mostrada en la figura
es aplicable en este estudio es para valores enteros y positivos, no se realizé en analisis
para valores decimales ni negativos.
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Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

~ Vista Grafica X |~ Vista Grafica 2
AC~ AC~
r=a(l £cosf) r=a(ltsend) Cardiode by
g
a=4
——
t=6.28
- &
|Control Cos r = 4(1 — 1cos#)

: :Conlrol Sen

EOOE &

Opacidad = 0 il
.

Figura 9: Longitud de la cardioide.

Para obtener la longitud correspondiente a las ecuaciones polares de la formar = a +
a cosf 0 r =a=asinf, podemos aplicar lo explicado en la tabla 1.

Tabla 1
Longitud de arco para las diferentes ecuaciones polares de la cardioide
r =f(0) dr L
dae =
r=a+a | r L=2( 0)? 02 do | -
oS 0 — —qsen® = ) (a+acosB)?+ (—a senB) — 8q
r=a-acos T = ] T L
0 ro=asen L=2j \/(a—ac050)2+(a sen 6)?do — 8q
(0]
r=a+a r’ z L
sen 0 = —acos@ L=2jn\/(a+asina)2+(—ac059)2d9 = 8a
2
r=a-asen | r’ L L
0 = —asenb z = 8a
= zjn\/(a — asina)? + (—a senf )?do

Al igual gue la longitud la ecuacion analizada para el area de curva, se generalizo y
aplico en este estudio solo para nimeros positivos y enteros como se muestra en la
figura 10.
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Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
~ Vista Grafica X |~ Vista Grafica 2

r=a(l+tcosf) r=a(ltsend) Cardiode b
a=4
t=6.28
®

[]Control Cos 7 = 4(1 + 1 cos )

[ ]control Sen 4

HEHEE

Opacidad = 0.2
-

Figura 10. Area de la cardioide.

Para obtener el area de la cardiode, correspondiente a las ecuaciones polares de la forma
r=atacosf 0 r=azasinb, se puede aplicar lo expuesto en la tabla No. 2.

Tabla 2
Area para diferentes ecuaciones polares de la cardioide

r=1(6) Se denota por: A = E ff r? de] Area (A)

r=a+acos6 [1 (™ ] 3,
A=2 Ef (a+ acos0)?df| |[A=za'm
0

r=a-acos9 [1 ™ ]
A=2 5] (a —acosB)?df| |A=za’n
0

r=a+aseno [1 (7 L] A—Eazn
A=2 Ef_z(a+asen6) do 2
L 2

r=a-aseno [1 (™ ] 3
Y _ 2 A==a’m
A=2 2f_z(a asen0)-df 2
L 2

Haciendo uso de GeoGebra, se logro analizar la generalizar y conceptualizar la longitud
y el &rea de la cardioide como se muestra en la figura 11.
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La Cardiode » = 1(1 + sené)
L=8
A=15m
1
Formas r=1(1 — cos @)
r=a(l £cosf) L=1 4
A= L5m Y - Y

[

(1 + cos#)

-0

r=a(lxsenf)
1
Longitud

L =8a — - 0 x (n 1

j
P
I

5

Avea —1 1
Y
3 5
A_§aﬂ' ol

Figura 11. Longitud y &rea de la cardioide usando GeoGebra.
Conclusiones

De manera general el uso de GeoGebra proporciond herramientas tecnoldgicas de
ensefianza aprendizaje a estudiantes y docentes en la Institucién, favoreciendo la
adquisicién de competencias en el area de Célculo Vectorial.

El uso de esta herramienta didactica tecnoldgica, permitio a los estudiantes una forma
mas practica y visual del anlisis de la curva cardiode.

Se logré la competencia genérica en los estudiantes: propiciar el uso de Software de
matematicas como herramientas que faciliten la comprensién de los conceptos, la
resolucion de problemas e interpretacion de los resultados. Asi como la competencia
especifica de construir la grafica de una curva plana en forma paramétrica mediante el
software.
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