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RESULTADOS OCULTOS TRAS LA OPERATIVIDAD DEL
TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Maria Teresa Davila-Araiza, Agustin Grijalva Monteverde
maria.davila@unison.mx, gutygril@gmail.com
Universidad de Sonora, México
Palabras clave: integral, teorema fundamental del célculo, GeoGebra.
Resumen

En este trabajo discutimos una actividad didactica mediada con tecnologia digital que
pretende generar una reflexion en torno al concepto de integral y al teorema fundamental
del célculo (TFC). El disefio de la actividad se fundamenta en elementos tedricos del
Enfoque Ontosemi6tico del Conocimiento y la Instruccion Matemaéticos (EOS) y retoma
el principio de cambio de marcos de Douady como medio para generar desequilibrios que
promuevan el aprendizaje. La actividad parte de una situacion problema que favorece el
cambio del contexto algebraico al grafico, lo cual pretende provocar desequilibrios en el
significado que tiene el estudiante de integral y del TFC como algoritmos. Luego, a partir
de la reflexidn sobre los procedimientos en ambos contextos, se busca que el estudiante
refine y articule los significados de integral y TFC. Finalmente, con la mediacion de un
applet creado en GeoGebra, se pretende que los estudiantes accedan a diversas funciones
que faciliten la comprobacién y generalizacion de sus resultados.

Key words: integral, fundamental theorem of calculus, GeoGebra.
Abstract

In this paper, we discuss a didactic activity mediated by digital technology that aims to
provide a space for reflection about the integral concept and the fundamental theorem of
calculus (FTC). We base the design of the activity both on theoretical tools of the Onto-
semiotic Approach to Mathematical Knowledge and Instruction and on a principle of
Douady’s change of frames as a mean to improve learning. The activity starts with a
problem situation that promotes a change from algebraic to graphic context in order to
induce a conflict in the students’ meaning of integral and FTC as algorithms. Then, based
on the reflection on the procedures in both algebraic and graphic context, we intend that
students refine and articulate their meanings of integral and FTC. Finally, with the
mediation of a GeoGebra applet we make available for students a diversity of functions
they can use to corroborate and extend their results.

Introduccion

El calculo es una disciplina cuyo estudio se hace presente en los curriculos universitarios
de carreras diversas que abarcan desde las ciencias basicas e ingenieria hasta las areas
administrativas y biologicas. El estudio del calculo universitario encierra una gran
complejidad que sale a la luz en las constantes dificultades presentadas por los estudiantes
de todas las areas para comprender los conceptos que se consideran centrales en los cursos
de calculo.

La problematica de la ensefianza y el aprendizaje del calculo ha sido y sigue siendo
ampliamente estudiada, es el tema central de revistas como El célculo y su Ensefianzal;

! Disponible en http://mattec.matedu.cinvestav.mx/el_calculo/index.php
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libros como Advanced Mathematical Thinking (Tall, 1991), La ensefianza del calculo
diferencial e integral (Cuevas et al., 2013) y La génesis y la ensefianza del célculo (imaz
& Moreno, 2010); trabajos de investigacion que plantean reflexiones tedricas sobre el
calculo y su ensefianza (Moreno-Armella, 2013, 2014a; 2014b), que documentan
dificultades de los estudiantes con los objetos matematicos estudiados en un curso de
calculo, o bien, que proponen estrategias para su aprendizaje: sobre limite (Roh, 2008;
Nagle, 2013; Williams, 1991), funcién (Artigue, 1998; Tall, 1992; Niss, 2014), infinito
(Moreno & Waldegg, 1991; Waldegg, 2005), derivada y/o integral (Jiménez & Mejia,
2015; Robles, del Castillo & Font, 2012; Tellechea, 2005; Robles, Tellechea & Font,
2014; Kouropatov & Dreyfus, 2014), por mencionar algunos.

Los trabajos en torno a esta problematica dan cuenta de que la ensefianza y el aprendizaje
del céalculo son procesos extremadamente complejos, en gran parte debido a la
complejidad misma de los objetos matematicos involucrados (variable, funcién, derivada,
integral..., sus multiples representaciones, definiciones, teoremas, algoritmos, contextos,
etc.). Aunado a la complejidad de los objetos matematicos, la ensefianza del célculo
dificilmente logra llevarse a cabo manteniendo un equilibrio entre distintas facetas como:
lo conceptual, algoritmico, formal, intuitivo, algebraico, grafico, numérico, contextos
matematicos, contextos extramatematicos, la mediacion de la tecnologia digital, etc. Ante
esta situacion, no causa sorpresa que los estudiantes logren aplicar algoritmos de
derivacion e integracién a diversos tipos de funciones expresadas algebraicamente y, sin
embargo, no desarrollen un significado de los objetos matematicos involucrados que vaya
mas alla de esos algoritmos.

Con respecto a la ensefianza del Teorema Fundamental del Célculo (TFC) y de la integral,
que son los temas de interés en este trabajo, tienden a ocurrir dos situaciones extremas.
Por un lado, durante la presentacion del teorema fundamental, se omite (o no se enfatiza)
la discusion de las condiciones del teorema para centrarse en los resultados operativos del
mismo que facilitan los procesos de integracion y, por otro lado, se privilegia la
demostracion formal del Teorema. Con respecto a la integral se tiene una situacion
similar: se prima el aprendizaje de diferentes algoritmos de integracion y la definicion
formal de la integral definida, pero se descuida el estudio de la integral como funcion, asi
como la articulacion de los diferentes sistemas de representacién semiotica y sus
significados en contextos diversos.

Una de las propiedades de la funcion integral que nos interesa resaltar en este trabajo es
la continuidad de la integral como funcidn, que puede volverse transparente en los cursos
de calculo y en torno a la cual se puede realizar una discusion provechosa. La Tabla 1
muestra el (primer) teorema fundamental del célculo, como lo enuncian en Leithold
(1998), Spivak (2012) y Rudin (1966).

Tabla 1. Primer teorema fundamental del calculo.
Leithold (1998, p. 362) Spivak (2012, p. 285) Rudin (1966, p. 26)
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Sea f una funcion continua | Sea f integrable sobre | Sea f¢R en [a, b]. Para a <
en el intervalo cerrado | [a,b] y definamos F en | x < b, hagamos
[a,b] y sea x cualquier | [a, b] mediante x
namero de [a, b]. Si F es la _x F(x) = f f(t)adt.
funcion definida por Fey =, f a
_(x Si f es continua en ¢ de | En estas condiciones, F es
F) fa f@ae [a,b], entonces F es | continua en [a, b]; ademas,
entonces, F'(x) = f(x) diferenciable en ¢, y |Sif escontinuaen un punto
d r* F'(c) = f(c). xo de [a,b], F es
s d—f f(®)dt = f(x) diferenciable en x4, Yy
*la F'(x0) = £ (o)

En las versiones Leithold y Spivak no se explicita que la funcion F(x) = f:f(t) dt es

siempre una funcion continua en todo su dominio (Figura 1), como si se explicita en el
texto de Rudin. Otra propiedad de la funcion F (x) que no se enfatiza es que casi siempre
es diferenciable, excepto en algunos de los puntos donde la funcion f(t) no es continua.
Estos dos hechos pueden pasar desapercibidos para un estudiante, al ser opacados por el
énfasis puesto en la potencia operativa que se desprende del teorema fundamental del
calculo.

f(z)

Figura 1. f(x) es discontinua en x,, pero F(x) es continua en x.

Ante esta problematica, proponemos una actividad que ayude al estudiante a refinar y
articular sus algoritmos en torno a la integral y el TFC en aras de promover un significado
mas robusto de estos. La actividad parte del problema, aparentemente simple, de calcular

la funcién F(x) = f‘ff(t)dt para una funcion discontinua f(t) representada algebraica

y graficamente, y luego trazar su grafica. Dentro de la actividad, se guia la reflexion de
los estudiantes a través de preguntas y tareas ante las cuales pueden emplear sus
algoritmos, pero a la vez se promueve la emergencia de conflictos que muestran sus
limitaciones y la necesidad de adaptarlos. Luego, con la mediacion de la tecnologia digital
pretendemos potenciar la reflexién del estudiante a través de un applet que le permite
graficar diferentes funciones discontinuas y estudiar el comportamiento de la funcion
F(x).
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Antecedentes de la actividad didactica

La actividad que discutiremos fue disefiada tomando en cuenta los resultados obtenidos
en un estudio experimental realizado con dos estudiantes de licenciatura en matematicas,
donde exploramos la complejidad de resolver el problema de calcular la funcion F(x) =

f;f(t) dt, cuando f(t) es una funcion discontinua. En esta exploracion identificamos

los conocimientos matematicos puestos en juego por los estudiantes al abordar el
problema, asi como algunas dificultades. Mas adelante describiremos el estudio
experimental y discutiremos los resultados obtenidos con uno de los estudiantes.

El problema matematico que elegimos para la actividad se inspira en el trabajo de
Tellechea (2005), quien plantea un disefio para el estudio introductorio de la integral y
del teorema fundamental del calculo en un entorno grafico digital creado con el programa
Descartes. Como parte de su trabajo, se incluye el tratamiento de funciones continuas y
funciones discontinuas para promover establecimiento de conjeturas sobre la continuidad
y diferenciabilidad de la funcion integral correspondiente. La propuesta de Tellechea
esboza una ruta didactica que inicia con el estudio gréafico de sumas de Riemann y
concluye con el planteamiento gréfico del teorema fundamental del calculo.

En el articulo de Robles, Tellechea & Font (2014) se presenta un disefio didactico que
retoma, refina y fundamenta teéricamente la parte del trabajo de Tellechea (2005) que
corresponde al estudio grafico de la integral como funcién del extremo derecho, asi como
el teorema fundamental del célculo. El trabajo de Robles, et al. (2014) esté disefiado para
insertarse en la ruta didactica planteada por Tellechea (2005). En su propuesta, Robles et
al., incluyen hojas de trabajo para los estudiantes con tareas especificas que buscan que
el estudiante construya, primero de manera estatica, la grafica de la funcion integral I(x)
a partir de la construccion de una tabla con los valores del &rea I(x) acumulada bajo la
curva de una funcion f, la cual estd expresada solo graficamente. Posteriormente, con la
mediacion de applets se comprueban los valores obtenidos en la tabla y se verifica la
gréfica trazada a partir de esta, tratado de rescatar propiedades generales de las gréaficas
de la funcion integral de funciones escalonadas y funciones lineales a trozos. Luego, con
la mediacion de applets dinamicos, se estudia la linealidad local de la funcion integral
I(x) para relacionar la pendiente de su gréfica en un punto con el valor de la funcion f
en ese punto, arribando a la esencia del teorema fundamental del célculo. Finalmente, se
extiende el trabajo realizado con funciones escalonadas sencillas a funciones escalonadas
que aproximan a una funcién dada f, y se articula esta idea con las sumas de Riemann,
para llegar a la funcién integral I(x) como limite de las integrales de las funciones
escalonadas.

Es importante enfatizar que los trabajos de Tellechea (2005) y de Robles, et al. (2014)
son propuestas para introducir ideas centrales de los conceptos de integral y teorema
fundamental del célculo y que, deliberada y justificadamente, se desarrollan solamente en
un ambiente grafico y numérico, omitiendo en ese momento el trabajo en un contexto
algebraico.

Aunque nuestra actividad tiene elementos en comun con estos dos trabajos, su disefio, sus
fundamentos y su lugar dentro de un curso de calculo son esencialmente distintos. Nuestra
actividad esta dirigida a estudiantes que ya estudiaron el teorema fundamental del calculo,
que tienen una nocién de integral como area bajo la curva y que pueden emplear
algoritmos de integracion elementales.
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Sustento teorico de la actividad didactica

El EOS (Godino, Batanero y Font, 2008), es un marco que provee herramientas utiles
para analizar detalladamente el significado de un objeto matemaético, ya sea este el
promovido por una institucion o aquel puesto en juego por un estudiante.

En el EOS, las mateméticas se conciben como un lenguaje, como una actividad de
resolucion de problemas y como un cuerpo organizado y sistematizado de conocimientos.
Esta manera de entender las matematicas permea las nociones centrales de este enfoque.

El EOS es una perspectiva tedrica de caracter antropoldgico pragmatico que tiene como
nocion primaria a las llamadas préacticas matematicas, entendidas como “toda actuacion
o manifestacion (linglistica o no) realizada por alguien para resolver problemas
matematicos, comunicar a otros la solucion, validar la solucion o generalizarla a otros
contextos y problemas” (Godino y Batanero, 1994, p. 8).

A partir de la nocion de préactica se define el significado de un objeto mateméatico como
el sistema de practicas matematicas significativas (que son utiles para el logro de los
objetivos de la actividad realizada) asociado a la resolucion de un tipo de situaciones
problema. De esta manera, la nocion de significado se vuelve relativa a quien realiza las
préacticas matematicas. Si los sistemas de practicas son propios de un individuo, se habla
de significados personales, y si los sistemas de practicas son aquellas compartidas en un
grupo o comunidad, se denominan significados institucionales (Godino & Batanero,
1998). En términos mas coloquiales, se puede entender el significado de un objeto
matematico como todo aquello que se puede hacer con el objeto y decir del objeto.

En el contexto de la ensefianza de las matematicas, cuando se habla de objetos
matematicos solamente se considera a los conceptos o a las definiciones de estos. En el
EOS, el término objeto tiene un sentido mas amplio y a la vez detallado. Se reconoce
como objetos matematicos a los emergentes de los sistemas de précticas asociadas a un
tipo de problemas. Cuando nos enfrentamos a un tipo de situaciones problema, en el
proceso de solucién pueden emerger nuevas situaciones problema, nuevas formas de
lenguaje, nuevos procedimientos, nuevas propiedades, nuevos argumentos y nuevos
conceptos. Entonces, en el EOS se considera como objetos matematicos (primarios) tanto
a las situaciones problema, los lenguajes, los conceptos, los procedimientos, las
propiedades o proposiciones y los argumentos (Godino & Batanero, 1994; Godino,
2002). Si estos emergentes de los sistemas de practicas significativas son propios de un
individuo, se denominan objetos personales y si son compartidos en el seno de una
comunidad, se les llama objetos institucionales. En este sentido, el proposito general de
la ensefianza de las matematicas desde el punto de vista del EOS es lograr que los
estudiantes, al resolver situaciones problema determinadas, transiten de significaciones
personales hacia significaciones institucionales que se toman como referencia en la
ensefianza.

El significado institucional de referencia en torno al TFC y la integral

La actividad que disefiamos esta dirigida principalmente a estudiantes de ingenieria, por
ello, para determinar los significados que queremos promover con la actividad,
analizaremos un fragmento del programa?® de estudios de la asignatura Céalculo

Tomado de http://mat.uson.mx/sitio/documentos/ding/calculo-diferencial-integral-2.pdf
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Diferencial e Integral 1l de la division de Ingenieria de la Universidad de Sonora, en lo
referente a los temas de la integral y el TFC (

Tabla 2).

Tabla 2. Fragmento del plan de estudios.

OBJETIVOS
TEMATICOS

HABILIDADES
ESPECIFICAS

CONTENIDO

3. LAINTEGRAL DE (10 horas)
RIEMANN.

3.1 Sumas superiores e inferiores de una
funcion acotada.

32 Lantegral superior e integral
superior para definir 1a integral
definida de una funcién acotada en
un intervalo cerrado.

33 Interpretaciones geomeétricas v
fisicas de la integral definida.

Comprender el concepto de Integral
definida de Riemann a través de
sumas superiores e inferiores.

Interpretacion geométrica de la
integral de una funcion no-negativa,
en términos de drea.

Utilizar esta  herramienta para
modelar y resolver problemas
geométricos fisicos v de la Ingenieria.

s  Calcular el area bajo la curva de
funciones sencillas, por medio de

sutnas superiores e inferiores
¢ Modelar vy resolver
sencillos de la fisica v la Ingenieria,

problemas

por medio de sumas superiores e

mferiores.

4. EL TEOREMA
FUNDAMENTAL
DEL CALCULO
Cilculo de integrales definidas para
funciones sencillas, en los que el
extremo superior es un parametro.
472 Laintegral como funcién del
extremo superior.
43 Continuidad de la funcidn integral .
4.4 El Teorema Fundamental del
Calculo.
4.5 Relacidn entre areas v tangentes
(Isaac Barrow)

(10 horas)

4.

—_

Establecer la relacion entre los dos
conceptos fundamentales del Caleulo:
Derivada e Infegral v la
correspondiente relacion geométrica
area-Tangente.

¢  Vispalizar geométricamente a la
Integral como una funcién del
extremo superior.

s Antiderivadas e Integral indefinida

s  Utilizar el Teorema Fundamental del
Calculo para encontrar mtegrales
definidas.

e Dada una funcion
graficamente la
antiderivada.

*  Resolver problemas que involucren
la relacion area - tangente.

encontrar
funcion

Un andlisis del significado institucional de referencia del Teorema Fundamental del

Célculo y de la integral, muestra su complejidad y la diversidad de objetos matematicos
primarios asociados a ellos.

Dentro del programa de estudios identificamos algunas situaciones problema como las
siguientes:

e Calcular areas y distancia recorrida por un movil
e Calcular antiderivadas gréafica y algebraicamente

e Calcular integrales definidas sencillas e integrales definidas con extremo superior
variable

Algunos de los conceptos (tanto en lenguaje grafico, como algebraico, asi como su
notacion asociada) son:

e Funcion (expresada algebraica y graficamente)

e Funcidn continua (curva continua)

e Derivada (como algoritmo algebraico y como pendiente de la recta tangente)
e Sumas superiores e inferiores

e Integral (integral definida, integral como limite de sumas superiores e inferiores,
integral asociada a conceptos de area y antiderivada, e integral como funcion del
extremo derecho del intervalo).
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e Distancia recorrida (como area).
Los procedimientos son:
e Algoritmos algebraicos de derivacién y antiderivacion de funciones sencillas.
e Célculo de integrales definidas de funciones simples
e Calculo de la integral como funcion del extremo superior.
Proposiciones/propiedades:
e Teorema Fundamental del Célculo
e La funcion integral es continua.
e Relacion geométrica area-tangente.
Argumentos: no se explicitan.

Para el disefio de nuestra actividad didactica, seleccionaremos algunos de estos objetos
primarios que conforman el significado institucional de referencia, como mostraremos
mas adelante en la descripcion de la actividad.

Prueba experimental previa al disefio de la actividad didéactica

Para el disefio de la actividad didactica que presentaremos en este trabajo, consideramos
los resultados de un estudio experimental que tuvo el propdésito de explorar dos aspectos

de la situacion problema consistente en calcular la funcion F(x) = f;f(t) dt, cuando

f(t) es una funcion discontinua. Nos intereso explorar la complejidad de la situacion
planteada, asi como su potencial para movilizar distintos elementos del significado de la
integral, la funcion y el TFC.

Atendiendo a estos propositos, realizamos el estudio experimental con dos estudiantes
voluntarios de tercer semestre de la licenciatura en matematicas de una universidad
publica de México, que ya habian cursado la asignatura Célculo Diferencial e Integral Il,
con el supuesto de que esta condicidn les permitiria abordar el problema de forma
autébnoma, argumentar sus suposiciones y resultados, y movilizar diferentes elementos de
su significado de los objetos matematicos involucrados.

La prueba experimental se llevé a cabo con cada estudiante por separado, es decir, no
interactuaron entre si. Se trabajé con cada uno durante 30 minutos en las siguientes
condiciones: se les entregd una hoja con el enunciado del problema y se les pidié que
explicaran su solucion de forma escrita. Los estudiantes tuvieron a su disposicion papel
y léapiz/boligrafo unicamente. Sin embargo, durante la resolucién del problema, los
estudiantes expresaron verbalmente al investigador algunas dificultades o inconsistencias
presentadas al resolver el problema. Estos comentarios quedaron registrados en las notas
de campo tomadas en cada sesion que, junto con la hoja donde el estudiante plasmo su
solucion al problema, fueron los instrumentos de recoleccion de datos.

El problema planteado incluia la gréfica de la funcion f(t) y el siguiente enunciado:

Sea f(t) una funcion con dominio en [0,5], cuya gréfica y expresion algebraica son las

- 2 0<t<3 . . .
siguientes: f(t) = { 322:2 3 <i<s Calcula la expresion algebraica de la funcion F

definida por F(x) = f(ff(t) dt en [0,5] y dibuja su grafica.
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Las respuestas de los estudiantes dan cuenta de la complejidad de un problema que a
primera vista parece simple, pues ninguno de los estudiantes resolvié el problema con la
primera estrategia que probaron; ambos obtuvieron resultados inconsistentes en algin
momento del proceso de resolucion, los cuales detectaron y pudieron corregir. Sus
producciones escritas indican que fue conflictivo para ellos trabajar con funciones
discontinuas, tratando de armonizar los resultados obtenidos en el lenguaje algebraico
con aquellos obtenidos en el lenguaje gréfico. Pero a la vez, el problema requirié que
pusieran en juego Yy trataran de articular diferentes significados de la integral y del TFC.

Los elementos tedricos del EOS nos permitieron analizar la riqueza y complejidad del
problema planteado, a través del analisis de los significados puestos en juego por
estudiantes al intentar resolver el problema. Este andlisis constituye, ademas, la base para
el disefio la actividad que presentaremos, la cual incluye preguntas guia y pequefias tareas
que buscan acompafar al estudiante en la solucion del problema planteado, considerando
las dificultades que se pueden presentar para articular las distintas formas de lenguaje y
para construir la funcién area, como se observo en la prueba experimental descrita.

Dado que el trabajo presentado en este articulo se enfoca en la actividad didactica
disefiada y no en el estudio experimental previo a esta, presentaremos a continuacion sélo
uno de los casos de nuestro estudio, el cual seleccionamos porque sus producciones son
mas detalladas y aportan elementos para mostrar la complejidad y riqueza de la situacion
problema planteada.

El caso de la estudiante C1

La estudiante C1 comenzd con un acercamiento algoritmico en el lenguaje algebraico,
poniendo en juego un significado operativo del TFC que se evidencid en el procedimiento
de integrar cada una de las expresiones que forman la expresion algebraica de f(t). En
este procedimiento algoritmico C1 mostro dificultades con las propiedades de los limites
de integracion, pues tomo los mismos limites de integracion al integrar ambas partes de
la expresion algebraica de f (Figura 1).
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Figura 2. C1 integra cada parte de la expresion algebraica.

El hecho de que C1 aplic6 el TFC como algoritmo a una funcién discontinua sugiere que
las hipotesis del TFC, como proposiciones, no estuvieron presentes al trabajar en el
lenguaje algebraico. La respuesta de C1 permite inferir précticas ligadas a la aplicacion
rutinaria del TFC para la integracién de funciones representadas algebraicamente por una
Unica expresion en un intervalo.

Cuando C1 se dispuso a graficar la funcion F(x) surgieron los conflictos que la llevaron
a tachar una parte de su respuesta (lo que corresponde al célculo de 3x en la Figura 2).
Las producciones escritas de C1 sugieren que al trabajar en el lenguaje grafico puso en
juego un concepto de integral como area bajo la curva que le permitié una reflexion sobre
sus procedimientos.

La estudiante dibujo la recta y = 2x como grafica del primer trozo de la funcién F(x) en
[0,3], luego trazo la recta y = 3x en el intervalo [0,5] y borro esta Gltima (Figura 3).
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Figura 3. Tratamiento grafico de F(x).

El hecho de que la estudiante marcara lineas verticales bajo la grafica de f(t) para
diferentes posiciones de x y sombre6 algunas regiones, sugiere que puso en juego el
concepto de integral como funcidn que, para cada valor de x proporciona el valor del area
acumulada bajo la curva desde 0 hasta x, una version mas general del concepto de integral
definida.

La estudiante C1 marcé dos puntos en la grafica, uno de coordenadas (3, 6) y otro de
coordenadas (5, 12) y a partir de ello traz6 el segundo segmento de recta uniendo los
puntos (Figura 3). La estudiante C1 expresé verbalmente su conflicto: su respuesta
algebraica y gréfica no coincidian, argumentando que el valor del area limitada por la
grafica de f(t) y el eje x en [0,5] es 12, pero cuando x = 5, la expresion y = 3x no da
ese resultado. Por ello, tachd el resultado de la segunda expresion algebraica para F(x)
en la Figura 2.

La estudiante esta convencida de que la grafica de Festa formada por segmentos de recta,
por ser una antiderivada de funciones constantes; sin embargo, su algoritmo de
integracion no le proporciona la expresion del segundo segmento de recta.

Luego, la estudiante C1 cambi6 su estrategia (Figura 4). A partir del trabajo realizado en
el lenguaje gréfico, se planted el problema de expresar el area de rectangulos cuya base
estd determinada por la posicién de x. Obtuvo la expresion 2x para el area de los
rectangulos de base x y altura 2 en el intervalo [0,3]. Después, en el intervalo [3,5] obtiene
la expresion 3x — 9 para el area de los rectangulos de base x — 3 y altura 3.

Figura 4. Area de rectangulos.
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Para la estudiante C1 tomé relevancia el intervalo donde se ubica x, a partir de ello adaptd
su algoritmo de integracion (Figura 5), cambiando los limites de integracién en la integral
de la segunda expresion de f y obteniendo el mismo resultado que aquel derivado del
trabajo en el lenguaje grafico.

[ a4 | [

| 2dt | 26l = 2x
= h4) = Yo zay

Figura 5. Nueva expresion algebraica de F(x).

Finalmente, la estudiante explica de manera escrita su confusion al resolver el problema:
“no tomé¢ en cuenta que tenia drea acumulada en el intervalo [0,x]” (primer parrafo de la
Figura 6). En su respuesta hay elementos para resolver completamente el problema, sin
embargo no logra articularlos completamente, pues termina explicando que “La manera
correcta es integrar la primera parte de la funcién de [0, x] y la segunda parte de [3, x]”
sin considerar el area ya acumulada en [0, x].
gue elegr tegrar la segu e ot
Q@ funegh feey, ne forne e cucald
fenta dreq ;_«g,_//m.y/ac/c: er el interve le
[947].
; i correcta ey indfeqrar o prirmera

'] At 2 - . Vo -~
parte de la funcion de [0, x ] y la segune les
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Figura 6. Explicacion de C1 sobre su procedimiento.
La actividad didactica

De las producciones de la estudiante C1 se pueden inferir diversas practicas y objetos
primarios que informan de su significado personal de integral y TFC, los cuales informan
a su vez los significados promovidos por la instituciéon en la cual realiza sus estudios.
Aunque C1 es estudiante de licenciatura en matematicas, no de ingenieria, consideramos
que los significados mostrados son acordes al significado institucional de referencia
promovido por el plan de estudios de la Divisién de Ingenieria y por lo tanto los tomamos
como guia para el disefio de nuestra actividad.

La actividad que presentamos promueve el trabajo del estudiante en un lenguaje
algebraico y en un lenguaje grafico. Esta caracteristica es una consideracion que tiene
raices profundas en el trabajo experimental con C1. Nos percatamos de que el cambio del
trabajo matematico de un lenguaje algebraico a un lenguaje grafico causo conflictos que
llevaron a C1 a notar que sus procedimientos algebraicos no arrojaban los mismos
resultados que las exploraciones gréaficas, lo cual favorecié que C1 tomara consciencia de
propiedades de los objetos involucrados, que en el lenguaje algebraico pasaban
desapercibidas y que le ayudaron a reformular sus procedimientos algebraicos. Esta
situacion es reminiscente del principio central del Juego de Marcos de Douady (1986),
como medio para generar desequilibrios en el estudiante al notar inconsistencias al
cambiar de marco (del algebraico al grafico) que promuevan el aprendizaje al ser
compensados.
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La actividad didactica consta de 5 que describiremos a continuacion.

Parte 1. Se plantea el problema siguiente de forma individual, con el objetivo de que cada
estudiante ponga en juego sus significados, con un tiempo estimado de 5 minutos para
ello.

En la imagen siguiente se muestra la gréfica de una funcién definida en el intervalo
[0,5], cuya expresion algebraica esta dada en dos partes: f(t) = 2 cuando t esta en el
intervalo [0,3] y f(t) = 3 cuanto t esta en el intervalo [3,5]. Es decir,

2para0 <t <3
:: f(t)_{3para3StSS
12 Calcula la integral f(ff(t)dt en el intervalo [0,5] y dibuja su gréfica
. en los mismos ejes coordenados.
9
8
7
6
5
4
3 —
2.
1
|0 1 2 3 4 5

La funcion es una funcion simple que pretendemos permita a los estudiantes apoyarse en
el significado de integral como area. A pesar de su simpleza, para un estudiante de
ingenieria puede ser extrafia una funcién definida de esta manera.

Parte 2. (5 minutos) Esta parte de la actividad se realiza en equipos (de 3 o 4 estudiantes)
y tiene dos propositos: 1) que los estudiantes comparen sus respuestas para que la
diversidad de significados genere una discusion fructifera sobre los conceptos, algoritmos
y propiedades presentes en las diversas respuestas. 2) Evocar en los estudiantes el
concepto de integral vinculado al area bajo la curva y que lo empleen en sus
procedimientos a la par de los algoritmos algebraicos.

Se indica a los estudiantes no borrar sus respuestas a la parte 1y realizar en equipo las
siguientes tareas:

; 5 . .
1. ¢Cual es el valor de fO f(t) dt? Explica brevemente como lo calculaste.

Se espera que, ante este problema, algunos estudiantes del equipo recurran al concepto de
integral como area bajo la curva y otros a la aplicacién de un algoritmo de integracion y
que al obtener resultados distintos discutan cual es el resultado.

2. Gréaficamente, ¢que representa el valor de fos f(t)dt?

Parte 3. (15 minutos) Se pretende que surja y se note un conflicto entre los algoritmos
algebraicos y los resultados geométricos y se apoye en distintos conceptos de la integral
para resolverlos.
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3. Calcula la integral foxf(t) dt. Escribe el resultado en el espacio siguiente y explica
brevemente tu procedimiento.

Se espera que en esta parte los estudiantes discutan sobre cuél de las expresiones
obtenidas en la parte 1 es la mas adecuada y como saberlo.

4. ¢ Que representa graficamente la integral f(f f(t)dt?

La pregunta 4 pretende que los estudiantes reflexionen sobre el concepto asociado a los
algoritmos empleados y les proporcione una manera de verificarlos en este contexto
esencialmente distinto al trabajo con una funcién continua representada por una unica
expresion algebraica.

5. Llamemos F (x) a la funcién que obtuviste al calcular foxf(t) dt, traza su grafica
en los ejes siguientes.

15

10

- N W B O ® =N ©® ©

0 1 2 3 4 5
6. Comprueba que tu grafica y expresion algebraica de la funcion F (x) se correspondan

una a la otra explorando algunos valores especificos de x. Por ejemplo, calcula
foxf(t) dt cuando x = 4, es decir, el valor de F(4).

Con las tareas 5 y 6 se espera que los estudiantes involucren en su discusion la
discontinuidad de la funcidon integrando y se pregunten si la gréafica de la funcién integral
debe o no ser continua. Ademas, se espera que el concepto de integral como funcién del
area acumulada desde 0 a xsea un medio para verificar que la grafica y la expresion
algebraica sean consistentes.

Parte 4. (10 minutos) Las preguntas 7 a 10 pretenden promover y refinar la reflexion
sobre la continuidad de la funcion integral.

7. ¢La funcion f(t) es continua o discontinua en el intervalo [0,5]? Explica por qué.

8. ¢La gréfica de F(x)en el intervalo [0,5] debe ser una sola curva o dos curvas
separadas? Explica por qué.
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9. ¢Como deberia ser el valor de F(x) cuando x es un valor muy aproximado a 3, pero
menor que 3?

10. ;Como deberia ser el valor de F(x) cuando x es un valor muy aproximado a 3, pero
mayor que 3?

Al finalizar la parte 4 se sugiere realizar una discusion grupal para acordar cuél es la
expresion algebraica y la grafica de la funcién F(x), por qué los algoritmos fallan, cuales
son las condiciones del teorema fundamental del calculo, cuales fueron las estrategias
para resolver el problema.

Parte 5. (30 minutos, trabajo en equipo). En esta parte se complementa la reflexion con
la mediacion de un applet creado con GeoGebra que permite graficar funciones
discontinuas (en el punto c) a partir de dos expresiones algebraicas que se capturan en los
campos de entrada como se muestra en la Figura 7. En el applet, los puntos ay b se pueden
mover para definir un intervalo de integracion. Moviendo el punto c se puede cambiar el
punto de discontinuidad de f y al mover el punto x se puede observar el &rea sombreada
desde a hasta x. Las casillas de la derecha permiten mostrar el area sombreada, el punto
cuyas coordenadas son (x, F(x)) y la gréafica de la funcion F (x).

Vista Grafica 2 X | b Vista Grafica Vista Grafica 2 X | » Vista Grafica
2 0<t<3 2 0<t<3 8 1'(."3=[ F(t)dt
= - ? £(t) = == o
o= 3 3<t<5 3 3<t<h (3.45, 7.35)
T 8
. /| AreaSombreada
| AreaSombreada .
] V| (xF(x) 4
(x,F(x)) 3 R —
V) F() a I
F(x) | E——
1
M 1 7 3 4 Y _J<Fi ‘ - o— s

Figura 7. Applet de para el trabajo dinamico
Las instrucciones y tareas para el estudiante son las siguientes:

Abre el archivo Integral.ggb®. Se mostrara la funcion f(t) que estas integrando. El
archivo tiene varias caracteristicas que te permitiran trabajar con otras funciones
discontinuas y que explicaremos mas adelante. Mueve el punto x y observa que cambia
la region sombreada.

11. Completa la siguiente tabla:

X Area acumulada hasta x | Incremento del area

0 o [ ——
1 2 2
2 4 2

3 Disponible en el enlace https://www.geogebra.org/m/uxawvwsk
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4

5
12. Describe como se acumula el area cuando x varia dentro del intervalo [0,3]

13. Describe como se acumula el area cuando x varia dentro del intervalo [3,5]

14. ;Qué pasa con el area acumulada cuando x pasa de ser menor que 3 a ser mayor
que 3?

15. Activa la casilla “(x, F(x))” y mueve el punto x ;Explica qué representa el punto
nuevo y la gréafica que traza?

16. ¢Cudl es la pendiente de la grafica de F(x) en el intervalo [0,3]?
17. ¢Cudl es la pendiente de la grafica de F(x) en el intervalo [3,5]?
18. ¢ Cual es la pendiente de la grafica de F(x) en x = 3?

Al final de la parte 5 se recomienda realizar una discusién grupal para discutir resultados
interesantes y relaciones con las partes 1 a 4.

En las clases siguientes, se sugiere trabajar en el applet, planteando el mismo problema
de la parte 1 pero variando algunas caracteristicas que el applet permite cambiar: la
funcién discontinua, el punto de discontinuidad y el intervalo de integracion. Se sugiere
comenzar con una funcion positiva, constante en una parte de su dominio y lineal en la
otra. Posteriormente, se puede trabajar con una funcion positiva pero cuyo intervalo de
integracién no comienza en el cero. Luego, se puede discutir el caso de las funciones que
son positivas en una parte del intervalo de integracion y negativas en otra.

Conclusiones

La actividad que aqui mostramos se limita a un contexto intramatematico, sin embargo,
consideramos que se puede agregar una etapa previa de trabajo para familiarizar al
estudiante la integral en otros contextos, como el de movimiento, a partir del estudio de
la distancia recorrida y el desplazamiento de un mavil en términos del area bajo la curva
y la funcion integral.

Por otro lado, consideramos que nuestro disefio se puede adaptar, con algunas
modificaciones, como instrumento de exploracion para realizar un trabajo de
investigacion sobre los significados y dificultades de los estudiantes en torno a la integral
y el uso del TFC y como estos significados se transforman a partir de la interaccion en
equipo, las discusiones grupales y la mediacion de la tecnologia digital.
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