REVISTA ELECTRONICA AMIUTEM Vol. VIl # 2, pp. 88-97. julio-diciembre de 2019 Secuencia diddctica para el aprendizaje de...

88

REVISTA ELECTRONICA AMIUTEM

http://revista.amiutem.edu.mx

Publicacion periddica de la Asociacion Mexicana de Investigadores

del Uso de Tecnologia en Educacion Matematica

Directorio

Rafael Pantoja R. Volumen ViI Numero 2 Fecha: julio-diciembre de 2019

Director ISSN: 2395-955X

Seccion: Seleccion de SECUENCIA DIDACTICA PARA EL APRENDIZAJE DE SISTEMAS DE
articulos de investigacién ECUACIONES LINEALES CON GEOGEBRA

Eréndira NUfiez P. DIDACTICS SEQUENCE FOR LEARNING OF LINEAR EQUATIONS

SYSTEMS WITH GEOGEBRA
Edson Gilberto Pérez Pérez, Verdnica Vargas Alejo

Lilia Lopez V.

Lourdes Guerrero M.
edzoon@hotmail.com, veronica.vargas@academicos.udg.mx

CUCEL, Universidad de Guadalajara, México

Seccion: Experiencias

Docentes
Alicia Lopez B. Para citar este articulo:
Elena Nesterova Pérez, E. G., Vargas, V. (2019). Secuencia did4ctica para el aprendizaje de sistemas de ecuaciones

lineales con GeoGebra. REVISTA ELECTRONICA AMIUTEM. Vol. VII, No. 2, pp. 88-97.
Publicacion Periddica de la Asociacion Mexicana de Investigadores del Uso de Tecnologia en
Educacion Matematica. ISSN: 2395-955X. México: Editorial AMIUTEM.

Veroénica Vargas Alejo

Seccion: GeoGebra

Esnel Pérez H. REVISTA ELECTRONICA AMIUTEM, Afio VI, No. 2, julio-diciembre de 2019, Publicacién semestral editada por la Asociacién Mexicana de
Investigadores del Uso de Tecnologia en Educacién Matematica A.C Universidad de Guadalajara, CUCEI, Departamento de Matematicas,
Armando Lopez Zamudio Matemadtica Educativa. B. M. Garcia Barragan 1421, Edificio V Tercer nivel al fondo, Guadalajara, Jal., S.R. CP 44430, Tel. (33) 13785900

extensiéon 27759. Correo electrénico: revista@amiutem.edu.mx. Direccién electrénica: http:/revista.amiutem.edu.mx/. Editor
responsable: Dr. Rafael Pantoja Rangel. Reserva derechos exclusivos No. 042014052618474600203, ISSN: 2395.955X, ambos otorgados
por el Instituto Nacional de Derechos de Autor. Responsable de la ultima actualizacion de este nimero, Asociacion Mexicana de
Investigadores del Uso de Tecnologia en Educacion Matematica A.C., Antonio de Mendoza No. 1153, Col. Ventura Puente, Morelia
Michoacén, C.P. 58020, fecha de ultima modificacién, 10 de julio de 2016. Las opiniones expresadas en los articulos firmados es
responsabilidad del autor. Se autoriza la reproduccion total o parcial de los contenidos e imagenes siempre y cuando se cite la fuente y
no sea con fines de lucro. No nos hacemos responsables por textos no solicitados.

Sitio Web
Edgardo Morales O.


http://revista.amiutem.edu.mx/
mailto:revista@amiutem.edu.mx

REVISTA ELECTRONICA AMIUTEM Vol. VIl # 2, pp. 88-97. julio-diciembre de 2019 Secuencia diddctica para el aprendizaje de...

89

SECUENCIA DIDACTICA PARA EL APRENDIZAJE DE SISTEMAS DE
ECUACIONES LINEALES CON GEOGEBRA

DIDACTICS SEQUENCE FOR LEARNING OF LINEAR EQUATIONS SYSTEMS
WITH GEOGEBRA

Edson Gilberto Pérez Pérez, Veronica Vargas Alejo
edzoon@hotmail.com, veronica.vargas@academicos.udg.mx
CUCEI, Universidad de Guadalajara, México

Resumen

En este articulo se presentan resultados de una investigacion relacionada con el aprendizaje
de Sistemas de Ecuaciones Lineales (SEL) para estudiantes de bachillerato. En particular, se
describe una secuencia didactica, basada en la teoria de registros de representacion semidtica
de Duval y el uso de GeoGebra. La secuencia es el resultado de versiones anteriores,
modificadas, ampliadas y refinadas al implementarlas con estudiantes, primero de nivel
superior y, posteriormente, de nivel bachillerato. Se compone por applets y hojas de trabajo.
Encontramos que aprender SEL implica el uso de diferentes registros de representacion
asociados con un conjunto de conceptos matematicos como funcidn, variacion, ecuacion,
incdgnita y solucidn. El uso del software dinamico como GeoGebra se considerd importante
porque apoya el aprendizaje de conceptos como variacion y funcion lineal.

Palabras clave: Sistemas de ecuaciones lineales, GeoGebra, solucién, estudiantes de
bachillerato.

Abstract

In this article we present the findings of a research related to the learning of systems of linear
equations for high school students. In particular, a didactic sequence is described, based on
Duval's semiotic representations theory and the use of GeoGebra. The sequence is the result
of previous versions, modified, extended and refined when it was implemented with
undergraduated and high school students. It consists of applets and worksheets. We found
that learning SEL involves the use of different representation registers associated with a set
of mathematical concepts such as function, variation, equation, unknown and solution. The
use of dynamic software such as GeoGebra was considered important because it support the
knowledge about the concepts of variation and linear function.

Keywords: Systems of linear equations, GeoGebra, Solution, High school students.
Introduccion

En la literatura de investigacion internacional (DeVries y Arnon, 2004; Ochoviet, 2009;
Segura, 2004) se menciona que los estudiantes de nivel medio superior tienen dificultades
con la comprension del concepto de sistemas de ecuaciones lineales [SEL] y de solucién de
un SEL. Por ejemplo, los alumnos interpretan que un SEL 2x2, consistente determinado,
tiene dos soluciones, en lugar de interpretar al par ordenado (x, y) como la solucion; se
observa que los estudiantes generalizan aspectos como este, que han construido en el ambito
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de los sistemas 2x2, a sistemas 3x3 y reportan que existen SEL 3x3 con tres soluciones
relacionadas con el niumero de variables involucradas. Algunas de estas dificultades estan
relacionadas con el proceso de ensefianza y la forma tradicional algoritmica como se trabaja
el tema en el aula. ;Como apoyar el aprendizaje de SEL por estudiantes de bachillerato?

Existen estudios (Haspekian, 2005; Kieran, 2006; Sutherland y Rojano, 1993; Vargas-Alejo
y Guzman-Hernandez, 2012) cuyos resultados muestran que el uso de la tecnologia puede
apoyar el aprendizaje de SEL y proponen que se realice més investigacién que permita
proponer el disefio de secuencias didacticas para apoyar con soluciones a la problematica del
nivel medio superior en cuanto al aprendizaje del concepto de sistemas de ecuaciones
lineales, con apoyo de tecnologia. En particular, se necesitan investigaciones apoyadas en
resultados de estudios vigentes (Garcia e lzquierdo, 2017), como las que sefialan que el
software dindmico, como GeoGebra, tiene potencial para apoyar la comprension de
conceptos como variable, funcion y ecuacion, a través del uso de varios registros de
representacion. ,Cémo debe disefiarse una secuencia didactica, basada en GeoGebra, para
apoyar el aprendizaje de SEL?

En este articulo se propone y analiza una secuencia didactica, la cual se sustenta en el uso de
representaciones semioéticas (Duval, 1993, 1999) y GeoGebra para apoyar el aprendizaje de
SEL. El disefio de la secuencia didactica es parte de una investigacion en proceso cuyo
objetivo es conocer las dificultades de aprendizaje de sistemas de ecuaciones lineales 2x2
por estudiantes de nivel bachillerato y apoyar este aprendizaje, mediante el uso de
representaciones graficas, verbales y de la integracion de conceptos relacionados como
funcién, ecuacién y variacion.

Marco Tedrico

Un marco tedrico que aportd elementos a esta investigacion y, por lo tanto, al disefio de la
secuencia didactica es la Teoria de Registros de Representacion Semiética de Duval (1993,
1999). En ella —la teoria— se reitera que para aprender un concepto matematico los estudiantes
deben utilizar varios registros de representacion y desarrollar habilidades para cambiar de un
registro a otro. Duval (1993) afirma que el proceso de comprension de un concepto
matematico implica la coordinacién de diversos registros de representacion semiética como
lenguaje natural, graficas, tablas de datos, expresiones algebraicas y representaciones
iconicas.

En un analisis cognitivo de dificultades de comprension en el aprendizaje de las matematicas,
Duval (2006a) resalta los retos que representa la educacién para preparar mejores estudiantes,
que hoy se enfrentan a un entorno tecnologico: “los procesos de adquisicion de conocimiento
matematico son tan complejos que parece ser necesario tener diferentes enfoques” (p.103).
Los enfoques a los que se refiere Duval (ibid), son las diferentes representaciones que puede
tener un objeto matematico.

Para Duval el aprendizaje de las matematicas requiere un andlisis de las actividades
cognitivas como son: la conceptualizacion, el razonamiento, la resolucién de problemas y la
comprension. Ensefiar y aprender matematicas, requiere de estas actividades cognitivas,
ademas del lenguaje natural y simbdlico, y de la utilizacion de diferentes registros de
representacion. La actividad matematica se realiza necesariamente en un contexto de
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representacion. No se puede aprender un concepto matematico sin pasar por el necesario
tratamiento y conversion de diferentes registros de representacion semiotica (Duval, 2006Db).
De acuerdo con esta teoria aprender sistemas de ecuaciones lineales y el concepto de solucion
implicaria el tratamiento y conversion de distintas representaciones por los estudiantes, lo
cual es un elemento esencial considerado en la investigacion cuya secuencia didactica se
describe en este articulo.

Por otra parte, GeoGebra es un software de caracter dindmico, que posibilita el uso de
diferentes registros de representacion semiotica. Se pueden construir applets que apoyen el
uso simultaneo de estos por los estudiantes. Ademas, es una de las herramientas tecnoldgicas
que se sugiere utilizar (Garcia e Izquierdo, 2017; Iranzo y Fortuny, 2009; Tamayo, 2013)
para apoyar el aprendizaje de SEL. Pero ;qué significa aprender SEL? ;En qué conceptos se
debe hacer énfasis al utilizar las distintas representaciones?

De acuerdo con Ochoviet (2009) los alumnos que logran tener éxito al interpretar el nimero
de soluciones de un SEL, son aquellos que han logrado construir la nocion de solucion a
partir de representaciones graficas asociadas con las representaciones algebraicas. Esta
investigadora recomienda que los estudiantes analicen primero un SEL 1X2, es decir, la
ecuacion lineal con dos incognitas, lo que representan estas incognitas, y las soluciones de la
misma; hacer énfasis (mediante el uso de distintas representaciones) en que la ecuacion lineal
tiene una cantidad infinita de soluciones y cada pareja ordenada es una solucién y no dos
soluciones.

Por otra parte, Greeno (1991) menciona que un concepto no se puede aprender de manera
aislada a otros conceptos, incluso a fendmenos y procesos relacionados. Esto nos conduce a
observar que aprender sistemas de ecuaciones lineales implica aprender conceptos como
ecuacion lineal, incdgnita, variacion, funcion lineal y solucion, en el marco de problemas que
requieran el uso de este conocimiento matematico.

Metodologia

La poblacion para la cual se disefid la secuencia didactica son estudiantes de nivel
bachillerato, con una edad aproximada de dieciséis afios. En particular, se pensé en los
alumnos que se encuentren estudiando la materia “Matemaética y vida cotidiana 1I” de
segundo semestre de bachillerato de la universidad de Guadalajara.

La secuencia didactica se elabor6 en el ambiente de GeoGebra, por el caracter dindmico de
la herramienta ya que permite interactuar, no sélo con distintas representaciones semioticas,
sino con conceptos como funcidn, ecuacion y variacion. Se compone de actividades que se
deben resolver con applets (figuras 1-4), y tiene como proposito propiciar que el alumno
aprenda los diferentes conceptos asociados con sistemas de ecuaciones lineales: como son
variable, funcion lineal, incognita, ecuacion lineal y solucion. Todas las actividades se
incluyen en hojas de trabajo que acompafian a cada applet. La secuencia esta disefiada con
base en la teoria de representaciones semidticas de Duval (1993, 1999, 2006a, 2006b). Las
actividades requieren que, al resolverlas, el alumno interactie con diferentes registros de
representacion (verbal, grafico y simbdlico), de manera que ello le permita comprender e
integrar los conceptos matematicos involucrados durante procesos de tratamiento y
conversion (Duval, 2006).
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La secuencia se disefi0 para implementarse en 6 sesiones. Los conceptos matematicos que se
abordan se describen a continuacidn sesion por sesion. Se tomaron en cuenta elementos
identificados en el marco tedrico por Duval (2006) y Ochoviet (2009).

Sesion 1 Identificacion de conocimientos previos.

Sesién 2 Resolucion de un problema que implica la interaccion con un Applet (Figura
1) que involucra los conceptos: ecuacion lineal de dos variables, solucion,
funcion lineal y variacion. Coincidimos con Ochoviet (2009) en que es
importante introducir actividades que impliquen la solucion de una ecuacién
lineal de dos variables, previo a la introduccion de un SEL 2x2.

Sesion 3 Realizacion de actividades que implican la interaccion con un Applet (Figura
2) que incluye representaciones de ecuaciones lineales de dos variables
equivalentes.

Sesion 4 Realizacion de actividades que implican la interaccion con un Applet (Figura
3) que promueve que el alumno construya SEL y analice cudndo un SEL es
consistente o inconsistente, determinado o indeterminado.

Sesion 5 Resolucion de un problema, que implica utilizar lo aprendido mediante el uso
de un Applet (Figura 4), el cual involucra los conceptos de variacién, funcion
lineal, ecuacion lineal, incégnita y solucion del SEL 2x2 y mx2. Coincidimos
con Ochoviet (2009) en que es importante apoyar el proceso de transferencia
del conocimiento aprendido relacionado con solucién de un SEL 2x2.

Sesion 6 Evaluacion de los conocimientos adquiridos.

Los applets disefiados fueron introducidos en cada una de las sesiones, las cuales se describen
a continuacion.

Sesién 1. Los objetivos son: a) conocer los conocimientos previos que tienen los estudiantes
sobre sistemas de ecuaciones lineales (SEL) y conceptos relacionados como variable, funcién
lineal, ecuacion lineal, incognita y solucion; b) detectar las dificultades que los alumnos
tienen con el uso de estos conceptos y los registros de representacion semioética.

Sesion 2. Se solicita que el estudiante resuelva un problema (Figura 1) que involucra los
conceptos: variacion, ecuacion lineal de dos variables, solucién y funcion lineal. Ello implica
que identifique datos, incégnitas y relaciones entre estos. Se propicia que el estudiante trabaje
en la conversion de diferentes registros de representacion semidtica (lenguaje natural,
lenguaje algebraico, representacion tabular y representacion grafica) e identifique que una
ecuacion lineal de dos variables tiene infinitas soluciones. Este applet, asi como los que se
describen en las siguientes sesiones, se acompafian de hojas de trabajo que contienen
actividades a realizar con cada applet.

El profesor debe enfatizar en la importancia del tratamiento (Duval, 2006) que se le debe dar
a la ecuacion lineal para expresarla como una funcién, asi como en la conversion (Duval,
2006) de las diferentes formas de representacion para encontrar la solucion de la ecuacion
lineal de dos variables. El papel del applet construido con GeoGebra es apoyar el proceso de
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solucién y la conversion de registros. En la hoja de trabajo aparece una familia de problemas
relacionadas con el problema inicial; cambian los datos y se pide al estudiante resolver de
nuevo.

Carlos tiene cierta cantidad de dinero ahorrado, si le pagaran otra cierta cantidad, entonces tendria $10. ﬁ
N ¢Cuanto dinero podria tener ahorrado?
| Con base en esta cantidad ahorrada ¢ Cuanto dinero le deberian pagar? -
7
o
s
4
2
,
T+Y=qp
T T = s s s &+ 7 s % W w w1 W % w7 w  w  m s = = Clar >

Entrada

Figura 1. Applet de GeoGebra de la Sesion 2.

Sesion 3. Se propicia que el estudiante retome la representacion algebraica de la ecuacion
lineal proveniente del applet anterior (Figura 1, Sesién 2); obtenga ecuaciones equivalentes
y reconozca cuando una ecuacion es multiplo de la otra. Con esta actividad (Figura 2) se
busca que el alumno comprenda el concepto de ecuaciones lineales equivalentes. Los
estudiantes representaran las ecuaciones lineales mediante los registros: algebraico, gréfico
y tabular; conjeturaran y explicaran la construccion de ecuaciones equivalentes.

El profesor deberé enfatizar que la representacion grafica de ecuaciones equivalentes es la
misma recta, este conocimiento le servird como base para la siguiente Sesion 4, donde se
trabajara el concepto de SEL. El papel del applet construido con GeoGebra es facilitar el
calculo de multiplos y divisores de una ecuacion lineal de dos incdgnitas (tratamiento) para
que el alumno no realice estos calculos manualmente y se concentre en el razonamiento
asociado con la conversion de registros.

Representacion grafica
ar + by =c Ecuacion 1
i ety
12
N Ecuaciont
Ecuacion 1 : X + y — 10
8
X 2 :
® 4
Ecuacion Equivalente
a Ecuacion 1: 2r 4+ 2y= 20 > JEERRTEERE TRm 1\7\1* W w

Figura 2. Applet de GeoGebra de la Sesion 3.
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Sesion 4. Dado un SEL 2x2, el estudiante manipulara los coeficientes de las variables para
crear sistemas de ecuaciones lineales consistentes (determinados e indeterminados) e
inconsistentes (Figura 3). El estudiante identificara las posibles soluciones que tiene un SEL.:
infinitas soluciones, sin solucion y solucion Unica. El estudiante resolvera el SEL utilizando
registros de representacion: algebraico grafico y tabular, apoyado por el proceso de
conversion. Se espera gue el estudiante profundice en los conceptos: sistemas de ecuaciones
lineales 2x2, solucion, variacion y funcion lineal.

El profesor debe enfatizar los diferentes tipos de solucion de un SEL.: infinitas soluciones,
sin solucion y solucién unica. El papel del applet construido con GeoGebra es apoyar al
estudiante a manipular los coeficientes de las ecuaciones lineales, la conversion de registros
y la identificacién de diferentes tipos de solucion.

Caso 1 . 2x+3y =-1 2x+5y =3 Dos Graficas
Caso 2

Caso 3

Unica solucién

.
a ) 2 \ 1 2 3 2 5 [ 7 [ ) 10 11 12 1a 14 15

-1

®
®

Figura 2. Applet de GeoGebra de la Sesion 4.

Sesidn 5. Se solicita al estudiante resolver un problema que involucra: sistemas de ecuaciones
lineales 2x2. Los conceptos que el estudiante requiere utilizar, son los vistos a lo largo de la
secuencia didactica: variacion, ecuacion lineal de dos variables, funcion lineal, SEL 2x2 y
solucion, asi como procesos de conversion. El estudiante debera identificar datos, incognitas
y las relaciones entre estos, con el fin de solucionar el problema que se modela mediante un
SEL, asi como deberan utilizar registros de representacion grafica. Una vez que el estudiante
resuelva el problema, se propiciara que transfiera su conocimiento para la resolucién de SEL
mx2.

El profesor debe enfatizar en el concepto de solucion de un SEL 2x2 y SEL mx2. El papel
del applet es servir al estudiante de apoyo para la comprension del problema y del concepto
solucion de un SEL. Puede usarse para que el estudiante incorpore y represente SEL mx2.
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Entrada

Figura 4. Applet de GeoGebra de la Sesion 5

Sesion 6. Los objetivos son: a) evaluar los conocimientos adquiridos por los estudiantes sobre
sistemas de ecuaciones lineales (SEL) y conceptos relacionados como variable, funcion
lineal, ecuacion lineal y solucion, y b) determinar el cumplimiento de los objetivos de
aprendizaje establecidos para cada actividad.

Se propone que la secuencia se desarrolle en un ambiente colaborativo de aprendizaje, donde
se propicie el trabajo en binas o equipo, durante la resolucién de cada actividad planteada en
las hojas de trabajo. Es importante, de acuerdo con ambientes de resolucion de problemas
(Santos, 2014), que los estudiantes interactden con sus pares. La formulacién de conjeturas,
argumentacion, comunicacion de procedimientos permite que los estudiantes aprendan
conceptos matematicos. Se propone que al final de cada sesion se pase al frente a los
estudiantes para que argumenten la solucion encontrada. El papel del profesor deberia ser de
guia y apoyo en la institucionalizacion del conocimiento, para que el estudiante se apropie
del objeto matematico.

Resultados

La secuencia descrita en este articulo, es el resultado de la modificacion de dos versiones
previas, las cuales fueron aplicadas en fase piloto a distintos estudiantes, primero a uno de
nivel universitario y, posteriormente, a dos estudiantes de bachillerato. La primera version
no incluia los applets de las figuras 2 y 3, sino que solo se componia por los applets de las
figuras 1y 4. En cada applet s6lo se incorporaba un problema y no una familia de problemas
como en la version final. El estudiante de nivel universitario, a pesar de conocer el uso de
GeoGebra, no pudo resolver el problema disefiado para el applet de la Figura 4, s6lo resolvi6
el problema relacionadas con el applet de la Figura 1. Evidenci¢ dificultades relacionadas
con la comprensién de sistemas de ecuaciones lineales, al no poder asociarlo a la solucion
del problema, ain cuando el SEL se mostraba en forma grafica en el applet.

Lo anterior implico profundizar en la lectura de investigacién para mejorar la secuencia
didactica. La segunda implementacion consistio en el empleo de los cuatro applets en el orden
aqui descrito. Sin embargo, las estudiantes no pudieron resolver las actividades, sin ayuda
del docente. Esto implico que se trabajara con mas profundidad en las hojas de trabajo. Se
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buscé que fueran més detalladas en cuanto a las instrucciones y las actividades propuestas en
ellas. Se mejoraron las instrucciones y presentacion de cada applet y, finalmente, se obtuvo
la secuencia que en este articulo se describe.

Actualmente, se encuentra en proceso la implementacion de esta secuencia didactica en su
tercera version. Se espera logar los objetivos de aprendizaje planteados y que los estudiantes,
a través de la secuencia didactica, utilicen y transiten entre los diferentes registros de
representacion semidtica con el apoyo de GeoGebra, dando significado a los conceptos
matematicos involucrados.

Conclusiones

La comprensién conceptual matematica de los estudiantes, de acuerdo con Duval, implica
poder reconocer lo invariante entre distintos registros de representacién semiotica. En este
caso el alumno deberia reconocer la solucién o no solucion de un sistema de ecuaciones
lineales. La facilidad que adquieran los estudiantes en el tratamiento y conversion de registros
es importante, asi como en el manejo de conceptos como funcion lineal, variacion, ecuacién
lineal, incognita y solucion de un SEL. Consideramos que la secuencia didéctica descrita y
construida con base en el marco tedrico sefialado puede apoyar el desarrollo de conocimiento,
es decir, la modificiacion, extension y refinamiento del conocimiento de los estudiantes de
bachillerato.
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