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UN ACERCAMIENTO DINAMICO A LA INTEGRAL DESDE UN
PUNTO DE VISTA VARIACIONAL: FUNCIONES APROXIMADAS
DE ACUMULACION

José Ramadn Jiménez Rodriguez
Departamento de Matematicas, Universidad de Sonora
jimenez@mat.uson.mx
Palabras clave: funcidn integral, pensamiento variacional, razon de cambio, acumulacion.
Resumen

Se presenta un acercamiento dinamico a la integral (la integral como funcion del limite
superior) desde un punto de vista variacional (matematizacion de las magnitudes variables).
Desde este punto de vista, el significado de la integral es el de acumulacién, misma que
tiene lugar como efecto de cierta razon instantanea de cambio, y el desarrollo de dicho
significado se apoya en las intuiciones de los estudiantes. El principal mérito de este
acercamiento consiste en poner de manifiesto la relacion estrecha entre razon de cambio
(derivada) y acumulacion (integral). Se detalla la primera parte de este enfoque, consistente
en la construccion de funciones aproximadas de acumulacion, a partir de funciones exactas
de razon de cambio.

Key Word: integral function, variational thinking, rate of change, accumulation.
Abstract

We present a dynamic approach to the integral (the integral as a function of the upper limit)
from a variational point of view (mathematization of variable quantities). From this point of
view, the meaning of the integral is that of accumulation, which takes place as the effect of
a certain instantaneous rate for change, and the development of that meaning is based on
the intuitions of the students. The main merit of this approach is to show the close
relationship between rate of change (derivative) and accumulation (integral). The first part
of this approach is detailed, consisting of the construction of approximate accumulation
functions, based on exact rate of change functions.

Algunas deficiencias del acercamiento tradicional a la integral

Como lo han sefialado varios autores (Orton, 1993; Thompson, 1994; Thompson y
Silverman, 2007; Kouropatov, 2008), el enfoque habitual para la ensefianza de la integral,
uno de los conceptos fundamentales del Calculo, no es el que resulta mas apropiado ni para
entender sus aplicaciones a multiples problemas de la ciencia y la tecnologia, ni tampoco
para favorecer el desarrollo del pensamiento variacional en el estudiante. Bajo este enfoque
primeramente se introduce la integral indefinida como una operacion inversa a la derivacion
(antiderivada), y luego se presenta una version estatica del Teorema Fundamental del Calculo

(TFC) en el que aparece la integral definida: f;f(x)dx = F(b) — F(a). Enseguida se
procede a desarrollar el significado o interpretacion geométrica de ésta, como area debajo de
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una curva. Luego se pasa a estudiar el célculo de volumenes, longitudes de arco, masas,
etcétera, es decir, las aplicaciones de la integral definida.

Este enfoque adolece de serias deficiencias, tanto desde el punto de vista didactico como del
I6gico. En primer lugar, si la integral es una “antiderivada”, resulta paraddjico constatar que
en muchas de las aplicaciones practicas de la integral es necesario recurrir a diversas técnicas
numéricas para calcularla, ya que la antiderivada en cuestion no se puede expresar
algebraicamente. En Estadistica, por ejemplo, es frecuente el calculo de distintos valores

, . . .2 . ., . ..
numéricos de la integral [ e™*"dx, para la cual no existe una expresion algebraica explicita
para la antiderivada, que pueda ser sustituida en el TFC.

En segundo lugar, si la integral es una formula para calcular un “area”, a muchos estudiantes
les resulta raro que esa misma formula también se emplee para calcular volimenes y
longitudes, y ain mucho més raro que sea la herramienta apropiada para calcular el valor
numérico de magnitudes que claramente no son de naturaleza geométrica, como el trabajo
mecénico, la distancia recorrida, la carga eléctrica, etcétera. En consecuencia, dificilmente
llegan a discernir por si mismos en qué contextos resulta apropiado recurrir al célculo de
integrales definidas.

En tercer lugar, el acercamiento a la integral como limite de las sumas “superiores” e
“inferiores” de Riemann, como esta suficientemente documentado en la investigacion
educativa relacionada con el Calculo y el Pensamiento Matematico Avanzado, es
cognitivamente problematico (Wagner, 2016).

En cuarto lugar, el hecho de privilegiar el estudio de la integral definida, con limites fijos,
(fff(x)dx ) no solamente obstaculiza la comprension de la integral como funcién

(f:f(t)dt), sino que favorece la formacion y permanencia en la mente de los alumnos de

una imagen estéatica de este importante concepto. Este problema es andlogo al que se presenta
con el estudio de la derivada en un punto, previo al estudio de la derivada como funcion.

Un enfoque variacional basado en la nocién de acumulacion

Thompson (1994), asi como Thompson y Silverman (2007) y Kouropatov (2008) han
propuesto un acercamiento a la nocion de integral que pretende superar estas deficiencias, y
a la vez contribuir al entendimiento méas profundo de su significado y aplicaciones:
considerar a la integral como una funcién de acumulacién en un sentido simple, como una
suma que consta de un gran nimero de términos muy pequefios. Este enfoque se basa en el
hecho de que el concepto de acumulacién esté en el centro de muchas de las aplicaciones
practicas del Calculo Integral, y es dindmico porque se enfoca en las funciones de

acumulacion f‘ff(t)dt, y no en los valores concretos de cierta cantidad acumulada

b , . ., .
fa f(x)dx. Ademas, permite establecer una clara conexion entre diferentes conceptos

fundamentales: acumulacion, integral definida e indefinida, asi como sus relaciones con el
significado de la derivada como razon instantanea de cambio. De este modo, se trata de un
enfoque eminentemente variacional.
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Una idea variacional fundamental

Una manera de pensar variacional que es fundamental en el estudio del Calculo es la idea
intuitiva de que, por més rapido o mucho que cambie una magnitud variable, si procedemos
aanalizarla en pequefios intervalos no tendréa oportunidad de cambiar de manera significativa.
Esta idea intuitiva yace en el corazon del Célculo. Por ello, algunos autores consideran que
el Calculo es una especie de “camara fotografica instantanea” para analizar las magnitudes
variables. Esta alegoria con una camara fotogréafica de alta velocidad es util. Tratemos de
ilustrarla considerando dos procesos que, en relacién con nuestra experiencia cotidiana,
transcurren “muy rapido”.

El movimiento de una bala es un buen ejemplo. Las balas de pistola y revélver habitualmente
se mueven a una velocidad ligeramente inferior a la del sonido, que es de aproximadamente
340 m/seg. En cambio, las balas de fusil y ametralladora se mueven a velocidades superiores
a ésta, en dos o tres veces (hasta 1000 m/seg). Sin embargo, con las tecnologias actuales es
posible fotografiar balas de modo que parezcan inmoviles.

El aletear de un colibri es otro buen ejemplo, muy bello, ademas. El colibri bate sus alas unas
sesenta veces por segundo. En un sesentavo de segundo mueve sus alas hacia adelante y de
regreso hacia atras una vez. De modo que, si fotografiamos al colibri con una exposicion de
1/60 de segundo, sus alas apareceran borrosas en la fotografia. Para obtener una imagen nitida
de las alas del colibri es necesario tomar la foto con una exposicion de al menos una milésima
de segundo.

Estos dos ejemplos nos ilustran de manera elocuente la idea basica del Célculo para analizar
el comportamiento de las magnitudes variables: por mas rapido que una magnitud variable
cambie, si la observamos en pequefios intervalos no tendréa oportunidad de cambiar mucho,
casi no cambiard, y para fines practicos en ocasiones podremos considerar que no cambia, es
decir, que se mantiene constante. Las razones de cambio también son magnitudes variables,
y quedan comprendidas en esta vision. Una razon de cambio variable puede ser considerada
como una razon de cambio que va cambiando por instantes, por pequefios intervalos,
manteniéndose constante (o cambiando muy poco, casi sin cambiar) en el transcurso de cada
uno de dichos intervalos.

El problema practico que genera esta interpretacion del comportamiento de las magnitudes
variables, y que debemos resolver de manera igualmente intuitiva, es el siguiente: ;como
podemos determinar o calcular el valor constante (o casi constante) de una magnitud variable
en cierto intervalo?
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Figura 1. Superposicion de fotografias de alta velocidad del
movimiento de un balén de basquetbol al ser lanzado a la canasta. En
todo momento, la velocidad del balon cambia.

Para acercarnos a una posible respuesta a esta pregunta, consideremos el caso del movimiento
de un balén de basquetbol al ser lanzado hacia la canasta (Figura 1; es una composicién de
varias fotografias). Es bien sabido que, en todo momento, la velocidad del balon cambia. Sin
embargo, de acuerdo con la interpretacion del comportamiento de las magnitudes variables
que formulamos mas arriba, podemos considerar que dicha velocidad casi no cambia (se
mantiene constante) por intervalos. Tomemos como ejemplo los intervalos temporales a los
que fueron tomadas cada una de las fotografias superpuestas. En cada uno de esos instantes,
el bal6n de basquetbol tiene cierta velocidad exacta, que cambia de un instante a otro.
Supongamos que, por alguna razon, conocemos los valores exactos de la velocidad del balén
de basquetbol en cada uno de dichos instantes. ; Como podemos, a partir de esa informacion,
determinar un valor constante para la velocidad del balén durante todo un intervalo, por
ejemplo, el comprendido entre las posiciones B y D del bal6n? ;O para cualquier otro
intervalo? En otras palabras: si conocemos las velocidades exactas v(B) y v(D) del balon de
basquetbol en las posiciones B y D respectivamente (0 en cualesquier otras dos posiciones),
¢como podemos determinar una velocidad constante del balon para todo el intervalo entre
dichas posiciones (aunque ya sabemos que en realidad la velocidad del bal6n siempre
cambia)?

No resulta dificil entender que una decision o hipotesis racional consiste en tomar la
velocidad exacta v(B) del balén al inicio del intervalo (la velocidad inicial, es decir, la
velocidad en la posicion B) como la velocidad constante para todo el intervalo (entre las
posiciones B y D). Esto es equivalente a “congelar” la velocidad del balon en todo el
intervalo, manteniéndola igual a la velocidad v(B). En este caso estaremos suponiendo que
la velocidad v(B) con la que el baldn parte de B es también la misma velocidad con la que
llega a D. Dado que en su trayectoria ascendente, como es bien sabido, el balon va
disminuyendo su velocidad, tenemos que en realidad la velocidad exacta del baldn en la
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posicion B es mayor que su velocidad exacta en la posicion D. Esta diferencia entre los
valores exactos de la velocidad debera ser menor cuanto menor sea el intervalo. Por ello esta
decision es racional, a pesar del hecho de que, siendo mayor v(B) que v(D), si el balon
continuara moviéndose a partir de la posicion B con la misma velocidad que tiene alli, llegara
un poco mas alto que la posicién D.

De aqui resulta que otra decision o hipétesis (también racional) que podemos asumir es tomar
la velocidad exacta v(D) al final del intervalo (la velocidad final, es decir, la velocidad en la
posicion D) como la velocidad constante del baldon durante todo el intervalo (entre las
posiciones B y D). En este caso estariamos suponiendo que la velocidad v(D) con la que
llega el bal6n a D es también la misma velocidad con la que parte de B. Dado que en la
realidad la velocidad exacta del balén en la posicion D es menor que su velocidad exacta en
la posicién B, resulta obvio que si el balén parte de B con velocidad igual a v(D) y la
mantiene constante durante todo el intervalo, Ilegara un poco més abajo de la posicion D.

Al entender y comparar las dos situaciones hipotéticas que hemos descrito, la idea que de
inmediato se viene a la mente es tratar de compensar de algun modo el hecho de en el primer
caso tomamaos una velocidad mayor que la real como velocidad constante en todo el intervalo,
mientras que en el segundo caso tomamos una velocidad menor que la real. Asi pues,
promediar estas dos velocidades (velocidad inicial y velocidad final) parece una buena idea.
En otras palabras, una decision o hipotesis que parece aun mas racional que las dos anteriores
consiste en tomar el promedio de las velocidades exactas v(B) al inicio del intervalo y v(D)
al final del mismo, como la velocidad constante para todo el intervalo. En este caso
esperariamos que, al partir el balén de basquetbol de la posicién B con velocidad igual a

M (el promedio de las velocidades inicial y final) y mantener dicha velocidad durante

todo el intervalo, llegara exactamente a la posicion D, o al menos a una posicién mucho mas
cercana a D que en los dos casos anteriores.

Por ultimo, consignemos que también es posible una cuarta decision racional respecto a como
determinar una velocidad constante para todo el intervalo, desde la posicion B hasta la
posicion D. Parece razonable suponer que, si la velocidad del bal6n en todo momento esta
cambiando (en este caso, esta disminuyendo mientras el balén avanza hacia su posicién mas
alta), la velocidad exacta del balon en el medio del intervalo podria servir como velocidad
constante para todo el intervalo. En este caso, se trata obviamente de la velocidad del balén
en la posicion C, es decir, v(C). También parece razonable suponer que esta velocidad es

igual al promedio de las velocidades inicial y final, esto es, suponer que v(C) = M :

Como sabemos, en este caso la hipétesis es verdadera, pero se trata de una coincidencia; en
general no se cumple. De modo que efectivamente tenemos una cuarta posibilidad: tomar
como velocidad constante para todo el intervalo el valor exacto de la velocidad a la mitad del
intervalo.

Modelando una razén de cambio variable mediante una razon de cambio constante por
intervalos.

Las ideas que acabamos de discutir también son aplicables a las razones de cambio, ya que
éstas también son magnitudes variables. En otras palabras, una cierta razon de cambio
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variable r(x) puede ser reemplazada, en un intervalo dado de valores de x que van desde
cierto valor inicial x; hasta cierto valor final x;, de cualquiera de las siguientes cuatro

maneras:

e entodo el intervalo desde x; hasta x;, se toma el valor exacto de la razon de cambio
variable en el inicio del intervalo, esto es, r(x;), como el valor constante de dicha

razén de cambio para todo el intervalo;
e entodo el intervalo desde x; hasta x¢, se toma el valor exacto de la razon de cambio

variable al final del intervalo, esto es, r(x;), como el valor constante de dicha razén
de cambio para todo el intervalo;

e entodo el intervalo desde x; hasta x;, se toma el promedio de los valores exactos de

, . . .. . . r(x)+r(x
la razon de cambio variable al inicio y al final del intervalo, esto es, rea)r(xy)

el valor constante de dicha razén de cambio para todo el intervalo;

, COMO

e por ultimo, en todo el intervalo desde x; hasta x;, se toma el valor exacto de la razon
- . R - Xi+x
de cambio variable en el punto medio del intervalo, esto es, r (‘Tf) como el valor

constante de dicha razén de cambio para todo el intervalo.

Enfatizamos el hecho de que esta sustitucion es racional si el intervalo en cuestion es
relativamente pequefio. Cuando analizamos el comportamiento de una razén de cambio en
un intervalo de tamario considerable, podemos aplicar esta misma idea dividiendo dicho
intervalo en un conjunto de subintervalos pequefios, y aplicando en cada uno de ellos
cualquiera de las cuatro maneras de sustitucion ya descritas, o bien todas. De este modo
tendremos que una razén de cambio variable en un intervalo relativamente grande puede ser
sustituida por una razén de cambio que es constante por pequefios intervalos.

Un acercamiento dindmico y variacional al concepto de integral

Desde el punto de vista didactico, la puesta en escena del enfoque propuesto por Thompson
y Silverman (2007) y Kouropatov (2008) para el estudio del concepto de integral requiere
poner atencion a varios detalles cruciales. Esta estrategia se desarrolla en dos fases o etapas.
En la primera de ellas, a partir de funciones exactas de razon de cambio se construyen
funciones aproximadas de acumulacion, mientras que en la segunda se obtienen funciones
exactas de acumulacién a partir de funciones aproximadas de acumulacion. En este trabajo
se aborda solo la primera fase.

Supongamos que es conocida la expresion algebraica explicita r(x) para la razon instantanea
de cambio de cierta magnitud variable R, que depende de otra magnitud variable
independiente x, misma que puede tomar valores numéricos en cierto dominio a < x < b.
En otras palabras, son conocidas dos cosas:

a) la expresion algebraica explicita r(x) para cierta razon instantanea de cambio, y

b) el hecho de que r(x) = Z—i, donde a < x <b.
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En estas condiciones, la tarea consiste en encontrar la expresion algebraica explicita R(x) de
la magnitud variable R en términos de x, para cualquier valor permisible de ésta en el dominio
dado,a < x < b.

Como sefialamos anteriormente, la estrategia para implementar este enfoque variacional
debera ser dinamica, lo que significa que deberemos considerar a x como una auténtica
variable, es decir, asumir el hecho de que x toma consecutivamente distintos valores
numéricos en distintos momentos, comenzando con su valor inicial x, = a, pasando por su
valor actual x, y llegando hasta su valor final x, = b. En concreto, ahora sera necesario
proceder como sigue.

Primera fase: funciones aproximadas de acumulacion.

Primer paso. Elegir un valor arbitrario (sujeto a las restricciones para la variable
independiente) para x, y también un valor arbitrario positivo para Ax. Dividir el intervalo de
valores permisibles de la magnitud variable independiente x, que va de su valor inicial x, =
a hasta su valor actual x (esto es, el intervalo a < x), en “pequefios” intervalos de un mismo
tamafio Ax, que con objeto de mejorar nuestra aproximacion a la solucién podremos cambiar
haciéndolo ain mas pequefio. Esta claro que tal division solo por coincidencia arrojard un
numero exacto de “pequenos” intervalos. Entonces también habra que determinar la cantidad
n de subintervalos completos de tamafio Ax, y la longitud éx del segmento incompleto.

Segundo paso. Expresar analiticamente y graficar la funcion de razén de cambio constante
por intervalos f(x), con la que sustituiremos a la razén de cambio siempre variable r(x), en
el dominio a < x. Como hemos visto anteriormente, existen cuatro maneras de realizar esta
sustitucion, por lo que habra cuatro funciones de razon de cambio constante por intervalos.
Estas son las funciones aproximadas de razon de cambio.

Tercer paso. Expresar analiticamente y graficar la funcion aproximada de acumulacion F (x)
de la magnitud variable de interés, para cualquier valor numérico permisible de x en el
dominio a < x < b. En concordancia con las cuatro posibilidades consignadas en el paso
anterior, también habra cuatro funciones aproximadas de acumulacién, para el mismo
problema.

Cuarto paso. Analizar en conjunto esas cuatro soluciones aproximadas, y extraer
conclusiones validas sobre el comportamiento de la magnitud variable acumulada.

Aunque en su enunciado estos cuatro pasos parecen de facil ejecucion, en la préctica y sobre
todo en los primeros intentos no lo son, ya que cada uno de ellos requiere de varias acciones.
Por esta razon, para aplicar esta estrategia dindmica tomaremos como ejemplo ilustrativo el
movimiento oscilatorio de una masa atada al extremo de un resorte, observado durante un
periodo de 10 segundos, y en el que la razon de cambio instantanea que en él figura es la
velocidad instantanea de la masa, dada por v(t) = 5 cos t. Se trata de encontrar la posicién
y(t) de la masa, medida con respecto al punto de equilibrio y, = y(0) = 0.

De este modo, el problema de acumulacién que queremos resolver se puede plantear
algebraicamente como sigue:

El problema del resorte.
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d ., .
Dados v(t) = d—Jt’ =5cost, a<t<10 y 0 <a, encontrar una expresion algebraica
explicita para y(t).
Aplicando la estrategia dindmica a la resolucién de un problema.

Analicemos con detalle la aplicacion de esta estrategia al problema que acabamos de
enunciar.

Primer paso. Dividir el intervalo de valores permisibles de la magnitud variable
independiente t, que va desde su valor inicial t, = a hasta su valor actual t (esto es, el
intervalo a < t), en “pequefios” intervalos de un mismo tamafio At.

Esta claro que, para poder llevar a cabo este primer paso, es necesario realizar al menos las
siguientes dos acciones:

Al. Escoger el valor inicial t, = a de la magnitud variable independiente.

A2. Escoger el tamafio At de los “pequefios” intervalos en que se dividira al intervalo de
valores numéricos de t, desde su valor inicial t, = a hasta su valor actual t.

Una vez ejecutadas estas dos acciones, resulta posible realizar la tercera:
A3. Dividir el intervalo dado a < t en “pequefios” intervalos de tamafio At.

La Figura 2 ilustra dos de las muchas formas en que esto puede hacerse, dado que tanto los
valores numéricos de a como los de At pueden hacerse variar.

| é 4 1 &1 1 1 11 11 |= |
o 2 4 6 8 10

o| 2 4 b 8 10

Figura 2. El primer paso de la estrategia dinamica: Division del intervalo.

Segundo paso. Expresar analiticamente y graficar la funcién de razén de cambio constante
por intervalos f(t), con la que procederemos a sustituir la razon de cambio siempre variable
v(t), enel dominioa < t.

Este segundo paso exige definir, para todo valor actual de t en cada uno de los “pequenos”
intervalos considerados en el paso anterior, un cierto valor numérico para la velocidad
constante del maévil en cada uno de dichos intervalos. Tenemos entonces que la ejecucion del
segundo paso requiere, a su vez, de la ejecucion de al menos las siguientes tres acciones:

A4. Determinar la abcisa del punto inicial del intervalo de tamafio At en el que
actualmente se ubica el valor de t, independientemente del hecho de que se haya
completado o no dicho intervalo. Representemos tal abcisa mediante t;; .

A5. Determinar la abcisa del punto final de este mismo intervalo. Representemos tal
abcisa mediante tg, .

A6. Determinar la abcisa del punto medio del mismo intervalo. Representemos tal abcisa
mediante t,,.q-
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Sélo cuando hayamos ejecutado estas tres acciones podremos determinar las respectivas
velocidades instantaneas (al inicio, al final o a la mitad de cada intervalo, o bien promediar
las velocidades inicial y final en el intervalo), que seran tomadas como la velocidad constante
en todo el intervalo.

Determinando el nimero n de intervalos. A su vez, para determinar correctamente las
abcisas, tanto de los puntos extremos como del punto medio de cada uno de los “pequenios”
intervalos de tamafio At, necesitamos previamente determinar el nimero de tales intervalos
que quedan comprendidos entre el valor inicial t, = a y el valor actual t. La Fig. 3 muestra
dos situaciones para el caso més simple en el que a = 0.

l 1 1 e l 1 1 1 1 1 1 1 I &

u| 2 M 5 8 10 OT 1 1 1 bl 10

a=0,t=255 At=0.85. a=0,t=76, At =09 .
n=3, 6t=0. n=3_§, ft=04.

Figura 3. Determinando el nimero n de subintervalos de tamafio At
que quedan contenidos en el intervalo de 0 a t.

No resulta dificil entender que en este caso son posibles dos situaciones, precisamente las
que se ilustran en la Figura 3. En la primera de ellas ocurre que, en el intervalo de 0 a t, el
segmento “pequeno” de tamafio At queda contenido exactamente un nimero entero de veces,
como en la ilustracion de la izquierda de la Figura 3, en donde se pueden observar tres
segmentos completos de tamafio At = 0.85, lo que es facil comprobar dado que 3 X 0.85 =

2.55 . t
2.55. En otras palabras, tenemos que e 3, 0 més en general, ikl donde n es un entero
positivo (en este caso especifico, igual a 3).

En la segunda de las posibilidades, ilustrada en la imagen de la derecha de la Figura 3, el
“pequefio” segmento de tamafio At queda contenido (en el intervalo de 0 a t) un cierto
numero entero de veces, pero ademads queda otro segmento o intervalo “incompleto”, es decir,
de tamafio menor a At. En el caso particular que se ilustra en dicho recuadro se pueden contar
8 intervalos completos de tamafio At = (0.9, y claramente se observa un intervalo
“incompleto”. Esto lo podemos constatar considerando que &8 X 0.9 = 7.2, de modo que el

. . s .. . 7.6
intervalo “incompleto” tiene un tamafio igual a 0.4 unidades. En este caso, 0= 8.44444, un
numero fraccionario.

A fin de calcular el nimero n de subintervalos de tamafio At que quedan contenidos en el
intervalo de 0 a t (o0 bien de a a t), debemos tomar en consideracion los siguientes hechos:

e EIl valor numérico concreto de t puede ser interpretado geométricamente como la
longitud del segmento que une al origen del eje horizontal con el punto que representa
al valor actual de t;

e EIl valor numérico concreto de a puede ser interpretado geométricamente como la
longitud del segmento que une al origen del eje horizontal con el punto que representa
al valor de a;
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e Elvalor especifico de At representa la distancia constante entre los puntos de division
0, lo que es lo mismo, la longitud de cada subintervalo; y

. t . . t—a , . .
e EI cociente v (o bien el cociente E) nos da un nuamero fraccionario, cuya parte

entera representa el nimero de subintervalos que preceden al (quedan a la izquierda
del) subintervalo que contiene a t, mientras que la parte decimal de este cociente
corresponde a la porcidn fraccionaria del subintervalo en que se ubica el valor actual
de t.

Podemos entonces concluir que el nimero n de intervalos completos de tamafio At,
comprendidos en el intervalo de 0 a t, estard dado por la expresion
t
n=|1] . ()
En esta expresion algebraica, el simbolo [ ] se usa para representar la parte entera de un
. . - t
namero, en este caso particular, del cociente e

. t .. . - , P .
Cuando el cociente 5, N0 sea un entero positivo, eso significara que ademas de un cierto

numero n (determinado mediante (1)) de intervalos completos de tamafio At, en el intervalo
de 0 a t habra ademas un intervalo “incompleto” (es decir, menor que At), cuyo tamafo &t

esta dado por la expresion 8t = frac (Ait) - At, donde el simbolo frac() se usa para representar

la parte fraccionaria de un namero. Guidndonos por consideraciones de caracter geométrico,
no es dificil entender que el tamafio &t del intervalo “incompleto” también se puede
determinar mediante la expresion

t
St—t—nAt—t—[E]At. )

Determinando las abcisas de los puntos de division del intervalo de 0 a t . Conociendo
el nimero n de intervalos completos de tamafio At que quedan contenidos en el intervalo de
valores de 0 a t, no resulta dificil determinar las abcisas de cada uno de los respectivos puntos
de division de dicho intervalo de valores numéricos (Figura 4).

At At At At At At At At
R L . L i NN

1 I ! L1 | | ] 1 lg .

0 2 4 6 8 10

Figura 4. Determinando las abcisas de los puntos de division del
intervalo de valores numéricos de 0 a t.

De la Fig. 4 resulta obvio que las abcisas de los puntos de division del intervalo comprendido
entre 0y t son las siguientes:

a=0 a+0
t0=0'At=0, t0=a+0-At=a,
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ty =1-At = At , ty=a+1-At=a+At,
t, = 2At t, = a+ 2At
tz = 3At t3 = a + 3At
ther = (n— 1At = ([i] —])At , ther =a+ (m—1)At = ([i] —])At,
At At
tnznAtz[i]At. tn=a+nAt=a+[i]At.
At At

Determinando las abcisas de los puntos inicial, final y medio del intervalo en el que
actualmente se ubica el valor numérico de t . Considerando todo lo anterior, podemos
ahora escribir las expresiones algebraicas correspondientes a las abcisas de los puntos inicial,
final y medio del intervalo en el que actualmente se ubica el valor numérico de t.
Representemos estas abcisas mediante t;;, ts, Y tmeq FeSPectivamente. Entonces tenemos que

a=0 a+0
t t
tini = nAt = [—] At , tini =a+nAt=a+ [_] At ,
At At
t _[t]At+At te, = +[t]At+At
fin = At ’ fin = & Ag ’
t At t At
tmed: [A—t]At-F? . tmed=a+[A—t At+7

Las abcisas de los puntos inicial, final y medio del intervalo “incompleto” son
respectivamente:

a=20 a+0
t t
tini = niAt = I:E:I At , tini =a+nAt=a+ I:E:I At ,
tﬁnzt, tﬁnzti
t t
. _[E]At-l-t . _a-l-[E]At-l-t
med_f . med — 2

Determinando el valor constante de la razéon de cambio para cada uno de los
subintervalos. Ahora que hemos determinado las abcisas de los puntos extremos y del punto
medio del intervalo en el que actualmente se ubica el valor actual de t, podemos continuar la
ejecucion del segundo paso. Recordemos que en este segundo paso, el objetivo consiste en
determinar el valor constante para la velocidad del movil en cada intervalo de tamafio At, y
que esto se pue hacer de cuatro maneras. Asi pues, en este segundo paso nos queda pendiente
ejecutar las siguientes acciones:
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A7. Determinar el valor exacto de la velocidad del movil en el inicio de cada intervalo.
AS8. Determinar el valor exacto de la velocidad del movil en el final de cada intervalo.

AQ9. Determinar el valor exacto de la velocidad del movil en el punto medio de cada
intervalo.

A10. Determinar el promedio de los valores exactos de la velocidad del movil al inicio y
al final de cada intervalo.

AT) En cada intervalo de tamafio At, el valor exacto de la velocidad instantanea al inicio de
dicho intervalo se toma como el valor constante de la velocidad para todo ese intervalo:

t—a
vconst(t) = v(tini) =v (a + [T] ) At) . (3)
En el caso del ejemplo que nos serviré de ilustracion tenemos
t
v(t;,;) = Scos ([A_t] At) . 3.0

A8) En cada intervalo de tamafio At, el valor exacto de la velocidad instantanea al final de
dicho intervalo se toma como el valor constante de la velocidad para todo ese intervalo:

t—a
Veonst(t) = V(tg,) =V (a + [A—t] ‘At + At) ) 4
En el caso del resorte tenemos
t
v(ts,) = Scos ([E] At + At) . (4.1)

A9) En cada intervalo de tamafio At, el valor exacto de la velocidad instantanea en el punto
medio de dicho intervalo se toma como el valor constante de la velocidad para todo ese
intervalo:

t—a At
vconst(t) = v(tmed) =V (a + [ At ] At + 7) . (&)
Para el caso del resorte tenemos
t At
V(tmed) = 5cO8 ([E] At + 7) . (5.0

A10) En cada intervalo de tamafio At, el promedio de los valores exactos de la velocidad
instantanea al inicio y al final de dicho intervalo se toma como el valor constante de la
velocidad para todo ese intervalo:
V(Lini) + v(¢hn)
2
t—a t—a
_v(e+[Tg]-ae) +v(at[FF]| ac+ar)
2

vconst(t) =
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1 t—a t—a
=§{v(a+[T]-At>+v<a+[A—t]-At+At>}. (6)
En el caso del ejemplo que nos servira de ilustracion tenemos
1 t t
Vprom () = 3 <5c0s ([E] At) + Scos ([E] At + At)) : (6.1

Para el subintervalo “incompleto” de tamafio 8t tenemos:

t
v(t;,;) = 5cos ([E] At) ,
v(tg,) = Scost ,

[é] At +t
V(tmeq) = Scos — 5 | )

Vprom(t) = ;(cos ([Ait] At) + cos t) .

Ahora que tenemos estas expresiones algebraicas (3.1)—(6.1) y (7) para las funciones de razon
de cambio constante por intervalos, nos resta en este segundo paso ejecutar la siguiente
accion:
Al1l. Graficar cada una de las cuatro funciones aproximadas de razén de cambio constante
por intervalos, obtenidas en las acciones A7-A10.

Las graficas respectivas de velocidad constante por intervalos del movimiento de la masa en
el resorte, para a = 0y At = 0.45, se muestran enseguida en las Figs. Sa—5d. Como se puede
apreciar y es congruente con lo que se esperaba, se trata de funciones escalonadas.

6 6
AK ﬂ
2

2 4 6 10

% 8

~

=}

"
[

S
=

a) En cada intervalo de tamafio At, el valor b) En cada intervalo de tamafio At, el valor
exacto de la velocidad instantanea al inicio exacto de la velocidad instantanea al final de
de dicho intervalo se toma como el valor dicho intervalo se toma como el valor
constante de la velocidad para todo ese constante de la velocidad para todo ese
intervalo. intervalo.
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¢) En cada intervalo de tamafio At, el valor d) En cada intervalo de tamafio At, el

exacto de la velocidad instantanea en el promedio de los valores exactos de la

punto medio de dicho intervalo se toma velocidad instantanea al inicio y al final de

como el valor constante de la velocidad para dicho intervalo se toma como el valor

todo ese intervalo. constante de la velocidad para todo ese
intervalo.

Figura 5 Gréficas de las funciones aproximadas de velocidad constante
por intervalos, para el caso v(t) = 5cost,donde 0 <t < 10.

Obteniendo funciones aproximadas de acumulacién, a partir de funciones de razon de
cambio constantes por intervalos.

Tercer paso. Usamos estos valores constantes de la velocidad en cada subintervalo, para
aproximar el valor acumulativo de la magnitud de interés en dicho subintervalo (la
contribucion de dicho subintervalo a la acumulacion total de la magnitud de interés). En el
caso del problema que nos ocupa, dicha magnitud es la posicion de la pesa en cada momento,
medida con respecto al punto de equilibrio, a la que representamos mediante y(t). Para
calcular la aportacion de cada subintervalo a la acumulacion total, es importante tener
presente el hecho de que en cada subintervalo la razon de cambio es constante, por lo que
basta con multiplicar dicho valor constante de la razon de cambio por la duracion del
subintervalo, para obtener la acumulacion “parcial”. Posteriormente habra que sumar las
aportaciones parciales de todos los subintervalos. Veamos esto con mas detalle, para la
primera de las funciones aproximadas de razon de cambio.

Velocidad constante por intervalos, igual a la velocidad exacta al inicio de cada
intervalo.

a) El valor actual de t cae dentro del primer intervalo, es decir, 0 < t < At o, lo que es lo
mismo, 0- At <t < [-At, y el namero de intervalos completos es n = (. De acuerdo con
(3.1), la velocidad constante en este intervalo es v(0) = 5 cos 0 = 5, mientras que el tiempo
transcurrido es igual al valor de t, por lo que la posicion de la pesa esta dada por

y(t) = 5t .
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b) Pasemos ahora a considerar el caso en que el valor actual de t cae dentro del segundo
intervalo, lo que quiere decir que / - At < t < 2At. En estas condiciones se tiene que 1 <

é < 2,y en consecuencia n = [i] = /. De acuerdo con (3.1), la velocidad constante de la
pesa en todo este intervalo es igual a v(At) = 5 cos At.

Ahora esté claro que, para encontrar la posicion y(t) de la pesa, para cualquier valor de t
comprendido entre At y 2At, deberemos calcular la posicion a la que llegé durante el primer
intervalo, que ya quedd atrés, y a ésta agregarle la distancia adicional recorrida durante el
segundo intervalo. La posicion de la pesa al finalizar el primer intervalo es y; = 5At.

La distancia adicional recorrida por la pesa en el segundo intervalo se calcula multiplicando
la velocidad constante en este intervalo, que segun la expresion (3.1) es igual a 5 cos At, por
el tiempo durante el cual la pesa se desplaza con esta velocidad constante, que es igual a t —
At. Entonces y,qi. = (5 cos At)(t — At), y la posicion de la pesa en cualquier instante en este
segundo intervalo est4 dada por

y(t) = 5At + (5cos At)(t — At) .

c¢) Continuemos ahora con el caso en que el valor actual de t cae dentro del tercer intervalo;
lo que quiere decir que 2At < t < 3Aty n = 3. De acuerdo con (3.1), la velocidad constante
de la pesa en todo este intervalo es igual a v(2At) = 5cos 2At. La posicion que alcanza la
pesa al finalizar el segundo intervalo es y, = 5At + (5 cos At) - At. La distancia adicional
recorrida por la pesa en este tercer intervalo se calcula multiplicando la velocidad constante
en este intervalo, por el tiempo durante el cual la pesa se desplaza con esta velocidad
constante, que es igual a t — 2At. Entonces y,4i. = (5 cos 2At)(t — 2At), y la posicién de la
pesa en cualquier instante en este tercer intervalo esta dada por

y(t) = 5At + (5cos At) - At + (5 cos 2At)(t — 2At) .

d) Veamos ahora el caso en que el valor actual de t cae dentro del cuarto intervalo; lo que
quiere decir que 3At < t < 4At y n = 4. En este caso, la velocidad constante de la pesa es
igual a v(3At) = 5cos 3At. La distancia adicional recorrida por la pesa en este cuarto
intervalo se calcula multiplicando la velocidad constante en este intervalo, por el tiempo
durante el cual la pesa se desplaza con esta velocidad constante, que es igual a t — 3At.
Entonces y,qic = (5cos 3At)(t — 3At), y la distancia acumulada en los tres intervalos
completos anteriores es igual a y; = 5At + (5 cos At) - At + (5 cos 2At) - At. La posicion de
la pesa en cualquier instante en este cuarto intervalo esta dada por

y(t) = 5At + (5cos At) - At + (5 cos 2At) - At + (5 cos 3At)(t — 3At) .

d) Por altimo, veamos el caso en que el valor actual de t cae dentro del quinto intervalo; lo
que quiere decir que 4At < t < 5At yn = 5. En este caso, la velocidad constante de la pesa
es igual a v(4At) = 5cos 4At. La distancia acumulada en los cuatro intervalos completos
anteriores es igual a y, = 5At + (5cosAt) - At + (5cos 2At) - At + (5 cos 3At) - At. La
distancia adicional recorrida por la pesa en este cuarto intervalo es y,4. = (5 cos 4At)(t —
4At), y La posicion de la pesa en cualquier instante en este quinto intervalo est4 dada por

y(t) = 5At + (5 cos At)At + (5 cos 2At)At + (5 cos 3AL)At + (5 cos 4At)(t — 4At) .
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Podriamos continuar esta linea de razonamiento hasta concluir con todos los intervalos, pero
no es ese nuestro propadsito. Nuestro objetivo consiste en encontrar una férmula general para
obtener los cinco resultados que ya tenemos, y todos los resultados posibles. Por ello,
detengdmonos por un momento a escudrifiar estos resultados particulares en busca de una
regularidad, lo que nos ayudara sobremanera para establecer la expresion algebraica general
de nuestra funcion de acumulacion.

La primera caracteristica importante que tienen en comun todos estos resultados, y que no es
dificil percibir, es que dependen del nimero n de intervalos completos de tamafio At
comprendidos entre 0y el valor actual de t. Analicemos mas a fondo esta dependencia.

n=20

y() =5t ,
n=1
y(t) = 5At + (5cos At)(t — At)
n=2
y(t) = 5At + (5cosAt) - At + (5cos 2At)(t — 2At)
n=3
y(t) = 5At + (5cos At) - At + (5 cos 2At) - At + (5cos 3At)(t — 3At),
n=4

y(t) = 5At + (5cos At)At + (5cos 2At)At + (5 cos 3At)At
+(5cos 4At)(t — 4At) .

La segunda caracteristica en comun que podemos advertir en estos resultados es que todos
ellos contienen n 4+ 7 sumandos.

La tercera caracteristica en comun consiste en que, de éstos, los primeros n sumandos no
dependen de t; solamente dependen de At. El Gltimo de esos sumandos depende tanto del
valor actual de t como del valor de At.

La cuarta caracteristica que podemos advertir en comun en estos resultados es que el ultimo
de los sumandos que en ellos figura tiene una misma estructura que también depende del
valor de n: es siempre igual a

(5cos(nAt))(t —nAt) .

Para convencernos de que esto Ultimo es valido para todos los casos, solo basta reescribir los
primeros dos resultados de manera equivalente como sigue:

n=0
y(t) = 5cos(0AL)(t — 0AL) ,
n=1
y(t) = 5At + (5cos 1AL)(t — 1At) .
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Con esto, hemos encontrado la formula general para el dltimo de los sumandos. Resta por
encontrar una formula general para los primeros n sumandos. Analicéemoslos entonces con
mas detenimiento.

La quinta caracteristica que podemos encontrar en comun en todos los resultados anteriores,
en concreto para los n primeros sumandos, es que en cada uno de ellos aparecen de manera
consecutiva los numeros 0,1,2,---,n. Esto lo podemos apreciar con mas claridad si
reescribimos el segundo de estos resultados de manera equivalente como sigue:

n=1
y(t) = 5cos(0At) At + (5cos 1AL)(t — 1At) .

La sexta caracteristica en comun que comparten los primeros n sumandos consiste en que
todos ellos tienen una misma estructura, a saber, el producto de dos factores, el primero de
los cuales siempre es 5At, mientras que en el segundo figuran de manera consecutiva los
cosenos de los nameros 0, 1,2,---,n — I multiplicando a At, y que se puede expresar de
manera general como sigue:

5cos(0At) At + (5 cos 1At)At + (5 cos 2At)At + (5 cos 3AL)At
+ -+ (Scos(n — 1)At)At

Hasta aqui hemos hecho un gran avance, ya que hemos podido formular en términos
generales la expresion algebraica para la posicion y(t) en la que se encuentra la pesa, y esto
para cualquier valor permisible de t. Si ahora recordamos que, para cualquier valor actual de
t, el nimero n de intervalos completos de tamafio At que quedan comprendidos entre 0 y

. , t , yegr =
dicho valor actual esta dado por n = [E]’ no sera dificil reexpresar nuestros dos resultados

generales en términos Unicamente de t y At. El primero de estos resultados, a saber, la suma
de los n primeros términos, se puede reescribir como

5cos(0At) At + (5cos 1At)At + (5 cos 2At)At + (5 cos 3AL)At

rors o] 1))

El (n + 7)-ésimo termino también se puede rescribir como

(5cos ([l ) (e [zl ).

Resumiendo, nuestro analisis detallado de algunos casos particulares (los suficientes) nos ha
permitido establecer la férmula general para nuestra funcion aproximada de acumulacion,
en este caso, la distancia y(t) a la que se encuentra la pesa con respecto a la posicion de
equilibrio, en cualquier instante t entre los 0y los /0 segundos:

y(t) = 5cos(0At) At + (5 cos 1At)At + (5 cos 2At)At + (5 cos 3At)At

o ()« o (s )

Velocidad constante por intervalos, igual a la velocidad exacta al fin de cada intervalo.
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Un analisis detallado de suficientes casos particulares, similar al que ya hemos realizado en
el apartado anterior y que por razones de espacio no consignaremos aqui, nos permite
establecer la férmula general correspondiente a este caso para nuestra funcion aproximada
de acumulacion, es decir, la distancia y(t) a la que se encuentra la masa atada al resorte con
respecto a la posicion de equilibrio, en cualquier instante t comprendido entre los 0y los 10
segundos:

y(t) = (5cos 1At)At + (5 cos 2At)At + (5 cos 3AL)At

+ -+ + 5cos ([Ait] At) At + (5cos(t)) (t — [é] At) . )

Velocidad constante por intervalos, igual a la velocidad exacta a la mitad de cada
intervalo.

En este caso, la distancia y(t) a la que se encuentra la pesa con respecto al origen, en
cualquier instante t comprendido entre los 0y los 10 segundos, esta dada por
At At At

y(t) =5cos(0-At+7)At+5cos(1-At+7)At+5cos<2-At+7>At+

At t At
5cos(3-At+—)At+---+5cos ([—]—1>-At+— At +
2 At 2

Scos w (t - [ﬁ] -At) . (10)

Velocidad constante por intervalos, igual al promedio de las velocidades exactas al
inicio y al final de cada intervalo.

5cos(0At) + Scos(1At 5cos(1At) + Scos(2At
_ (0AL) (1At) At 4 (1A¢) (2A¢) At +

y(t) > >
5cos(2At) + 5cos(3At) Scos <([Ait] B 1) At) + 5cos ([Ait] At)
5 At + -+ 5 At +
5 ®
5cos ([At] A2t) + Scos(t (t B [Ait] -At) | an

Es sabido que las expresiones algebraicas (8)—(11) se pueden escribir de manera compacta
utilizando la notacion sigma. Las correspondientes expresiones compactas son:

[z

y(t,At) = ] 5cos((i - ])At) - At + 5cos ([é] At)

i=

([,
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y(t,At) = Z Scos(iAt) - At + 5cos(t)

i=1

(o= []er)

57

(9a)

[&] At +t

At
y(t,At) = Z 5cos <(2i -1 7) - At + 5cos 5
i=1

([

57

(10a)

Yt AL = 2 Scos ((i — ])At) + Scos(iAt) At

2

i=1
+

5cos ([ALt] At) + 5cos(t)

_.|_

([

2
(I1a)

Representacion grafica de las funciones aproximadas de acumulacién

A partir de las expresiones algebraicas (8a)—(11a) es posible obtener la representacion grafica
de nuestras funciones aproximadas de acumulacion, como se muestra en la Figura 6, para el
caso en que a = 0y At = (.65. Se trata de funciones lineales por pedazos (poligonales).

6

4

L]

6

a) En cada intervalo de tamafio At, el valor
exacto de la velocidad instantanea al inicio
de dicho intervalo se toma como el valor
constante de la velocidad para todo ese
intervalo.

L]

b) En cada intervalo de tamafio At, el valor
exacto de la velocidad instantanea al final de
dicho intervalo se toma como el valor
constante de la velocidad para todo ese
intervalo.
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6

c) En cada intervalo de tamafio At, el valor
exacto de la velocidad instantanea en el
punto medio de dicho intervalo se toma
como el valor constante de la velocidad para
todo ese intervalo.

6

d) En cada intervalo de tamafio At, el
promedio de los valores exactos de la
velocidad instantanea al inicio y al final de
dicho intervalo se toma como el valor
constante de la velocidad para todo ese

intervalo.

Figura 6. Graficas de las funciones aproximadas de acumulacion y(t),
dadas por las expresiones algebraicas (8a)—(11a), para el caso v(t) =
Scost,donde 0 <t <10.

Conclusion. Algunas dificultades del enfoque dinamico

Con todo y el atractivo didactico y cognitivo que posee este enfoque para el concepto de
integral, su ensefianza y aprendizaje no estan exentos de dificultades. Como los mismos
Thompson y Silverman (2007) han sefialado, una de las mayores dificultades que muestran
los estudiantes para comprender la idea de acumulacién consiste en entender cuéles son los
“pedacitos” que se estan acumulando. La segunda dificultad importante consiste en
trascender una comprensién coloquial de la acumulacion para pasar a su comprension
matematica (variacional). La tercera dificultad importante, documentada por los mismos
autores Thompson y Silverman (2007), consiste en la falta de familiaridad del estudiante con
la forma algebraica abierta de representacion de las funciones de acumulacion.

La puesta en escena del enfoque dinamico requiere de la maxima atencion y concentracion
del profesor, quien debe sistematicamente dirigir la atencion de los estudiantes hacia ciertos
detalles fundamentales. En primer lugar, es mas importante hacer que x cambie, en vez de
concentrar la atencion en Ax, que tambiéen debe cambiar haciéndose cada vez méas pequefio,
pero “en segunda instancia”; la vision privilegiada debe centrarse en x. En otras palabras, a
diferencia del enfoque tradicional, se debera hacer que x cambie en el primer plano, dejando
“constante” el valor de Ax, en lugar de “dejar fijo” el valor de x y permitir que Ax cambie
haciéndose cada vez mas pequefio.

En segundo lugar, se debera enfatizar el hecho de que f(x) es una razon instantanea de
cambio de cierta magnitud variable F(x), y que esta razon instantanea siempre cambia.
Entonces, para obtener un valor aproximado de la acumulacion que esta razon de cambio
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produce, deberemos tomarla como si fuera constante en “pequefos intervalos” de tamafo
Ax. La cuestion de como determinar ese valor “constante” en cada “pequefio intervalo”, como
hemos visto, puede ser resuelta recurriendo a las ricas intuiciones de los estudiantes, quienes
habitualmente proponen tomar el valor al inicio de cada intervalo, al final del mismo, a la
mitad de cada intervalo, promediar los valores inicial y final, o alguna otra variante.
Posteriormente estas intuiciones pueden servir de base para la formalizacion del concepto.

En tercer lugar, es importante enfatizar el hecho de que las funciones de acumulacion, como
tales, se pueden graficar, y que en la version “en grueso” (con Ax relativamente “grande”)
sus graficas son lineas poligonales (quebradas), mientras que en la version “en fino” (con Ax
suficientemente “pequefio””) son mas parecidas a curvas. Esto contribuye a la formacion de
una imagen geométrica dindmica de las funciones de acumulacién (integrales), como
poligonales que gradualmente se van aproximando o tienen como limite a cierta curva suave.

Y por ultimo, también es importante enfatizar que las funciones de acumulacion tienen una
razén de cambio: cuando algo se acumula, lo hace con cierta intensidad. Este ultimo punto
nos remite al significado variacional del Teorema Fundamental del Célculo, que tiene que
ver con las funciones de acumulacion y su razén de cambio, y no tanto con los valores de la
integral y los valores de la antiderivada de la funcién integrando, como habitualmente se
resalta en el enfoque tradicional, predominantemente calculistico.
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