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PROCESOS DE OBJETIVACION DEL CONCEPTO DE VARIACJON
MEDIANTE EL USO DEL LENGUAJE Y DE LA TECNOLOGIA

José Luis Lopez Hernandez
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados-IPN, México
jllopez@cinvestav.mx
Resumen

En este articulo se reportan los resultados obtenidos del trabajo en equipo de estudiantes de
nivel medio superior de una escuela publica de la Ciudad de México, al resolver Actividades
relacionadas con el concepto de variacion en torno a problemas geométricos en ambientes de
lapiz-y-papel y tecnologico (GeoGebra). Esta investigacion es de tipo cualitativo y esta
apoyada en la Teoria de la Objetivacion (Radford, 2008, 2014, 2015), cuyo fundamento
principal es el concepto de actividad. El acopio de datos se efectu6 por medio de
videograbaciones, hojas de trabajo y archivos generados con el software GeoGebra acerca
del trabajo de los estudiantes mientras resolvian las Actividades. Los resultados sugieren que
el uso del lenguaje y de la tecnologia, como mediadores semioticos, promueve en los
estudiantes procesos de objetivacion del concepto de variacion a través del estudio de figuras
geomeétricas, tanto en el ambiente de lapiz-y-papel como en el tecnoldgico (GeoGebra).

Palabras clave: Objetivacion, variacion, geometria, GeoGebra.
Abstract

In this article are report the results obtained of teamwork carried out by high-school students
(grade 11) in Mexico City while they solving the Activities related with the concept of
variation regarding the geometric problems using paper-and-pencil and technological
(GeoGebra) environments. This is a qualitative research and is supported by the Theory of
Obijectification (Radford, 2008, 2014, 2015), whose main fundament is the activity concept.
The data collection was done by video- recording, worksheets and software generated files
with GeoGebra of the students” work while solving the Activities. The results suggest that
the use of language and technology, as semiotic mediators, promote in the students the
objectification processes of the concept of variation in the students, through the study of
geometric figures, both in paper-and-pencil and technological (GeoGebra) environments.

Key words: Objectification, variation, geometry, GeoGebra.
Introduccion

En el ambiente de lapiz-y-papel, con frecuencia los estudiantes hacen referencia de algo que
ya conocen y lo plasman mediante definiciones o teoremas; mientras que en el ambiente
tecnoldgico se aprende por medio de la exploracion a través del artefacto, no se memoriza;
surgen nuevos conocimientos incluso de algo que ya tenia instalado el estudiante, pero ahora
le da otro sentido a los conceptos. Debido a las acciones epistémicas del artefacto para
resolver problemas es posible que el estudiante modifique conceptos que utilizé de inicio.
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En Geometria euclidiana, los Software de Geometria Dinamica (SGD) brindan al usuario la
oportunidad de interaccionar con las construcciones geométricas, modificarlas y desplazarlas
en el &rea de trabajo, descubrir propiedades y formular conjeturas (Gonzélez & Herbst, 2009).

En este documento es de interés dar cuenta de como influye el uso del lenguaje y de
herramientas tecnoldgicas como mediadores del conocimiento en los procesos de
argumentacion y validacion, relacionados con el aprendizaje del concepto de variacion, que
Ilevaron a cabo los estudiantes al resolver las Actividades implementadas en un ambiente de
resolucion de problemas, tanto con el uso de lapiz-y-papel como con el uso de la herramienta
tecnoldgica GeoGebra.

La siguiente pregunta sirve de guia en el desarrollo de este trabajo: ¢de qué manera el uso
del lenguaje y de la tecnologia, como mediadores, promueve en los estudiantes procesos de
objetivacion del concepto de variacion al resolver problemas geométricos, tanto en ambiente
de lapiz-y-papel como en el tecnoldgico GeoGebra, que involucran dicho concepto?

Referente tedrico

Este estudio se apoya en la Teoria de la Objetivacion (Radford, 2008, 2014, 2015), cuyo
principio fundamental es el concepto de actividad. En esta teoria es primordial evidenciar
como el sujeto aprende el saber cultural mediante la interaccion social y los medios
semioticos de objetivacion (Radford, 2006), tales como artefactos y signos (escritos, verbales
0 gestuales), fuentes basicas de produccion de significados (Radford, 2008); los cuales son
utilizados por el sujeto para acceder a los objetos matematicos. Entre los gestos destacan los
que se llevan a cabo con las manos con la intencion de aclarar o enfatizar lo expresado por
medio del lenguaje escrito o hablado.

Para la Teoria de la Objetivacién, el concepto de actividad es la fuente de realizacion personal
y social que transforma la conciencia. Radford (2015, pp.133, 134 y 137), concibe el
conocimiento a partir de la potencialidad (capacidad para ser o hacer) y de la actualidad o lo
concreto. Afirma que el conocimiento no es estatico sino dinamico, esta en constante
evolucion; transita de lo potencial a lo actual mediante la actividad al usar los medios
semioticos de objetivacion.

Los objetos de estudio se transforman en algo concreto, en objetos de pensamiento y de
conciencia; entonces surge el aprendizaje. La actividad mediadora del conocimiento
potencial al conocimiento actual se lleva a cabo por medio de procesos sociales a través de
los cuales los estudiantes se convierten gradualmente al conocimiento critico constituido
historicamente tanto de significados culturales como de formas de pensamiento y accion. De
acuerdo con Radford (2015, p.139), estos son llamados procesos de objetivacion. De esta
manera, el conocimiento en el saldn de clases es el resultado de actividades que propician la
interaccidn de estudiantes con sus pares y de estudiantes con el profesor, que promueven la
reflexion, la postura critica, la solidaridad y la responsabilidad de unos y otros.

Metodologia

Esta investigacion es de tipo cualitativo. Participaron 12 estudiantes de nivel medio superior
de distintos grupos de una escuela publica en la ciudad de México —que cursaban en ese
momento la asignatura de geometria analitica—. Como parte de la metodologia se disefiaron
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Actividades para ser resueltas en ambientes de lapiz-y-papel y tecnoldgico (GeoGebra). Los
estudiantes en equipos de dos integrantes fueron video-grabados al resolver las Actividades
en ambos ambientes de trabajo con el proposito de analizar como el concepto de variacion
emerge y evoluciona (como proceso de objetivacion) mediante el uso del lenguaje y de la
tecnologia.

El disefio de las Actividades propicié el trabajo en equipo y se solicitd a los participantes dar
argumentaciones y respuestas especificas en la resoluciéon de cada una de las Actividades;
éstas contienen figuras geométricas que facilitaron la comprension de cada pregunta.

El acopio de datos se llevd a cabo por medio de videograbaciones, hojas de trabajo y archivos
generados con el software. Debido a limitaciones de espacio, en este articulo solo reportamos
el trabajo de un equipo resolviendo una Actividad en ambos ambientes de trabajo.

Analisis de datos y discusion de resultados

El discurso llevado a cabo por los estudiantes durante el desarrollo de las Actividades
implementadas es un modo de interaccion social, una préctica social, una reflexion
mediatizada por los artefactos, materiales o cognitivos, como signos, lenguaje y objetos, entre
otros (Radford, 2006). En este articulo, para llevar a cabo el andlisis de datos se toma en
cuenta como se relacionan los diferentes modos de aclarar y comunicar conocimientos por
parte de los estudiantes mediante el uso del lenguaje y de artefactos durante la resolucion
conjunta de las Actividades (Radford, 2014), ya que lo hablado, lo gestual y lo escrito estan
inmersos en un contexto social como procesos de interpretacion y produccion de significados
(Radford, 2006).

En seguida se describe la Actividad reportada en este documento, se muestran los extractos
de la discusion y reflexion que llevaron a cabo los estudiantes Tofio y Pedro (pseudonimos)
del Equipo 1 al resolverla, tanto en el ambiente de lapiz-y-papel como en el tecnoldgico
(GeoGebra) y se analizan los datos obtenidos de su trabajo.

Descripcion de la Actividad
Considera un conjunto de rectangulos de area constante A, = ab, con base a y altura b
variables, cuyo perimetro es P = 2a + 2b. Entonces, b = % yP =2a+ 2%, es decir, P =

2 (a + %); con a # 0. En la Figura 1 se muestra como varian el lado b y el perimetro P (al

variar el lado a) de todos aquellos rectangulos cuya area es A, = ab = 20 unidades
cuadradas.

Actividad para resolver en ambiente de lapiz-y-papel (A_LyP)

De acuerdo con la Figura 1, se les pide a los participantes explicar como varia el valor de b
respecto del valor de a y cual significado tienen estas variaciones.

Actividad para resolver en ambiente tecnoldgico GeoGebra (A_TG)

Los estudiantes abrieron un archivo en GeoGebra que muestra la construccion referente a la
Figura 1. Ellos arrastraron el deslizador a y observaron qué ocurri6 con los puntos R y P.
Entonces se les pidio explicar la variacion del valor de b respecto del valor de a, lo que ocurre
con el area y el perimetro de estos rectangulos para a =0 y para b = 0 y cudl es el
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significado geométrico que tiene la variacion del perimetro de los rectangulos cuando varian
sus lados pero el rea se mantiene constante.
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Figura 1. Rectangulos de area constante.
Resolucidn de la Actividad en ambiente de lapiz-y-papel (A_LyP)

Uso de lenguaje: ordinario, gestual y simbolico
Episodio 1: Comprension de la Actividad. Identificacion de lugares geométricos. [A_LyP]

Los estudiantes se enfocaron en comprender primero el enunciado de la Actividad, en
identificar, utilizar e interpretar los datos, tales como las expresiones algebraicas y cada una
de las curvas presentes en la grafica.

L1. Pedro: Como ésta es constante [sefiala y recorre con el dedo la recta y = x] debe ser el
area. Si mira. [Sefiala con su dedo el deslizador a dibujado en la Figura 1]

L2. Tofio: [...] Pero esta no es constante. La constante es 20. Si estuviera representada el area
seria una linea aqui [con su dedo describe una recta horizontal que pasa por y = 20].

[Véanse las Figuras 2a, 2b y 2c] ¢Si? [Y aprueba con su dedo pulgar hacia arriba;
Figura 2d]

En L2 de este Episodio 1, Tofio utilizé una secuencia de gestos referentes a una idea o accion
abstracta para explicar a Pedro cémo es la grafica que corresponde al area constante de los
rectangulos. Aquél imagino trazar con su dedo, de izquierda a derecha, la recta y = 20, la
cual no se representa en el papel. Con ese movimiento de su dedo sobre la hoja (figuras, 2a,
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2b, 2c¢), Toro dio significado al hecho de que la altura b es la misma para cualquier valor de
a. Pedro comprendio como es la representacion geométrica de una funcion constante en el
plano, en particular de y = 20.

(2a) (2b) (2¢) (2d)
Figura 2. Tofio explica a Pedro como seria la grafica que corresponde al area de los
rectangulos. El imagina que traza con su dedo (de izquierda a derecha) la recta y = 20.

. .. . 20 .
Los estudiantes centraron su atencion en la curva relacionada con b = —yen la relacionada

conP =2a+ 2? =2 (a + %) (véase de la linea L3 a la linea L6 de este Episodio 1).

L3. Tofio: La otra curva probablemente es b, es el valor de b. Porque tendria sentido que
entre a se volviera mayor [sefiala y recorre con la pluma la curva asintética a los
ejes coordenados; Figuras 3ay 3b], el valor de b se volviera menor...

L4. Pedro: Y si a se vuelve menor, el valor de b se vuelve mayor. Incluso se aproximan...

L5. Tofo: Si, al punto [sefiala D], si. Entonces si, supongo que ésta [de nuevo sefiala y
recorre con la pluma la curva asintética a los ejes coordenados; figuras 3a 'y 3b] es
el valor de b en funcion de a.

(32) (3b)
Figura 3. Tofio explica como varia b respecto de a, conforme el valor de a va de menos
(3a) a més (3b).
En L3 de este Episodio 1, Tofio utilizé una secuencia de gestos para explicar como es la
gréfica que corresponde a la variacion del lado b respecto del lado a de los rectangulos. El
imaginé trazar con su pluma, de izquierda a derecha, la curva asintética a los ejes
coordenados. Con ese movimiento sobre la hoja (figuras, 3a y 3b), Tofio se aproximo cada
vez mas al eje de las abscisas (X) y dio significado a la manera en que varian los valores de
b conforme varian los de a; mientras el valor de a crece el de b decrece y viceversa.

A continuacion, los estudiantes estudiaron el momento en que el valor del perimetro es
minimo (véanse de la linea L6 a L8 de este Episodio 1).
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L6. Tofo: Ok, entonces...Si, tiene sentido que el valor sea minimo [se refiere al perimetro
P] cuando ambos son iguales [se refiere a que a = b].

(42) (4b)
Figura 4. Pedro utiliza gestos para explicar qué sucede con el perimetro P de los
rectdngulos cuando sus lados crecen o decrecen. Si disminuye el valor de a crece el
de b (4a) y si crece el valor de a disminuye el de b (4b).

L7. Pedro: Si porgue, piénsalo asi, si tu tuvieras que tus lados miden uno, [el area valdria
una unidad cuadrada y] seria el perimetro de cuatro, y si tu esa razén la aumentas al
doble seria dos [de la base] por un medio [de la altura] [es el valor del area], tu
rectangulo. Entonces el perimetro seria cinco. [...]. Y si lo haces al revés [dos de la
altura por un medio de la base] también seria cinco [el valor del perimetro]. [Véase
Figura 4]

L8. Tofio: Si claro, si comprendo.

En lalinea L7 de este Episodio 1, Pedro da a entender, con ayuda de una secuencia de gestos,
como varia el perimetro P de los rectangulos cuando sus lados crecen o decrecen
respectivamente. Si disminuye el valor de a entonces crece el de b (Figura 4a), si crece el
valor de a disminuye el de b (Figura 4b) conservandose el valor del area; lo cual explica con
movimientos sincronizados de sus dedos de una y otra mano; mientras los dedos de la mano
izquierda se juntan (la longitud de la base disminuye) los de la derecha se alejan (la longitud
de altura crece), y viceversa.

En la medida en que las manos de los estudiantes se movieron se convirtieron en signos en
sincronia con lo hablado. Palabras y gestos se coordinaron y reflejaron la evolucion del
proceso de objetivacion del conocimiento de los participantes en relacion con la variacion de
los lados de los rectangulos y del perimetro.

La Figura 5 muestra los conjuntos de numeros reales para posibles valores de a y de b.

Conf,.énﬂoh(\_o T.e. [ éa\:c Set tm\ 7 gosrlive (O,W) aﬂ‘-emt)
e\ gdm\«a seid mency mn.ﬂéo Q_QL (?; 6\1';) y a,‘ Vodin€
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\J'Ac tgual Coume he. le s “'c\\ cs'-)'wo v
.»“’;51-04-;. com cht\!-lo e.n.‘-‘c (o' o-a) T ‘, 7

Figura 5. Uso del lenguaje ordinario y simbolico para explicar parte de lo solicitado
en A_LyP.
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Los participantes usaron el lenguaje simbdlico en gran parte de la Actividad para refiere a
algoritmos especificos acerca de objetos concretos, como se muestra en la Figura 6, en la
que explicaron y justificaron que el cuadrado es el rectangulo de perimetro minimo.
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Figura 6. Uso del lenguaje simbdlico por parte de Tofio y Pedro para explicar como
varia el perimetro de los rectangulos y cuando este es minimo.

Los participantes usaron el concepto de limite de una funcién (que se estudia en tercer afio
de bachillerato) para explicar como varia la variable b respecto de la variable a (véase Figura
7). Ellos no lograron explicar dicho concepto con sus propias palabras, lo cual hace pensar
que ellos no habian reflexionado acerca de dicho concepto y que por tanto aun no lo

comprendian. No obstante, identificaron las variables involucradas, como varian unas
respecto de otras y entendieron el significado de dichas variaciones.

A pesar de que los estudiantes cometieron algunos errores en su afan por expresar sus ideas
por medio del lenguaje simbdlico y que por momentos no fueron muy claros en sus
explicaciones, ellos han comprendido como varian los lados de los rectangulos, y en
consecuencia, como varia el perimetro de todos aquellos rectangulos cuya area es constante.

d:M\ -’[(ﬁ-’l.-.zc'
1‘\& ‘E

¥ h"""ﬁ"z oo lnm’ﬁ, o %
o.—=o o

FPU:‘:L c‘\..c ol,;zo en l-.cleﬁ E Ybnl-'s c]t o , 1:!

}’& Je Vodie g Mﬁ;sl!ﬂlqmgﬂ\.! ‘3&\0— an ()Cwqf

etla. a»"'lc\ql ;

Figura 7. Uso del lenguaje ordinario y simbdlico por parte de los estudiantes para dar
respuesta a la seccion (b) de A_LyP. Expresion de b como funcién de a.
Las respuestas por escrito de los participantes sintetizan su discurso y dan evidencia de sus
constantes reflexiones y evolucion de su conocimiento como parte del proceso de
objetivacion acerca del concepto de variacion conforme resolvieron la Actividad.

Resolucién de la Actividad en ambiente tecnolégico GeoGebra (A_TG)
Trabajo con el artefacto (lenguaje y signos)
Episodio 2: Pensar y actuar con el artefacto. Aproximaciones. [A_TG]
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Toflo y Pedro hablaron en diferentes momentos del comportamiento de las funciones
presentes en términos de aproximaciones, de lo que sucede en las cercanias de cierto valor y
no de lo que ocurre en ese valor especifico (véase de la linea L1 a la linea L5 de este Episodio
2). Aqui, la dindmica de la construccion estuvo a cargo del deslizador a.

L1. Tofio: Aqui vemos que si a crece [mueve el deslizador a], el valor de b nunca toca cero,
y pues es muy logico porque a y b deben tener como producto 20, entonces cero por
cualquier cosa...

L2. Pedro: No daria 20.

L3. Tofio: Pues es cero, no es 20. Entonces si, cuando a crece... b decrece.

L4. Pedro: Aproximandose, mas no tocando...

L5. Tofio: Hacia cero, pero en ningun punto es realmente cero. [Véase Figura 8]

Con el uso del deslizador y del zoom de la herramienta tecnoldgica GeoGebra, fue posible
para los estudiantes llevar a cabo una reflexion mas profunda y comprender mejor, que con
solo lapiz y papel, por un lado, como varia b respecto de a, y por otro lado, porqué los valores
de a o de b no pueden ser cero, debido a que la curva es asintotica a los ejes coordenados.
Su discurso se desarrollé en términos de aproximaciones aprovechando el caracter dinamico
de la construccion.

4

(8a) (8b)
Figura 8. Variacién del lado b conforme varia el lado a. Si a crece entonces b decrece
(8a). Si a decrece entonces b crece (8b)
Veamos lo que ocurrié en el momento de referirse a las longitudes de los lados de todos
aquellos rectangulos de area constante A, cuyo perimetro es minimo.

L6. Pedro. Los lados son iguales.

L7. Tofo: Si. Esta un poco dificil de controlar aqui [el deslizador a] porque no le puedo dar
a laraiz de... porque sélo esta moviéndose en enteros [el deslizador a]. Pero cuando
R corte aqui [sefiala con el cursor el punto D] a la funcién identidad, vamos a tener
un minimo, porque vamos a tener un cuadrado y sus lados van a ser raiz del nimero.
[...] Y todos los rectangulos [de igual area] que tienden a que sus lados son iguales
tienen su minimo perimetro [Véase Figura 9]

L8. Pedro: Cuando son cuadrados.
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L9. Investigador: ;Y si les dan otro ejemplo donde el area sea mas grande o mas pequefia
que 20 [unidades cuadradas]?

L10. Pedro: Va a ser lo mismo.

L11. Tofo: Pues si, se mantienen las propiedades.

L12. Investigador: ¢ Las gréficas para el &rea y perimetro seran similares a estas?
L13. Tofio: Si.

L14. Pedro: Si porque... s6lo que este punto por ejemplo [sefiala con la pluma el punto D]
en lugar de ser raiz de veinte sera raiz de... lo que sea el area.

L15. Investigador: ;Como interpretan la recta y = x?

L16. Tofo: Esta para indicarnos el punto donde ambos lados [del rectangulo] son iguales, en
este caso seria el punto D; o sea que aqui [en la grafica correspondiente sefiala con
el cursor el valor minimo del perimetro] el valor del perimetro es el minimo en este
punto [sefiala con el cursor el punto D], lo colocaria ahi pero el deslizador s6lo da
enteros [mientras mueve el deslizador a]. [Véase Figura 9]

9a 9b

Figura 9. Los recténgélos? son muy parecidos a un cuadrado (R ge a)proxima a D). En (9a),
a > b; mientras que en (9b), a < b.
Mientras Tofio y Pedro desplazaron el deslizador a observaron el comportamiento de los
puntos P y R. Entonces argumentaron que el punto R debe coincidir con el punto D (sobre la
recta y = x), y por consiguiente que a = b, para que sea minimo el perimetro de todos
aquellos rectangulos de area constante A, (veanse las lineas L7, L15 y L16 de este Episodio
2). Tofo observo que los posibles valores para el deslizador a eran nimeros enteros y que
por tanto no podria hacer coincidir los puntos P y R, tomando en cuenta que el valor del
perimetro de los rectangulos es minimo en el momento en que sus lados a y b son iguales a
la raiz cuadrada de su area (que no siempre arroja un valor entero), es decir, cuando el
rectangulo es un cuadrado.

Al aproximar a un cuadrado varios rectangulos en un mismo escenario (véase Figura 9) los
estudiantes reafirmaron su conocimiento en relacion con la variacion del perimetro y
reflexionaron acerca de las diferencias [llamadas incrementos también por ellos] (véase L7
de este Episodio 2) entre las longitudes de los rectangulos cuya area es constante. Asi, las
propiedades geomeétricas de los objetos se conservaron aun cuando éstos se deformaron con
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el uso del arrastre. Tofio y Pedro pensaron, actuaron y justificaron su respuesta con el uso
de GeoGebra como un medio semidtico de objetivacion.

En seguida, Tofio y Pedro complementaron lo explicado en la linea L7 respecto al significado
geométrico que tiene la variacion del perimetro de los rectangulos cuando varian sus lados,
pero el area se mantiene constante.

L17. Pedro: Cuando varia cualquiera de los lados... a en este caso.

L18. Tofo: Si, mientras se mantengan las proporciones en estos [se refiere a que los lados a
y b de estos rectangulos cumplen con ab = 20]...; 0 sea, mientras se mantiene el area
el perimetro es variable y crece indefinidamente cuando aumenten o disminuyan sus
[lados del rectangulo]... [Véase Figura 8]. Y tendra un minimo [se refiere al
perimetro de estos rectangulos] cuando a sea igual a b. [Véase Figura 9]

Los participantes le dieron sentido a la variacién de b respecto de a y comprendieron cdmo
dicha variacion influye en el perimetro de los rectangulos (cuyo valor es minimo cuando los
valores de a y b coinciden) a pesar de que su area permanece constante (véanse las lineas
L7,L16,L17 y L18de éste Episodio 2). Se observa que Tofio y Pedro pensaron, reflexionaron
y justificaron su respuesta con el uso de GeoGebra como un medio semi6tico de objetivacion.

En la Figura 10 se muestra la respuesta escrita de los estudiantes.

[I tfwﬂ- hf""l“-‘ (L- cbgv.éo a:0 o tb =0, e':
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Figura 10. Respuesta escrita de los estudiantes a la seccion (b) de A _TG.
Conclusiones

Durante la resolucion de la Actividad con lapiz-y-papel [A_LyP], los estudiantes utilizaron
el lenguaje gestual de manera significativa para complementar lo hablado y escrito, asi
entendieron y explicaron mejor sus ideas; el compartir su conocimiento fue mas sencillo. En
tanto, con el uso de GeoGebra, ellos arrastraron el deslizador para estudiar diversas
trayectorias descritas, respectivamente, por diferentes puntos.

Durante la resolucion de la Actividad con la herramienta tecnoldgica [A TG], los
participantes observaron y entendieron, mediante la dindmica de la construccion, lo estudiado
e imaginado en el ambiente estético, tal como la variacion de los lados de los rectangulos, y
por consiguiente, de su perimetro cuando mantienen constante su area; o la presencia de
distintas variables y su relacion entre ellas, entendiendo cémo varia una respecto de otra, de
qué dependen dichas variaciones y cual es su significado geométrico.
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Con el uso del software, el discurso de los estudiantes se desarrollé mas en términos de
aproximaciones, como en los momentos en que incorporaron los conceptos de funcion y
limite de una funcidn (éste Gltimo se comienza a estudiar en célculo diferencial de nivel
medio superior).

El analisis de datos de este estudio sugiere que el uso del lenguaje y de la tecnologia, como
mediadores, promueve en los estudiantes procesos de objetivacion del concepto de variacion,
a través del estudio de figuras geométricas, tanto en un ambiente estatico como dinamico.
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