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Resumen

Se presentan los avances de la investigacion que se realiza con un programa que realimenta al
alumno sobre las posibles causas de los errores algebraicos que comete y le propone estrategias
para evitarlos. Se analizan los efectos del mismo en el porcentaje de errores algebraicos
cometidos por alumnos de Calculo Diferencial.

Palabras clave: Correccion de errores, Algebra, Célculo Diferencial.
Introduccion

En las universidades existe una alta incidencia de reprobacion en las materias de Algebra y de
Célculo Diferencial, lo que lleva a la busqueda de estrategias y metodologias de ensefianza que
ayuden a remediar y corregir aquellos errores que han sido asimilados con un caracter teorico-
practico, es decir, revertir lo que el alumno trae como un conocimiento inmerso, solido y valido,
pero equivocado (Eccius e Ibarra, 2012).

Esta investigacion se centra en errores algebraicos cometidos por alumnos de Calculo
Diferencial. El interés del tema radica en que dichos errores algebraicos afectan de manera
negativa el desempefio de los alumnos en Calculo Diferencial: el alumno aprende y usa
adecuadamente, por ejemplo, las reglas de derivacién, pero sus respuestas finales contienen
errores causados por los conocimientos previos erroneos de Algebra y Aritmética.

Ausubel (1976, citado por Diaz y Hernandez, 2010) menciona que debemos partir de lo que el
estudiante conoce para poder ensefiarle. Si sus conocimientos previos son pobres, su aprendizaje
de conocimientos nuevos también lo sera. El tiempo que le puede dedicar un profesor de Calculo
a revisar temas algebraicos durante la clase es muy poco, por lo que una actividad extra clase
puede resultar dtil.

Aunque existen diversos estudios (Diaz, 2009; Eccius e lIbarra, 2012, entre otros) sobre la
cantidad y el tipo de errores que cometen los alumnos, varios de ellos centrados en alumnos
universitarios, poco se ha investigado sobre el efecto de las estrategias usadas para mejorar el
desemperio de los alumnos en temas que aprendieron en grados escolares anteriores a su entrada a
la universidad.

Objetivo

Evaluar los efectos de la estrategia propuesta sobre el porcentaje de errores algebraicos que
cometen los alumnos en Célculo Diferencial.

Con ello se busca una solucion a la situacion que profesores de Céalculo Diferencial, como refiere
Diaz (2009), consideran recurrente: la relacion entre las deficiencias algebraicas que un alumno
de Calculo Diferencial presenta al inicio del semestre y un bajo desempefio de dicho alumno en la
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materia. Se considera que, al encontrar una forma de disminuir dichas deficiencias a lo largo del
semestre, el desempefio del alumno en la materia mejorara.

Fundamentacion histérica

En el proceso de construccién de conocimientos matematicos, es previsible que apareceran
errores de forma sistematica. El profesor debe, por tanto, incluir el diagndstico, deteccion,
correccion y superacion del error dentro de su clase. Lo anterior se puede lograr mediante
actividades que susciten el ejercicio de la critica del propio estudiante sobre sus producciones.
Por lo anterior, los errores pueden contribuir en el proceso de aprendizaje de manera positiva.
(Rico, 1995),

El mismo autor considera que los errores no aparecen por azar, Sino que surgen en un marco
conceptual estable, formado por los conocimientos adquiridos con anterioridad. Sefiala que, en
vez de condenar los errores, deben incluirse de manera intencionada en la instruccion.

Brousseau, Davis y Werner (1986, citados por Rico, 1995) consideran que los errores de los
alumnos son, frecuentemente, resultado de un procedimiento sistematico e imperfecto, usado de
forma consistente. A la vez, los alumnos poseen concepciones inadecuadas de aspectos
fundamentales de las matematicas, que no son identificadas por sus profesores. Por su parte
Mullhern (1989, citado por Rico, 1995) sefiala que los errores suelen sorprender al profesor, son
persistentes y sistematicos.

Socas (1997) menciona que existen dificultades que se constituyen en obstaculos, los cuales
pueden manifiestarse como errores. Dichas dificultades se pueden asociar con: los objetos
matematicos, los procesos del pensamiento matematico, los procesos de ensefianza, el desarrollo
cognitivo del alumno y las actitudes afectivas y emocionales hacia la materia.

El mismo autor sefiala que un obstaculo no es una falta de conocimiento, sino un conocimiento
adquirido que tiene un dominio de eficacia: produce respuestas adecuadas en un contexto e
inadecuadas fuera de ese contexto. El obstdculo es més resistente mientras mas firmemente
aprendido esté, por haber sido usado eficazmente con anterioridad. Para superarlo, es
indispensable identificarlo e incorporar su rechazo. Agrega que, después que el alumno ha notado
su inexactitud, continda manifestandolo esporadicamente.

Concluye que los errores deben tratarse segin su origen: un obstaculo, una ausencia de sentido o
una actitud.

Gill y Greenhow (2008) proveen evidencia de que se da aprendizaje real, en este caso en la parte
matematica de la materia de Mecanica, cuando los estudiantes interactian con evaluaciones
asistidas por computadora que proveen realimentacion.Para el programa que probaron, que era
una evaluacion con respuestas de opcién multiple, usaron pardmetros aleatorios y distractores
elegidos entre los errores mas comunes que cometen los alumnos, lo cual permitid una
realimentacion mejor enfocada.

Los mismos autores sefialan que, para que la realimentacion sea mas oportuna, debe darse
mientras el alumno estd inmerso en la actividad. Ademas, debe disefiarse para que los alumnos
aprendan de sus errores, corrijan sus conceptos incorrectos y puedan demostrar ese aprendizaje
en otras situaciones, como un examen escrito, por ejemplo. Se requiere que conecte con los
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conocimientos que el alumno si posee y que tenga relacion con el resto de sus actividades
academicas. También es necesario que el estudiante se comprometa con la actividad para que ésta
le beneficie.

Hattie y Timperley (2007) definen la realimentacion como informacion que un agente (en este
caso una computadora) da a una persona con respecto a su entendimiento de un concepto o
proceso, cuyo propdsito es cerrar la brecha entre lo que hizo y lo que debi6 haber hecho. Ocurre
en un segundo momento, cuando un aprendizaje anterior es revisado. Mientras mas rapido se dé
es mejor. Consideran la realimentacidn asistida por computadora entre las mas efectivas.

Sefialan que, para que la realimentacion sea mas Util, debe cuidarse que el nivel sea adecuado a la
capacidad del receptor. Las metas de aprendizaje deben ser conocidas y la realimentacion debe
estar disefiada para alcanzarlas. No debe limitarse a los examenes, debe permitir un avance
gradual después de alcanzar cada meta. Debe ser clara, concreta, intencionada, significativa y
personal.

Estos autores mencionan que existen distintos tipos de realimentacion cuyos efectos varian:
Cuando la realimentacion sélo implica informar si la respuesta es correcta o no, el aprendizaje se
enriquece poco. Es mas util cuando se enfoca en el proceso y apoya al estudiante para que
rechace las hipétesis erroneas y le permite encontrar estrategias validas de solucién. También se
puede dar una realimentacion que sirva al alumno para autoevaluarse y autocorregirse, mediante
claves sobre lo que debe revisar. Esta es Util para los estudiantes capaces de autorregularse.

La realimentacion que solo consiste en frases como: “buen trabajo”, “ve por mas” no tiene
practicamente ningun efecto en el aprendizaje. Agregan que, para el aprendizaje de procesos poco
complejos, es mejor que la realimentacion se dé de forma inmediata.

Por otro lado, en su libro sobre el tratamiento didactico del error, De la Torre (2004) menciona
que el error puede ser una distorsion, improcedencia o inadecuacion en un proceso. Considera
que el error tiene cuatro direcciones semanticas: efecto destructivo, distorsionador, constructivo y
creativo. En las dos primeras el error es un resultado, el enfoque es negativo, lo cual lleva a una
actitud de condenarlo. En las dos Gltimas es parte de un proceso, el enfoque es positivo, lo cual
lleva a una actitud de aprovecharlo. Propone aprovecharlo, dado que al alumno si le interesa
averiguar por qué se equivocd y corregirse. Esto se logra si el profesor le da un tratamiento
didactico a los errores.

El mismo autor sefiala que el error provee mas informacion sobre el proceso mental del alumno
que el acierto. De hecho, le permite a dicho alumno aprender distintas propiedades de un
concepto de las que no era consciente antes. Puede que llegue a un acierto mediante un
procedimiento inadecuado que, por coincidencia, termind en una respuesta correcta. Entonces no
se dara cuenta de que su procedimiento era incongruente con el ejercicio. Pero, si la respuesta que
obtiene es incorrecta, podra analizar su proceso y descubrir donde se equivoco.

De la Torre considera que, desde la perspectiva del profesor, un error denota que el alumno
necesita ayuda, pues algo en el proceso que siguid no es correcto. Cuando esto es muy frecuente,
se requiere adoptar una estrategia didactica distinta a laque provoco el proceso incorrecto, para
conseguir evitarlo de origen en un curso posterior. En el caso de que el error sea en un
conocimiento previo, es necesaria una estrategia didactica disefiada con el objetivo de corregirlo.
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Proponeque se clasifiquen errores para enfocar el esfuerzo en los mas trascendentes: aquellos que
se presentan repetidamente (los errores sistematicos), cuya causa se conoce y, por tanto, se puede
disefiar una estrategia para corregirlos. Para el alumno, el que a un error le siga
unarealimentacion le permite un aprendizaje mas profundo. En ocasiones preferira la ayuda de un
programa de computadora que no lo juzgue y le permita reflexionar, analizar y practicar lo
necesario hasta superar el error.

El mismo autor propone un Modelo de Analisis Didactico del Error (MADE), el cual clasifica los
errores en: entrada, organizacion y ejecucion. A continuacion propone un tratamiento didactico
del error, cuyas fases son: localizacion, descripcion y correccion. Considera que el tratamiento
didactico del error implica inocularlo para corregirlo.

Rico, (1995) sefiala que presentar al alumno ejercicios en los que se sabe que puede cometer
errores permite que dicho alumno, si los comete, exprese el caracter incompleto de su
conocimiento. Esto permite a los comparieros o al profesor ayudarle a completar el conocimiento
adicional o llevarlo a comprender por si mismo aquello que estaba mal.

Segun Pochulu(2005), no es suficiente repetir reiteradamente el proceso correcto, es necesario
explicar el porque del error antes. Cervantes y Martinez (2007) proponen que los procesos en los
que se sabe que los errores son frecuentes se presenten siempre dentro de situaciones
contrastantes para que el alumno pueda discriminar las estructuras algebraicas donde es
pertinente cada uno.

Ejemplos de errores encontrados en la institucion sede del estudio y sus posibles causas segun los
autores arriba mencionados:

1) —6x=0 -x=6

El alumno “pasa sumando” el 6 ya que no identifica correctamente que el -6 esta multiplicando a
la x.

No distingue que —6 + x = 0 implicax = 6 pero —6x = 0 noimplicax = 6
5

—_—— — _ — _ 2
2) (x—3)2_0 - —-5=(x—-3)

“Pasa multiplicando” el (x — 3)? pero no identifica que debe multiplicarlo por un cero.

No distingue que — LZ = 1 implica 5 = (x — 3)? pero

(x-3)
5 o 2
—m = 0 noimplica —5 = (x — 3)
3) eX_p2x _ _er

e
“Tacha” el e* del numerador con el del denominador, sin darse cuenta que no es factor de todo el
numerador.

eX_p2x

+ —e?¥

No distingue que e e?*pero
ex eX

50



REVISTA ELECTRONICA AMIUTEM Vol. V. # 2, pp. 46-58. Julio-Diciembre, 2017 Estrategia correctiva para errores algebraicos de. ...

1 —
— = 3x7?
3x2

No identifica que el exponente 2 es solo de la variable x, por lo que “sube” también el 3,
cambiando el signo solo al exponente de la x.

isti 1,2 L -2
No distingue que — = x™* pero —— # 3x

5) (x+y)? =22+

Se trata de un error de linealizacidn, que consiste en aplicar una funcion, en este caso el elevar al
cuadrado, a las partes de la misma cuando no es pertinente.

No distingue que (xy)? = x2y? pero (x + y)? # x% + y?
Metodologia

El estudio se realiza en la Universidad Panamericana, campus Guadalajara. La prueba piloto fue
un estudio longitudinal con intervencion y con esquema de pre-post test y encuesta de opinion, en
dos grupos de Calculo Diferencial de aproximadamente 25 alumnos cada uno. Los grupos
experimentales llevaron la materia de Calculo Diferencial de la manera tradicional y se les asigno
como tarea contestar los ejercicios del programa.

La universidad separa sus carreras en tres areas: humanidades, ingenierias y administrativas. La
investigacion se haré en las carreras administrativas: Administracion y Finanzas, Administracion
y Mercadotecnia, Administracion y Recursos Humanos, Administracion y Negocios
Internacionales, Administracion y Direccion, asi como Contaduria. Los estudiantes eligen sus
materias a lo largo de su carrera mediante un sistema de curricula flexible, por lo que los grupos
se forman dependiendo de la eleccion del alumno.

Existen materias, como las del area de Matematicas, que son de tronco comdn. En un mismo
grupo de Calculo Diferencial hay alumnos de distintas carreras, que provienen de diferentes
grupos de Algebra, materia que cursan todos los estudiantes en el primer semestre, sin excepcion.

Se considera, para esta investigacién, que un programa de computadora que presente a los
alumnos ejercicios con opciones de respuesta entre las que estan los errores mas comunes y que,
en caso de error, los realimente de forma inmediata sobre las posibles causas del mismo, puede
funcionar para disminuir el porcentaje de errores algebraicos cometidos por los alumnos de
Célculo Diferencial.

Para concretar los temas y ejercicios algebraicos con los que se realizé este estudio piloto, se
llevd a cabo una extensa revisién bibliografica. Diaz (2009), lista algunos errores algebraicos
tipicos en los estudiantes de Calculo Diferencial. Cervantes y Martinez (2007), Palarea y Socas
(1994) y Eccius (2008) describen las posibles causas de los errores comunes detectados en sus
respectivos estudios. Una de las causas mas comunes que refieren es la aplicacion de reglas, que
son validas en ciertas estructuras algebraicas, sobre estructuras algebraicas diferentes, en las
cuales dichas reglas no son validas

Se busca que los alumnos de Calculo Diferencial aprendan (0,més bien,reaprendan) el Algebra
que requieren para dicha materia mediante un programa de computadora basado en internet
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disefiado para ello, que se usard como actividad extra-clase, para que no reste tiempo de la clase
regular. Dicho programa es accesible desde cualquier dispositivo conectado a internet.

Las bases tedricas revisadas soportan el disefio del programa a probar. Este incluye secuencias
estructuradas de ejercicios separados por temas. Cada ejercicio contiene respuestas de opcién
maultiple. Las opciones incorrectas corresponden a los errores mas comunes reportados en
investigaciones anteriores y en el pretest realizado al inicio de la prueba. De todos los errores
elegidos como opciones de respuesta se conoce al menos una posible causa. También esta la
opcién correcta y una que dice “no encuentro mi respuesta” para quien comete un error no
considerado entre las opciones (Figura 1).

Ecuaciones lineales 37

Resuelve la ecuacion : Jz=0

Selecciona la respuesta correcta

=3 v

z=0 "

No encuentro mi respuesta I
T esta inde finida "

No tiene solucion "

z =0 v

Figura 1. Ejemplo de un ejercicio y las opciones de respuestas. Imagen tomada de
http://mathup.craiup.org/

Para cada respuesta erronea el programa ofrece realimentacion sobre por qué es equivocada y
apoyo para distinguir el proceso correcto del incorrecto: se le muestra el proceso correcto
comparado con el incorrecto con la intencion de que comprenda la diferencia y evite cometer el
error posteriormente (Figura 2).

Después de leer la realimentacion, el alumno recibe un nuevo ejercicio con la misma estructura
algebraica pero numeros distintos, generados aleatoriamente, para probar si comprendié la
explicacion.
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Si el alumno elige la opcion “no encuentro mi respuesta” se le explica el procedimiento a seguir y
se le permite que conteste otro ejercicio. Se pasa al siguiente ejercicio de la seccién cuando se
contesta correctamente el actual.

Tu respuesta es incorrectal

Tu respuesta:

=23

Explicacion:

Probablemente "pasaste sumando” el 3, lo cual es INCORRECTO, porque no estaba restando.
—3+x =0implicaz =3

PERO

—3z = 0 NO implicax = 3

En la primera expresion entre —3 y Ia T hay una SUMA.

En la segunda expresion, el —3 es FACTOR de la z, por lo que se deben dividir ambos lados de la ecuacién entre —3 para
encontrar el valor de .

Lo correcto es:
La Unica manera de que —3x seaigualalessiz =0

También lo puedes entender asi:

-3.._ 0 _
-3z =0, _—311.‘—_—3, =10

.
Figura 2.

Ejemplo de realimentacion ante una respuesta incorrecta. Imagen tomada de
http://mathup.craiup.org/

Para las respuestas correctas el programa le proporciona la reafirmacion del proceso correcto y un
ejemplo de cédmo se aplica ese conocimiento algebraico dentro de la materia de Calculo
Diferencial (Figura 3).
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Tu respuesta es correctal

Tu respuesta:

=10

Explicacion:
jCorrectol
La Unica manera de que —4x seaigualalessiz =0

También lo puedes entender asi:

En Calculo Diferencial necesitaras resolver ecuaciones lineales para encontrar valores criticos.

Figura 3. Ejemplo de realimentacion ante una respuesta correcta. Imagen tomada de
http://mathup.craiup.org/

Existe una secuencia estructurada de ejercicios por tema. Se gradia la dificultad de menor a
mayor y se retoma lo previamente revisado en ejercicios posteriores. EI programa registra las
actividades contestadas por los alumnos para considerarlo al hacer el anélisis estadistico.

Mediante esta investigacion se busca contestar las siguientes preguntas: ¢Cuales errores
algebraicos cometen con mas frecuencia los alumnos de Calculo Diferencial al principio del
curso? ¢Como influye la estrategia correctiva en el porcentaje de errores algebraicos de los
alumnos? ¢ Qué opinan los alumnos sobre el empleo de la estrategia correctiva?

Resultados preliminares

Los resultados aqui presentados se obtuvieron durante la prueba piloto de la investigacion. Se
reporta aqui como se realizé dicha prueba piloto.

Se eligieron los temas algebraicos que formarian parte de la estrategia entre aquellos que tanto la
literatura como los profesores de Céalculo Diferencial en la institucion sede del estudio consideran
que tienen una incidencia importante de errores: leyes de exponentes, productos notables y
factorizacion, simplificacion de fracciones algebraicas y ecuaciones (lineales, cuadraticas y
racionales).

Se elabord un pretest con veinte ejercicios de los cuatro temas, que se aplico el primer dia de
clases. Dichos ejercicios eran meramente algebraicos dado que los alumnos aun no habian
tomado clases de calculo. Para el estudio piloto sélo se consideraron los primeros diez ejercicios
(Apéndice 1).

El primer postest incluyo los ejercicios de los dos primeros temas, pero las preguntas implicaban
conocimientos de calculo también: era necesario usar productos notables para derivar por medio
de limites o realizar transformaciones algebraicas mediante leyes de exponentes para derivar
potencias de x.
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Se asigno al primer grupo tarea con el programa, indicandoles que debian contestar todos los
gjercicios una vez y, ademas, una repeticion de los mismos. Al segundo grupo se le asigno la
misma tarea, pero se les dejo libertad para hacer la repeticion de los ejercicios, misma que pocos
hicieron.

Las tareas asignadas en esta primera etapa fueron diez distintas, de aproximadamente diez
ejercicios diferentes cada una, los cuales repetian hasta contestar de manera correcta.

Una vez concluido el tiempo asignado para contestar las tareas, se aplico el primer postest a los
dos grupos (Apéndice 2). Posteriormente, se le pidio al segundo grupo que terminara de contestar
la primera repeticion y, ademas, querealizara una segunda repeticion de las tareas, con caracter de
obligatorio. Finalmente, se les aplicd el mismo postest, solo con la parte numerica modificada.

Se registraron el porcentaje de uso de programa y los resultados de los tres test; y se compararon
estadisticamente las calificaciones obtenidas en los mismos. Esto es, mas que porcentaje de error,
se compard el porcentaje de acierto, que, a fin de cuentas, es su complemento: mas aciertos
implica menos errores.

En la Tabla 1 se presenta el concentrado de resultados obtenidos en la prueba piloto, los cuales se
describen a continuacion:

Tabla 1. Resultados obtenidos en la prueba piloto. Elaboracion propia.

Rubro Primer grupo | Segundo grupo
Media de aciertos pretest 5.96 5.15
Tareas realizadas (original) 95% 90%
Tareas realizadas (primera repeticion) 90% 37.5%
Media de aciertos postest 1 (primera vez) 8.17 6.35
Incremento en la media de aciertos respecto al pretest 37.1% 23.3%
Valor p (pruebat a una cola) 3.198x10°° 0.138
Tareas realizadas (original) 95%
Tareas realizadas (primera repeticion) 90%
Tareas realizadas (segunda repeticion) 86%
Media de aciertos postest 1 (segunda vez) 8.26
Incremento en la media de aciertos respecto al pretest 60.4%
Valor p (prueba t a una cola) 6.305x107°
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En el primer grupo: El 95% de los alumnos resolvio la primeras 10 tareas y el 90% la repeticion
completa de las mismas. La media de aciertos algebraicos varié de piyre = 5.96 @ ppose = 8.17,
un 37.1%, con una p = 3.1983x107° a una cola, en la comparacion de medias de muestras
emparejadas.

En el segundo grupo, para la primera aplicacion del postest: EI 90% de los alumnos resolvio la
primeras 10 tareas, pero sélo el 37.5% hizo una repeticion completa. La media de aciertos
algebraicos vario de pp,, = 5.15 a 05 = 6.35, un 23.3%, con una p = 0.0138 a una cola, en
la comparacion de medias de muestras emparejadas.

En el segundo grupo, para la segunda aplicacion del postest: EI 95% de los alumnos completé la
primeras 10 tareas, el 90% hizo una repeticion completa y el 86% hizo una segunda repeticion.
La media de aciertos algebraicos vario de .. = 5.15 @ p,,5 = 8.26, un 60.4%, con una

p = 6.305x107° a una cola, en la comparacion de medias de muestras emparejadas.

Ademas, se recogieron algunas opiniones expresadas por los alumnos al usar el programa:

e Essencillo de usar.

e Si necesito pensar antes de contestar.

e Las explicaciones son concisas, claras y Utiles.

e Si me sirve saber como se aplica en Calculo.

e Amplienlo a més temas (por ejemplo limites).

e Me encantaria que mi hermano pudiera usarlo.

e Esunaventaja que pueda contestarse en cualquier horario y lugar.
Conclusiones

En los resultados delos postest aplicados en esta prueba piloto se observa un aumento en la media
de los porcentajes de aciertos. Es notorio que, a mayor cantidad de préactica con el programa, se
obtiene un incremento mayor en el porcentaje de aciertos. También se observo que es necesario
que la actividad sea obligatoria (tenga peso en la calificacién) para que los alumnos la realicen.

Algunas realimentaciones fueron menos efectivas que otras, quiza por ser errores mas arraigados.
Se considera adecuado redisefiar dichas realimentaciones e incrementar el nimero de ejercicios
que se relacionan con dichos errores para que los resultados en la siguiente fase del estudio.

No se observo una diferencia importante en el tipo de errores encontrados en los test con respecto
a lo investigado en la bibliografia.

Se realizard nuevamente el estudio, previoperfeccionamiento de los detalles observados en este
piloto como mejorables y con la inclusion de los cuatro temas algebraicos, para ampliar las
conclusiones.
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Apéndice 1

Pretest:

I. Expande la expresion:
1) (x+h)?=
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2) =3(x+h)=
3) 3—4(x+h)+5(x+h)?=

I1. Simplifica la expresion. Deja todas las variables en el numerador y expresa las raices como

exponentes fraccionarios:

4) 16x =
5) 4x(x?—x71) =

3x2
7) 2 =
8) —(3x*)?* =
9) W(xg) =

10) x% (x_% + xz + xE) =

x—3

Apéndice 2

Postest:

f(x+h)— f(x)
h

Deriva mediante el uso del concepto de derivada como limite lim
h—0

1) y=x?
2) y=—-3X
3) y=3—4x+ 5x?
Deriva (simplifica algebraicamente la expresion primero)
0JO: UNICAMENTE PUEDES USAR LA FORMULA y = x™ » y" = nx™!

4) y=+/16x

5) y=4x(x*—x"1)
6) y=15

) y= f%i

8) y=-(3x"?

9 y= W(xg)

1 1 3

10)y = x% (x_E + xz + xE)
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