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Resumen

En la ensefianza de las matematicas es fundamental la simulacién de problemas cotidianos y
para ello, las ecuaciones diferenciales ordinarias permiten modelar problematicas ingenieriles
que hoy en dia se requieren resolver con mayor precisién. Uno de los casos a presentarse en
este XI Seminario, es el de entender el comportamiento de un sistema vibratorio forzado
armdnicamente y qué variables estan relacionadas con esta clase de movimiento. Para ello, es
necesario no solamente resolver las ecuaciones que se pueden generar a través de la
metodologia tradicional, sino que el utilizar la tecnologia, en este caso a través de la
calculadora T1 Nspire CX Cas se podra profundizar en la relacion que existe entre variables
como el amortiguamiento del sistema y la frecuencia de oscilacion de la fuerza, ademas de
poder visualizar con el uso de graficas, la interaccion de estas variables y conducir a
recomendaciones favorables para el control del propio sistema.

Palabras Claves: Vibracién, Funcion Armdnica, Fuerza Excitadora, Amortiguador.
Introduccion

En los dltimos afios, los recursos tecnoldgicos han sido uno de los principales promotores
para el proceso de ensefianza aprendizaje, sobretodo en el area de las ingenierias, ya que a
través de software libre, herramientas de computo y diversas aplicaciones en los teléfonos
celulares, abren la puerta a la posibilidad de complementar la catedra tradicional de clase,
apoyando a la solucion de los modelos matematicos que involucran diversos fendmenos
fisicos, y que para el caso de las vibraciones mecénicas, permite al profesor profundizar en
aspectos practicos del area de interés, dejando de lado los procesos matematicos
tradicionales de resolver una ecuacion diferencial de segundo orden con métodos de
solucion extensos y que no son prioritarios en el curso, por ejemplo la transformada de
Laplace, variacion de parametros, etc., dandole mayor importancia a la interpretaciéon de
resultados en la respuesta esperada de un modelo vibratorio.

En el entorno laboral, donde la solucién de problemas es una constante para el campo
ingenieril, el recurso tecnoldgico permite que se pueda aplicar acciones correctivas en el
desarrollo del problema y que la premura de la solucién pueda reducir riesgos, disminuir
costos y ser eficientes en los procesos productivos. Por tal motivo, el uso de herramientas
tecnolodgicas y en especifico, la calculadora graficadora T1 Nspire CX Cas, representa una
herramienta fundamental para cumplir los objetivos del curso de Vibraciones Mecéanicas
gue actualmente se imparte en el Centro de Ensefianza Técnica Industrial, y que tienen que
ver no solamente con la creacion de los modelos vibratorios formulados matematicamente,
sino que también se requiere conocer las diversas variables dindmicas que afectan o
contribuyen al movimiento y sobretodo, que solucion se puede plantear para la reduccién
de la vibracion.
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Homogeneizar los métodos de ensefianza, es un reto que se ha propuesto la Academia de
Control del propio Centro, ya que uno de los principales objetivos que se tienen es el de
propiciar que el alumno tenga un mayor interés por el uso de la tecnologia y que la pueda
aplicar en aspectos préacticos de profesion.

Objetivo

Este trabajo pretende mostrar, algunos ejercicios en los que a traves de utilizar la
tecnologia, el alumno plantea y resuelve modelos vibratorios y que al relacionar
gréficamente las variables dinamicas asociadas al comportamiento del sistema, pueda tener
una interpretacion adecuada sobre los efectos de estas variables en el movimiento de la
masa a través del tiempo.

Marco teorico

En los ultimos afios, el uso de la tecnologia ha tenido diversas aplicaciones, entre ellas
destacan la del entorno educativo, esto con la finalidad de ofrecer al estudiante ambientes
de trabajo que estimulen su reflexion, lo cual los convierte en un activo responsable de su
propio aprendizaje, es decir, al proveer un espacio comun entre el maestro y el estudiante,
la retroalimentacion de informacion reducird el miedo del estudiante a expresar algo
erroneo y por lo tanto, se aventurara mas a explorar (Castillo,2008). Sin embargo,
Pomerantz (1997) sefiala que existen algunos mitos acerca del uso de la calculadora, entre
otros, el que los estudiantes pierden habilidades al usarlas porque las calculadoras hacen
todo el trabajo por él, volviéndolo dependiente. Al respecto, considera que estos mitos
Unicamente sirven para hacer mas lento, la inevitable implementacion de la tecnologia en
los salones de clase y pone a los estudiantes en desventaja. En un mundo que esta siendo
cubierto por la tecnologia, es necesario que estos mitos sean redimensionados, ya que las
calculadoras pueden ser apropiadamente incorporadas como una herramienta para fomentar
el aprendizaje.

En el ambito de la aplicacion de las ecuaciones diferenciales, Hernandez (1997) sefiala que
el uso de las TIC es importante en procesos donde la memorizacion y el desarrollo de
algoritmos repetitivos no es lo primordial en el proceso de ensefianza, el hecho de que esta
herramienta se utilice, es para vincular el efecto que tiene los elementos de rigidez,
disipacion y fuerza excitadora con la amplitud de oscilacién de los sistemas vibratorios, y
por lo tanto el resultado esperado es que el alumno pueda asimilar el comportamiento de las
variables dindAmicas mas importantes para vincular sus efectos en la amplitud de oscilacion.

Metodologia

El Centro de Ensefianza Técnica Industrial, a través de la Academia de Control
perteneciente a la carrera de Ingenieria Mecatronica, ha solicitado a sus profesores que los
recursos tecnologicos existentes en el mercado sean una prioridad en su utilizacion, no
solamente por la eficiencia que tienen estos en depurar procesos gque consumen periodos de
tiempo prolongados, sino que permiten al alumno complementar su aprendizaje,
utilizadndolos mediante un razonamiento I6gico-matematico para desarrollar su ingenio y
que le permita resolver problemas eficientemente, identificando los problemas que los
originan y el cdmo resolverlo de la manera mas eficiente.

Por lo tanto, la propuesta en este trabajo es mostrar un problema comun de vibraciones
como un sistema de un grado de libertad, el cual se resolverda a través del modelo
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matematico tradicional, y comparar la solucién con el uso de una herramienta tecnoldgica,
en este caso el uso de la calculadora graficadora Tl Nspire CX Cas, para posteriormente
dejar al alumno en un proceso de reflexidn, para obtener conclusiones con respecto al
efecto que tienen las variables dinamicas inmersas en el modelo y que a través de su
representacion gréafica, visualice la mejor solucion al problema planteado, y defina la
forma de como eliminarlas o simplemente reducirlas a un nivel satisfactorio.

Exposicion de la propuesta

A continuacion se muestra un ejemplo tipo a resolver. En este se toma en cuenta el proceso
tradicional de solucion y ademas lo complementa el uso de la calculadora graficadora Tl
Nspire CX Cas, para comprobar lo ya realizado.

Problema:

Una maquina de 10 Kg esta montada en una base la cual esta soportada por 4 resortes
equidistantes cuya rigidez es de 1000 N/m cada uno, y se encontrara amortiguado a través
de una constante c= 40 N-seg/m. Si al accionarse la maquina, induce una vibracion con una
fuerza excitadora de 100 N y una frecuencia de 1.60 Hz. Determine el Factor de
amplificacion del sistema. (ver figura 1).

@
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Figura 1. Modelo masa-resorte.

Definicion de la solucion:

Para plantear la ecuacion de movimiento, se requiere verificar el tipo de movimiento que
tendré la masa, en este caso el sistema se encuentra sin amortiguamiento, por lo tanto, la
ecuacion diferencial sera:

MX + CX + kx = F, cos(wt)
En esta ecuacion, las variables estan definiendo lo siguiente:

Peso
M= masa = - — =10Kg
Aceleracion Gravitacional

k = rigidez =" K; =4(1000N /m) = 4000N /m

i=1
¢ = Constante de amortiguamiento = 40N —seg/m

La relacion de amortiguamiento que tiene el sistema es:
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Constante de Amortiguamiento 40N —seg/m 40
Constante de Amortiguamiento Critico 2mw, 2010)( \/4000
10

La fuerza excitadora presente en el sistema estara dada por el dispositivo mecanico y por lo
tanto, su magnitud y frecuencia estan representados por:

F, = Fuerza =100N

=0.10

E=
)

w = Frecuencia circular de la fuerza =27z f =27 (1.6Hz) = 10.053@
seg

Asi, los valores obtenidos sustituyéndolos en la ecuacion diferencial de movimiento
seleccionada estara definida por:

10X + 40 + 4000x =100c0s(10.053t)

Solucion utilizando tecnologia:

Esta ecuacion diferencial al resolverla, tendra como funcion de posicion de la masa a través
del tiempo, la grafica mostrada en la figura 2. Esta representacion se puede obtener con
cualquier graficador, sin embargo, la importancia de mostrarla es el de hacer ver al alumno
que la respuesta total del sistema estd formada por la suma de dos partes, la respuesta
transitoria definida en la parte inicial de la oscilacion, y la respuesta estacionaria definida
por la fuerza excitadora y que corresponde a la oscilacion de amplitud constante.

L

Figura 2. Posicion de la masa a través del tiempo.

La méxima ordenada de la grafica en el estado estacionario, es decir, cuando el sistema esta
afectado por la fuerza excitadora, debe encontrarse a través de:

F 100N

_ 0 - =0.033m
Jk—mw?)? + (cw)? /(4000 — ((10)(10.053)?))? + ((40)(10.053))?

X

Para el factor de amplificacion, es decir la relacion entre la respuesta dinamica con respecto
a la respuesta estatica y que permite visualizar el efecto de la fuerza excitadora sobre el
sistema, se podra utilizar la expresion:

B
S ) JA-r?)? +(2&r)?
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La relacion de frecuencias, identificada como r representa una comparativa entre la
frecuencia de la fuerza excitadora con respecto la frecuencia de oscilacion del propio
sistema, y que debe calcularse a través de:

W 10.053%9/, LW 100537, oo

W k W, 4000

m 10
Por lo tanto, el factor de amplificacion se determina sustituyendo los valores solicitados en
la expresion.
[sz ! [Ajzl_gz
S5 ) \J1-(0.502)?) +(2(0.1)(0.502))? Sr

El resultado obtenido define que la amplitud de oscilacion se incrementa en un 32%, por el
efecto de la fuerza excitadora presente en el sistema.

Para comprender el efecto que tiene la influencia de la fuerza excitadora en los
desplazamientos del sistema, se pide al alumno que grafique la funcion anterior, es decir
que represente el factor de amplificacion en términos de la relacion de frecuencias. En la
figura 3 se puede observar dicha representacion. Esto permite al alumno visualizar como
los desplazamientos de la masa no son constantes, existe una relacion especifica de
frecuencias que genera un valor maximo en la grafica y que a partir de dicho valor, los
desplazamientos se reducen considerablemente. Esto no lleva a incorporar conceptos como
el de resonancia, ya que este valor maximo se encuentra cerca de la relacion de frecuencia
de uno.

*No guardado = {Dm

grafico 1
fl)= L

=2 H20 1502

0,091
[55Y)
I

Figura 3. Factor de amplificacion del efecto dindmico.

Si ademas, se solicita al alumno que incorpore el efecto del amortiguamiento en la gréafica
del factor de amplificacion, esto con la finalidad de observar el comportamiento de los
desplazamientos de la masa, en términos de la relacion de frecuencias, asi la grafica
resultante se muestra en la figura 4.
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Figura 4. Factores de Amplificacion de acuerdo al nivel de amortiguamiento.

En ella es posible visualizar que a medida que se incrementa la variable de
amortiguamiento, los desplazamientos de la masa disminuyen significativamente, sin
importar la relacién de frecuencias que se tenga en el modelo vibratorio. Esto permite
concluir al alumno que a medida que el amortiguamiento se incrementa, es posible reducir
las amplitudes de oscilacion, dado que la energia presente se disipa gradualmente a través
del tiempo.

Este problema resuelto con la calculadora graficadora T1 Nspire CX Cas, permite visualizar
la solucion de cualquier ecuacion diferencial, a traves de la instruccién mostrada en la
figura 5. Esto permite que, al tener la funcidn solucion se pueda representar la posicion de
la masa en cualquier instante de tiempo a través de su grafica. Al tener esta representacion,
es posible obtener desplazamientos en tiempos especificos, es decir, buscar aquella
posicion en el tiempo que se requiera o en este caso, se puede localizar el valor maximo de
la respuesta estacionaria calculada previamente a través del proceso tradicional mostrado
en el problema anterior.

*No guardado <= ﬂ]

! 2
deSolve| 10- 22 +40-2.+4000y=100-cos| 10
| a’xz dx

0/99

Figura 5. Instruccion de solucion en la calculadora graficadora T1 Nspire CX-Cas.

Otra de las ventajas que tiene el uso de esta herramienta tecnologica, es de poder
parametrizar las soluciones de las variables dindmicas inmersas en los modelos vibratorios.
Por ejemplo, una ventaja de realizar lo anterior, es la visualizacion del cambio en el factor
de amplificacion en base al cambio en la relacion de frecuencias del sistema. La figura 6,
muestra dicha relacion.
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» ponencia =

95 k %

'0_5" o {17, -0520) 7!
.24 ]

Figura 6. Visualizacion de la variacion del factor de amplificacion en relacion al cambio de
frecuencias.

Experimentacion

Este trabajo se planted con dos grupos de 40 alumnos aproximadamente, cada uno de ellos
pertenecen al sexto semestre de la carrera de Ingenieria Mecatronica. En uno de los grupos
piloto, se trabajo de la manera tradicional (Grupo A) dirigido por el profesor Ricardo
Sol6rzano. Mientras que en el segundo grupo (Grupo B), se utilizé la calculadora
graficadora T1 Nspire CX Cas, el cual estuvo dirigido por la profesora Maria Guadalupe
Vazquez.

Grupo A:

En este grupo, se trabajo de la manera tradicional, es decir de manera expositiva, donde el
uso de la tecnologia se limitaba a las operaciones basicas para generar las soluciones. El
manejo de modelos graficos se limitd a los esbozos de figuras y graficas que el profesor
realizaba en el pizarrén, ademas las variables dinamicas que se presentaban en los modelos
solo se trabajaron en clase, con algunos valores especificos, dado a lo prolongado del
proceso de célculo que implicaba.

Grupo B:

En este grupo se empleo la calculadora graficadora T1 Nspire, la cual era utilizada por los
alumnos para desarrollar sus soluciones en cada problema propuesto. Los resultados que se
buscaron, era medir la efectividad del recurso tecnologico en los exdmenes planteados, el
alumno no solamente se limitaba a calcular las variables dindmicas inmersas en los
problemas, sino que también identificara la raiz que lo ocasionaba y que ademas,
proporcionara una recomendacion para mejorar el comportamiento del sistema, es decir,
que las oscilaciones disminuyeran significativamente para evitar algun dafio en los equipos.
Con esto ultimo se podria medir el avance en el aprendizaje de los alumnos. También, se
explord en gran medida el poder grafico que proporciona la calculadora, ademas que se
enriquecid el aprendizaje ya que se trabajo con gréficas interactivas representadas por
variables dinamicas, lo cual permitié al alumno, desarrollar su aprendizaje.

Resultados
Los resultados que se obtuvieron en el semestre fueron los siguientes:

Ambos grupos demostraron que en el calculo de las variables dindmicas los resultados eran
satisfactorios y que los procesos matematicos se habian comprendido correctamente; sin
embargo, en cuanto a la habilidad para entender la relacién entre variables y asociar su

131



REVISTA ELECTRONICA AMIUTEM Vol. V. # 1, pp. 124-133. Ene.Jun-2017 Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales ...

comportamiento para dar solucion al problema, el grupo de ensefianza tradicional tuvo una
calificacion de 62 puntos comparado con los 79 puntos del grupo que utilizé la herramienta
tecnoldgica. La razon de lo anterior, es que en el primer caso, los alumnos estan limitados a
tener que realizar los procesos paso a paso, consumiendo una gran parte de tiempo aunado a
los errores de procedimiento que generalmente ocurren. En el segundo, los alumnos al tener
el recurso tecnoldgico pueden utilizarlo para incorporar graficas de la relacion entre las
variables dinamicas, lo cual permite visualizar al alumno a entender el efecto que tienen
estas en los desplazamientos del sistema. Es indudable que, el hecho de incorporar
tecnologia, minimiza los errores de célculo susceptibles de un proceso tradicional y que
ademas, el alumno tenga un aprendizaje mas significativo de los resultados obtenidos.

Conclusiones

Los sistemas vibratorios de un grado de libertad modelados matematicamente por medio de
ecuaciones diferenciales ordinarias permiten utilizar herramientas computacionales y/o
calculadoras graficadoras que brindan en forma inmediata resultados de los parametros
dinamicos del sistema, asi como el comportamiento de estos a traves del tiempo. Esto
permite tomar decisiones fundamentales en el proceso de mitigar los efectos nocivos del
movimiento vibratorio, como la fatiga de los materiales involucrados, la reduccién de ruido
y sobretodo, prevenir eventos catastroficos como la resonancia del sistema.

El uso de la calculadora graficadora Tl Nspire CX Cas, proporciona al alumno un
panorama mas amplio en la forma que puede visualizar aspectos técnicos y especializados
como los presentados en el problema anterior y que son:

e Un sistema con nulo amortiguamiento no necesariamente puede generar
oscilaciones dafinas, ya que a través de conocer la relacion entre las frecuencias de
la fuerza excitadora con respecto a la frecuencia del sistema y visualizar el
comportamiento del factor de amplificacion podemos revisar de forma inmediata si
el incremento de la amplitud de oscilacion es riesgosa o0 no, de acuerdo a la grafica
mostrada en donde se vinculan ambas variables. Si esta relacion llegara a ser
cercana a la unidad, tendriamos problemas de resonancia y por lo tanto incrementar
la rigidez del sistema o incorporar un elemento amortiguador, serd la tarea
fundamental para controlar las vibraciones.

e La presencia de una fuerza excitadora hard que el sistema pueda oscilar
forzadamente debido al desplazamiento que sufrira la masa a través del tiempo. Este
debera alcanzar un valor maximo, el cual es necesario predecir para establecer
posible dafios que podrian ocurrir en la estructura.

e El amortiguamiento en los sistemas vibratorios reducen radicalmente la amplitud de
oscilacion del sistema, por lo que deben de incorporarse elementos de este tipo para
disipar la energia presente en el movimiento de la masa.

e La relacidn de frecuencias contribuye adicionalmente a la reduccion de la amplitud
de oscilacion ya que a mayores relaciones, se ha visto que el factor de amplificacion
disminuye gradualmente. Esto debido a que la fuerza excitadora actla tan
rdpidamente que no alcanza a contribuir al movimiento de la propia masa del
sistema.
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Los resultados que se obtuvieron del estudio realizado, demuestran que el uso correcto de la
tecnologia, ademas de evitar procesos extensos de calculo, facilitan la interaccion de varias
variables, logrando con ello concentrarse en la solucion y utilizarla para establecer
propuestas de solucién las cuales son facilmente comprobables al crear algoritmos que
comprueben su efectividad.

La diferencia de puntaje entre las dos propuestas fue de 17 puntos, lo cual es bastante
significativa y pone de manifiesto que el trabajo con tecnologia reduce considerablemente
los errores producto del propio proceso de solucion. Ademas, se demostré que el alumno
tuvo un mejor entendimiento en la interaccion de las variables dindmicas que afectan el
desplazamiento de la masa, lo cual contribuye al proceso de ensefianza-aprendizaje en el
movimiento de un sistema vibratorio.
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