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Resumen

La diversidad de contextos en los que se lleva a cabo la instruccion y la variada
formacion de los profesores de matematicas en el Instituto Tecnologico de Sonora, ha
propiciado la creacion de un taller con el fin de estandarizar las competencias
matematicas de los docentes que participan con el Departamento de Matematicas. Con
base en el principio de la resignificacion progresiva de la Teoria Socioepistemoldgica,
se pretende por medio del taller, desarrollar en los profesores el pensamiento
geométrico y variacional a través de la resolucién de problemas de optimizacion,
utilizando tecnologia, para contextualizar las practicas matematicas y configurar los
significados que se construyen alrededor del concepto de derivada, considerando que
este tipo de actividades permite apreciar a las matematicas en su caracter instrumental
al resolver problemas en situaciones reales.

Palabras clave: Pensamiento geométrico y variacional, optimizacion, GeoGebra
Introduccion

En Meéxico existe amplia diversidad en contextos, realidades y sobre todo, en la formacion
académica de los docentes que imparten clases de Matematicas en todos los niveles
educativos, sin embargo, es en Medio Superior y Superior, en los que la formacion del
docente varia de forma mas marcada, entre matematicos, ingenieros, quimicos, arquitectos,
educadores, administradores, entre otros; esta misma situacion se presenta en los
estudiantes de Maestria en Matematica Educativa (algunos de ellos profesores en servicio),
lo que propicia que su formacion resulte mas compleja (Montiel, 2014).

Esta situacion ocurre en las distintas culturas y las condiciones en las que se instruye a los
profesores cambian de pais a pais, por lo tanto, los investigadores en Educacion
Matematica y los formadores de profesores de Matematicas se enfrentan a problemas
diferentes (Gomez, 2005).

En el Instituto Tecnoldgico de Sonora, las cosas no son muy distintas a las mencionadas
anteriormente, esto ha motivado la creacion de talleres con el fin de estandarizar las
competencias matematicas de los profesores; en particular, la competencia que se busca
desarrollar mediante este taller es el pensamiento geométrico y variacional a través de la
resolucion de problemas de optimizacion en un entorno tecnoldgico basado en GeoGebra.

La eleccidn de este software para generar un entorno tecnologico es debido a que permite
interactuar con los diversos registros de representacion de un mismo objeto matematico de
manera dinamica y todos los cambios generados en el mismo son observables en tiempo
real, ademas de tratarse de una herramienta gratuita y disponible en multiples plataformas.
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El uso de los diversos registros de representacion de los objetos matematicos da la pauta
para acudir a problemas en los que se privilegie el desarrollo del pensamiento y el lenguaje
variacional, como la forma idonea de arribar a los conceptos del Calculo de una forma
efectiva, significativa y con sentido, puesto que el desarrollo del pensamiento y el lenguaje
variacional, a diferencia del algebraico, requiere de la formacion de conceptos apropiados,
del desarrollo de habilidades, la formacion de actitudes y hasta una ruptura con la forma de
pensamiento algebraico para dar una resolucion exitosa a los problemas (Nieto, Chavira y
Viramontes, 2011).

Lo anterior es acorde a lo que menciona Cantoral (2013), la construccion del concepto de
variacion es un proceso dificil y lento, pues requiere la integracion de distintos campos
simbodlicos, numéricos, algebraicos, analiticos, visuales, graficos y geométricos, asi como
una adecuada comprension de procesos matematicos especificos.

El taller estd proyectado en dos etapas, la primera incluye a profesores que imparten clases
de Calculo en los niveles Medio Superior y Superior y la segunda a estudiantes de
licenciatura

Objetivo

Crear un taller para resolucion de problemas de optimizacion en un entorno tecnoldgico
basado en GeoGebra para desarrollar el pensamiento geométrico y variacional, a fin de
estandarizar las competencias matemaéticas de los docentes a nivel Medio Superior y
Superior.

Marco Tedrico

El marco tedrico en que se sustenta la creacion del taller es la Teoria Socioepistemologica,
en particular, el principio de la resignificacion progresiva o apropiacion a través de la
actividad (Cantoral, 2011).

Esto se explica porque la vida del individuo estad en constante cambio e interaccion con
diversos contextos, lo cual permite que se resignifiquen los saberes hasta el momento
construidos, enriqueciéndolos con nuevos significados (resignificacion progresiva) (Reyes,
2011). En ese sentido se asume a la cognicién como la capacidad de hacer emerger el
significado a partir de realimentaciones sucesivas entre lo humano y su medio ambiente
proximo a partir de una interaccién dialéctica entre protagonistas (Cantoral, Farfan, Lezama
y Martinez, 2006). Sin embargo, para establecer una distincion entre los significados
asociados a los conceptos matematicos, con los significados asociados a la actividad
humana, se habla de significacion para referirse al proceso de construir los Gltimos (Montiel
y Buendia, 2013).

Se considera que un escenario pertinente para resignificar el pensamiento geométrico y
variacional de los profesores es un entorno tecnoldgico, como el programa GeoGebra. Su
eleccion se debe a que es gratuito y libre, ademas de brindar las bondades que da la
tecnologia: cambios en tiempo real, reproducibilidad casi instantanea, precision en las
construcciones, dinamismo, entre otros.

Lo anterior, se sustenta en lo que menciona Rojano:

Los ambientes tecnoldgicos se conceptualizan como agentes de cambio con
capacidad de revolucionar las practicas en el aula, reformular los contenidos a
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ensefar, la forma de ensefiarlos y los roles tanto del docente y el alumno, sin
embargo, para lograr convertir los recursos tecnolégicos en agentes de cambio,
es necesario que tanto docentes y alumnos primeramente estén familiarizados
con el uso apropiado de los recursos tecnologicos y por lo tanto es primordial la
capacitacion en este tipo de escenarios (Rojano, 2003).

Dado lo anterior, se considera que la resolucién de problemas de optimizacion dentro de un
entorno tecnoldgico permite contextualizar las practicas matematicas y configurar los
significados que se construyen alrededor del concepto de la derivada.

Metodologia

El taller se detalla en su version para estudiantes, el desarrollo del mismo se divide en 2
sesiones de 4 horas cada una.

La primera sesion comienza con el planteamiento de un problema de tiro parabdlico, sin
proporcionar una funcion que modele la situacion, para resolverlo se organiza a los
participantes en equipos Y, se les proporcionan rotafolios y marcadores para que elaboren
una presentacion en la quese muestre el procedimiento utilizado para resolver el problema.

Terminada la actividad anterior, se invita a los equipos a presentar su procedimiento,;
debido a las diferentes formas de resolver un problema de aplicacion para el que no se
proporciona una funcién, se espera observar procedimientos distintos entre los diferentes
equipos.

Posterior a la presentacion de los procedimientos de los equipos, se plantea un segundo
problema, pero en esta ocasion se proporciona una funcién que modela al problema,
nuevamente se organiza a los participantes en equipos y, se les proporcionan rotafolios y
marcadores para que elaboren otra presentacion en la que se muestre el procedimiento
utilizado para el nuevo problema, para posteriormente invitarlos a mostrarlo, en esta
ocasion se espera observar procedimientos parecidos entre los equipos.

Una vez terminada la presentacion por parte de los equipos se les enfrenta a un tercer
problema, para el que obtener una funcion a partir de la informacion proporcionada y
derivarla, resulta complicado, por lo que se propone modelar el fendmeno utilizando
GeoGebra a fin de resolverlo de manera aproximada, analizando y reflexionando, acerca de
la pertinencia del uso del software en la solucion de los problemas y las ventajas de
observar de forma dindmica los cambios generados en la construccién.

La segunda sesion consiste en profundizar en el uso de GeoGebra como herramienta para
acceder a los objetos matematicos que intervienen en la resolucion de problemas de
optimizacion,. Con dicha finalidad se construye un applet de GeoGebra que recibe una
funcion como entrada y por medio de la recta tangente a un punto sobre la funcién se
observa la dimension geométrica que nos permite obtener la primera y segunda derivada de
la misma a partir del comportamiento de la pendiente de la recta tangente.

Ademas de lo anterior, el applet permite observar y analizar que la primer derivada de la
funcién nos indica los intervalos de crecimiento y decrecimiento (si es positiva 0 negativa),
y qué valor de la derivada coincide con los maximos y minimos de la funcién, asi como el
comportamiento de la segunda derivada de la funcion indica la concavidad y los puntos de
inflexion; en la figura 1 se muestra la pantalla de GeoGebra con el applet terminado.
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~ Vista Grafica
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* Vista Grafica 2

Casillas de verificacion, click para aparecer el trazo indicado

¥ Punto de tangencia a f(x)

¥ Tangente a f{x)

¥ Punto de referencia para f'(x)
I Primera Derivada

I~ Punto de tangencia a f(x)

[~ Tangente a f'(x)

™ Punto de referencia para f'(x)
™ Segunda Derivada

Limpiar pantaHa] [Aleja \/\staJ [Acerca \/lsta]

Funcion|x* - 9x* + 6

Figura 1. Applet de GeoGebra para los problemas de optimizacion.
Exposicion de la propuesta y resultados

El taller se llevd a cabo con la asistencia de 30 estudiantes de Ingenieria en Gestion
Empresarial en el Instituto Tecnoldgico de Cd. Guzman.

Durante la primer sesion se mostraron desconcertados, pues segun sus impresiones, el
primer problema presentado en el taller corresponde a la materia de fisica y no a una clase
de matematicas y puesto que no disponian de una formula especifica para plantear y
resolver el problema, no lograron llegar a una solucién para el mismo, pero se observo que
todos los equipos utilizaron procedimientos diferentes, en la figura 2 se muestra en
enunciado del primer problema.

Un proyectil es lanzado desde el nivel del suelo hacia arriba de manera
vertical, la rapidezinicial es de 50 m/s; se considera |la gravedad a
nivel del mar (9.8 m/s?) y se desprecia la resistencia del aire.

= ¢Cuél es la altura maxima que alcanzara el objeto?
« (En qué momento la rapidez del objeto sera de 10 m/s?

Figura 2. Problema 1 presentado en el taller.

El segundo problema se ilustra en la figura 3, en esta ocasion se les proporciona la formula
que modela al problema, los estudiantes no tuvieron dificultad para analizar la situacion y

lograron resolver el problema mediante el algoritmo de calcular la derivada e igualarla a
cero.
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La posicion en el aire de un delfin que salta fuera del agua esta
determinada por la siguiente funcion

fxX)=—x2+x+2

Determine la altura méxima que alcanzara el delfin en el salto.

Figura 3. Problema 2 presentado en el taller.

Al terminar los dos problemas anteriores se hizo una pausa para reflexionar acerca de los
procedimientos realizados por los estudiantes al intentar resolver los problemas y como la
centracion en los procedimientos algebraicos ha disminuido la conceptualizacion y el
aspecto geométrico que le proporciona la riqueza a los problemas de optimizacion;
concluida la reflexion se presento el tercer problema que se muestra en la figura 4.

Se tienen dos postes de alturas y= 5 metrosy x= 7 metros,

separados una distancia d= 14 metros entre si, ambos atados por

medio de dos tramos de cable a una estaca en comun situada en

algun punto de la separacion entre ellos; como se muestra en la
siguiente figura.

¢En que posicion debera colocarse la estaca con el fin de minimizar la
cantidad de cable utilizada (2 decimales de precision)?

Figura 4. Problema 3 presentado en el taller.

Al intentar responder al problema presentado, los estudiantes primeramente se enfrentaron
a encontrar la funcién que modela al problema, la cual después debia derivarse e igualarse a
cero, para posteriormente encontrar el valor de x que proporciona el valor minimo
solicitado,; ningin estudiante fue capaz de resolver el problema completamente, debido
principalmente a deficiencias en el tratamiento algebraico, no se presento la respuesta al
problema puesto que seria retomado en la segunda sesion del taller. La funcion y su
derivada se presentan en la figura 5.

Funcién que modela

= 2 e 2
L(x) = Vx2 + 25+/ (14— x)? + 49 ol probldinia

—14Vx? + 25 + xVx? + 25+x,/(14 — x)2 + 49

L'(x)=
: (Vx?+25) (J@a=x)7 + 49)

+ Su derivada

Figura 5. Funcion y derivada del tercer problema.
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Durante la segunda sesion, se retomo el tercer problema, pero en esta ocasion poniendo
haciendo énfasis en la resolucion del mismo, utilizando GeoGebra, la actividad consistié en
guiar a los estudiantes a reproducir la construccién geométrica del problema mediante el
uso de segmentos de recta y puntos en el plano en una de las vistas graficas del programa
(ventanas que muestran un eje cartesiano en blanco donde es posible observar la
representacion grafica de los objetos matematicos;, GeoGebra dispone de dos 2 Vistas
Gréficas independientes de dos 2 dimensiones y una de tres 3 dimensiones dependiente de
la llamada Vista Gréafica 1), mientras que en la segunda vista gréfica se utilizaron puntos,
rastros, los ejes y texto para identificar el punto de optimizacion de forma visual, en la
figura 6 se muestra la construccidén geometrica del problema.

oh

18.44137 (5.61444 1844137

Figura 6. Construccion geometrica del tercer problema en GeoGebra.

Posteriormente se introdujo la funcion que modela al problema en la barra de Entrada de
GeoGebra y utilizando la herramienta de Inspeccion de funciones se encuentra el punto
minimo de la funcién completa en el intervalo de 0 a 14 (posibles posiciones de la estaca
que separa a las banderas del problema) y se comparé con el resultado aproximado
obtenido mediante la construccién geométrica., Mediante esta actividad, los estudiantes
fueron capaces de identificar que los problemas de optimizacion pueden modelarse de
forma geométrica, observar sus modificaciones y cambios en tiempo real y obtener
resultados aproximados o exactos dependiendo de la cantidad de decimales (resolucién)
gue se solicita, en la figura 7 se muestra la ventana del Inspeccién de funciones.
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304

o) Le) = (@+25)° + (14 —x + 49)5'

20_\/ % Inspeccién de funciones IéJ

Lix) = e+ 250811 2) = ((14-xF = 40n12) [ D ][ 54 |
154 m
Propiedad Valor
o) Minimo (5.8333, 18.4391) -
0 =x= 14

Figura 7. Ventana de Inspeccion de funciones en GeoGebra.

Terminado el problema y reflexionando sobre las ventajas del uso de GeoGebra para
resolver problemas de optimizacion se orientd a los estudiantes a construir el applet
mencionado anteriormente e ilustrado en la figura 1, este applet permite profundizar sobre
la dimension geométrica que existe detras del algoritmo de derivar e igualar a cero, se
puede observar que por medio de la recta tangente a un punto maévil en la funcién graficay
un punto externo a ella con la misma coordenada en x que el anteriormente mencionado, y
coordenada en y igual a la pendiente de la recta tangente, todas las posiciones del punto
externo coinciden exactamente con todos los posibles valores en y que puede tomar la
derivada de la funcion y que es precisamente donde la derivada cruza al eje de las x (su
valor en y es igual a cero) o bien, la recta tangente a la funcion es paralela al eje x (su
pendiente es igual a cero), la funcién alcanza su punto maximo o minimo. El mismo
procedimiento se realiza sobre la grafica de la la primer derivada para obtener la segunda
derivada y de esta forma, comprobar la concavidad de la funcién y ubicar sus puntos de
inflexion. En la figura 8 puede observarse la construccion de la primera derivada mediante
este procedimiento y en la figura 9, la construccion de la segunda derivada.
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_10_

[Limpiar pantalla] [Aleja Vista] {Acerca Vista]
T
Funcion{x* - 9 + 6 15+

Figura 8. Construccion de la primera derivada con GeoGebra.
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Figura 9. Construccion de la segunda derivada con GeoGebra.

Conclusiones

Con base en las observaciones y los resultados obtenidos en la primera sesion del taller, se
puede concluir que al proporcionarles a los estudiantes una funcién o modelo matematico
para encontrar el valor maximo o minimo de un fenémeno, son capaces de utilizar el
algoritmo de derivar e igualar a cero la funcién para obtener el resultado, sin embargo, al
proporcionarles unicamente el texto sin una férmula establecida de inicio, no son capaces

de obtenerla.

Ademas, fue posible observar que mediante el uso del software GeoGebra y su capacidad
de modelar de forma geomeétrica las situaciones-problema planteadas a los estudiantes, éste
les permite profundizar y reflexionar acerca de la dimensién geométrica y variacional del
problema, sin necesidad de recurrir al uso del algebra para el mismo proceso.
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Posteriormente, la construccion del applet de las derivadas a partir de la pendiente de la
recta tangente permitio a los estudiantes comprender el uso del algoritmo de “derivar e
igualar a cero” una funcion por lo siguiente:

e Fueron capaces de observar en tiempo real como cambia la pendiente de la recta
tangente y como estos cambios son mostrados como un punto que con su movimiento
describen el comportamiento de la derivada de la funcion.

e Mediante las graficas, identificaron que al cruzar la derivada al eje de las x, dicho valor
coincide siempre con un maximo o un minimo de la funcion.

e Ademas, apoyados con la grafica de la segunda derivada, sus signos y sus cruces con el
eje de las x, les fue posible determinar la concavidad de la funcion.
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