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Resumen

Investigaciones en matematica educativa, reportan que un fendmeno que prevalece en el
discurso matematico escolar (dME), es que el conocimiento matemético se considera
utilitario, en donde el centro de atencion son los algoritmos y no los procesos de
construccion de conocimientos (Morales, Mena, Vera y Rivera, 2012). En particular, en el
calculo diferencial es muy comdn considerar a la derivada, simplemente como otra
operacion que hay que realizar sobre las funciones y por tanto, ésta es presentada de forma
abstracta y sin considerar su base empirica (Cantoral, 2013). Es por esta razon, que
reportamos en el presente articulo un acercamiento a la derivada, a partir de desarrollar
actividades de modelacion con el uso de tecnologia en el marco de un laboratorio. Con el
fin de dar cuenta de los significados variacionales que sobre la derivada, estudiantes de
bachillerato generan para favorecer su Pensamiento y Lenguaje Variacional.

Introduccion

En esta investigacidn, abordamos una problematica relacionada con la ensefianza y
el aprendizaje de un concepto de gran relevancia en la ensefianza del célculo, tanto por su
relacién con otros conceptos, como por su aplicabilidad en diversas ramas cientificas: la
derivada.

Se pueden encontrar diversidad de aportes en investigaciones de Matematica
Educativa, sobre la comprension del concepto de derivada y la construccién de significados
sobre la misma. Algunas de ellas reportan conflictos e inconsistencias entre las
construcciones realizadas por los alumnos y lo que se presenta formalmente en un curso de
calculo, por ejemplo: nociones relacionadas con el concepto, los modos de pensamiento
puramente algebraicos y a las especificidades del trabajo técnico (Artigue et al., 1995). En
otras investigaciones, se hace una critica de cémo en libros de texto de calculo de
bachillerato en México, se suele emplear el concepto de limite para eventualmente definir
la derivada, sefialando también que existe una tendencia marcada hacia el uso de algoritmos
0 técnicas preestablecidas en los ejercicios y problemas que en ellos se proponen (Cantoral
y Farfan, 1998; Dolores, 2006).

Acercamientos alternos a la definicion de la funcion derivada por limites, pueden
consultarse en Font (2009), Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares (2008) y Rosado
(2004). Particularmente, se han realizado investigaciones que consideran fundamental el
trabajo de la derivada, desde una perspectiva variacional y su relacion con otras areas, ver
por ejemplo los trabajos de Cantoral y Farfan (1998), Cantoral, Molina, y Sanchez (2005),
Sanchez y Molina (2006), Cantoral (2013) y Dolores (1998a, 1998b, 2000a, 2000b, 2001,
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2006). Asi como trabajos enfocados al estudio de la derivada a través de variaciones
sucesivas (Cantoral, Molina y Sanchez, 2005; Testa, 2004).

Coincidimos con algunas investigaciones en que la ensefianza de este topico se
suele centrar en lo algoritmico, el empleo de las reglas de derivacion (férmulas) o el
tratamiento geométrico desconectado de lo numérico y lo algebraico. Por lo tanto,
pretendemos contribuir en el desarrollo de la préctica docente, respondiendo a la cuestion
de como el estudiante construye significados variacionales sobre la derivada articulando
dos elementos: situaciones de Modelacion-Graficacion (M-G) y un escenario de
Laboratorio. Para ello, se elaboraron disefios fundamentados en la linea de investigacion del
Pensamiento y Lenguaje Variacional (PyLV) y los usos de gréficas que apoyan a la
generacion de significados variacionales.

Nuestro interés en la M-G (Suérez, 2014), es que forma un marco de referencia para
la resignificacion de la variacién, pues en dicha situacién, las gréaficas de las funciones son
herramientas que sirven para modelar el cambio intrinseco a las funciones de posicion,
velocidad y aceleracion, y en donde podrian intervenir entre otras cosas, la razon de cambio
y el manejo simultaneo de dos o mas 6rdenes de variacion. Esto implica una aproximacion
a la nocidn derivada significativamente diferente a la del dME, donde su estudio se basa en
el concepto de limite.

Especificamente, tratamos de establecer un acercamiento a la nocion de derivada
mediante la linea de investigacion del PyLV, para lo cual se redisefiaron situaciones
experimentales de variacion sujetas a modelacion y graficacion, propiciando el uso de
estrategias variacionales en el desarrollo de las mismas. Nuestro anélisis lo centramos en el
nivel bachillerato con estudiantes de la Unidad Académica Preparatoria de la Universidad
Autonoma de Zacatecas (UAPUAZ).

De esta manera, el presente articulo pretende resignificar la nocién de derivada a
partir de situaciones de modelacion-graficacion, que discutan ideas variacionales para
favorecer el pensamiento y lenguaje variacional en dichos estudiantes. Nuestro analisis lo
conforma un estudio de los usos de las graficas que los estudiantes realizan cuando se
enfrentan a dichas situaciones, caracterizando diversas estrategias variacionales, que los
estudiantes emplean en la puesta en escena de una situacion de modelacion-graficacion que
se denomina “Agua Fria”.

Marco Tedrico

Como referente tedrico de la investigacibn empleamos la Teoria
Socioepistemolégica (TS), pues consideramos que el conocimiento matematico sobre la
derivada no es preexistente, sino que se construye y se encuentra normado por practicas
sociales que anteceden al mismo objeto matematico.

Es de interés en esta teoria explicar la constitucién del conocimiento matematico a
través de las précticas sociales, es decir, el interés de estudio no es la produccion
matematica final que logra el hombre, sino el analisis de la actividad humana al hacer y
usar matematicas en un contexto social especifico (Molfino, 2010).

Esta teoria reconoce a la Modelacion-Graficacién (M-G) como una categoria que
genera conocimiento, razon por la cual la argumentacion gréfica tiene un estatus que
permite resignificar ese conocimiento matematico (Cordero, 2006a). Por resignificacion



Revista Electréonica AMIUTEM | 18
Desarrollo del pensamiento y lenguaje ...

entenderemos que no es dotar de nuevos significados un saber matematico o nuevas
definiciones de un concepto, es méas bien:

. reforzar, robustecer, ampliar, enriquecer, articular e integrar un significado ya
existente que las personas tienen y que lo estan usando en un momento o situacién
particular, con una finalidad especifica y en el ejercicio de diferentes practicas
(Cordoba, 2011, p. 70).

Al hacer referencia a la modelacién y no al modelo, nos referimos a que el centro es
el proceso de modelacion, el cual es relevante porque es alli donde los elementos adquieren
significados y se articulan para generar conocimiento, llevando de esta forma la matematica
a un nivel funcional (Morales et al, 2012), pasando a segundo plano el modelo explicito
que da cuenta de algin fendmeno. Considerando ademas, que el constructo tedrico de uso
de las gréficas y su categoria de analisis funcionamiento y forma, permiten explorar la
naturaleza del saber matematico y permite abordar cuestiones acerca de como las graficas
desarrollan conocimiento matematico, como lo explican o como lo fundamentan (Buendia,
2011).

La Socioepistemologia propone una reorganizacion del Calculo, producto de un
andlisis exhaustivo realizado por Cordero (1998) sobre varias investigaciones de corte
epistemoldgico. Esta reorganizacion propone construir el calculo mediante tres posibles
situaciones: variacion, transformacion y aproximacion (Cordero, 2006a; Morales, Mena,
Vera y Rivera, 2012). Y cada una de estas construcciones, tendra asociados ciertos
significados, procedimientos, procesos-objetos y argumentos. De acuerdo con Cordero
(2001), en este tipo de marcos los estudiantes construyen representaciones' y aplican
procedimientos con relacion a: las operaciones que ellos son capaces de hacer, las
condiciones que ellos son capaces de capturar y transformar y los conceptos que ellos van
construyendo progresivamente. Ademads, estos cuatro elementos articulan una
Socioepistemologia del Calculo (SC) la cual, permite hacer un analisis contextual para
conocer el desarrollo de pensamiento matematico en las situaciones.

Finalmente, de acuerdo con Caballero y Cantoral (2013), el Pensamiento y Lenguaje
Variacional es tanto una linea de investigacion como una forma de pensamiento, la cual se
caracteriza por proponer el estudio de situaciones y fenémenos que involucran el cambio, y
donde la necesidad de predecir estados futuros, motiva el estudio y analisis de la variacion.
Los mismos autores caracterizan los elementos del PyLV y sostienen que para generar el
desarrollo del pensamiento variacional, es necesario el uso sistematico e interaccion de los
elementos que lo conforman.

Metodologia

Como habiamos mencionado en los apartados anteriores, la ensefianza tradicional de
la derivada en bachillerato, que es donde se ubica nuestra investigacion, suele centrarse en
practicas algoritmicas y algebraicas, dejando de lado otros procesos como los argumentos
visuales, los enfoques numéricos y el trabajo de ideas variacionales. Por lo que nuestro
objetivo fue precisamente poner en juego este tipo de ideas y procesos, y por ende
desarrollar pensamiento variacional en los estudiantes.

! para Cordero (2001) representacién es concebida no como un instrumento para la transmisién de
informacion, sino como un medio dindmico para la accion social que compone un sistema de recursos para
construir significados.
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Tomamos una postura epistemologica de practicas, en donde la articulacion de los
elementos del PyLV y del binomio M-G? favorecen las construcciones de la SC para una
situacion de variacion. Concretamos esto Ultimo redisefiando tres actividades
experimentales cuyo eje rector fue la variacion y donde el uso de la gréfica fue
determinante en la construccion de las argumentaciones de los estudiantes. Dichas
actividades conforman un escenario de tipo Laboratorio donde los estudiantes exploraron
propiedades de situaciones de movimiento, manipularon diversos materiales, recopilaron
datos en forma manual y emplearon recursos tecnoldgicos. Asimismo, el escenario de
Laboratorio permitié el analisis de simulaciones en software (Geogebra), y de manera
general, generar justificaciones funcionales y resignificaciones del contenido matematico
en cuestion.

Se contemplaron tres situaciones, Area Extrema, Agua Fria y Representando el
Movimiento, las cuales fueron desarrolladas por un grupo activo y entusiasta de 18 alumnos
de sexto semestre del Bachillerato de Fisico-Matematico de la Unidad Académica
Preparatoria Programa VI de la Universidad Autonoma de Zacatecas, ubicada en el
municipio de Trancoso del estado de Zacatecas. La forma en que trabajaron fue en equipos
colaborativos de cuatro integrantes®. Los tres experimentos fueron seleccionados del trabajo
de Suérez (2014), y pasaron por un proceso de redisefio e implementacion con tecnologia
(sensores, calculadoras graficas y software Geogebra). Los estudiantes transitaron por tres
momentos durante el desarrollo de los mismos: la exploracion, que contempla el registro de
sus ideas iniciales y conjeturas (Momento 1) respecto a una situacion especifica;
continuaron con la experimentacion y las multiples realizaciones (Momento 2), la cual
Ilevaron a cabo tantas veces como necesitaron (uso de tecnologia); y finalmente regresaron
a la situacion para confrontar sus conjeturas y lo experimentado con una simulacién de la
situacion en Geogebra (Momento 3).

En concreto, a partir del funcionamiento y la forma de las graficas que surgieron de
la modelacion de las situaciones, los estudiantes participaron en experiencias llevando a
cabo mdltiples realizaciones donde identificaron patrones, hicieron ajustes, relacionaron la
situacion especifica y las graficas que obtuvieron. Logrando un desarrollo en sus
argumentaciones gréaficas, pero todas con eje central el estudio de la variacion.

La puesta en escena de las situaciones en un escenario de Laboratorio

De manera general, en cada situacion de las antes mencionadas, primeramente los
estudiantes tenian la instruccién de construir una grafica que representara la situacion antes
de la simulacion con tecnologia. Una vez que lograron hacer la gréfica (del comportamiento
del area, temperatura 0 movimiento) sin el uso de tecnologia, pasaron a realizar la
simulacion del fendmeno con el sensor y la calculadora graficadora, excepto en la primera,
pues no se disefid de esa manera. Los sensores toman datos de tiempo y distancia o
temperatura que se transfieren directamente a la calculadora, los cuales se pueden guardar
en documentos, de esta manera se obtienen la grafica de la temperatura/tiempo y
distancia/tiempo. La Figura 1 muestra la metodologia del trabajo dentro del Laboratorio.

2 Los elementos caracteristicos del binomio M-G son: miltiples realizaciones, realizacién de ajustes,
identificacion de patrones y desarrollo del razonamiento.
® Excepto el equipo E2 que conté con dos integrantes adicionales por las caracteristicas de los estudiantes.
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Para recolectar la informacion se emplearon diferentes medios y artefactos en un
proceso continuo (grabacion en video por cada equipo y la grabaciéon en audio de las
discusiones de un equipo en particular). Como ya se mencion0, cada experimento
contempld tres momentos y los estudiantes respondieron algunas preguntas por escrito y
registraron sus respuestas en las hojas de papel que conformaban el experimento.

El andlisis de la informacion generada, tanto oral como escrita, se enfocé en el
aspecto cualitativo, y la interpretacion de la misma. Se puso especial atencion en la
identificacion de estrategias variacionales especificas (Caballero y Cantoral, 2013) en las
respuestas y producciones de los alumnos, 1o que a su vez nos permitié dar respuesta al
problema de investigacion.

Trabajo Previo

o Aplcaciin de instrumento de
diagnontico
o Actividades derefuerzo

CEEREES
2
H

Momento 1 Momento 2

|' Ideas v conyesuras previas
\ sobee 2ada stuacion

( Ejecucion de la stuacion
experimental (rrmlacion)

= S ¥captura de datos

~— e —— __,/"

.L---.- e

g —tr
\ l o Midsples regfizacicnes ] l
/.’ s A i
Interaccion ¢ Desanoliocd |

sty
Uso de las graficas (ff, F)

Esttategias vanacienales

§

Momento 3 ’

* Resukados
o Venficacidn de conjoruras
¢ Retroalmertaqén

Figura 1. Proceso de trabajo.
Analisis de Resultados

Por cuestiones de espacio s6lo mostraremos algunos extractos y resultados de la
situacion Agua Fria (AF) para ilustrar lo descrito anteriormente. El objetivo de dicha
situacion es explorar la variacion térmica que presentan dos sustancias a diferentes
temperaturas al entrar en contacto (no directo) hasta llegar a un equilibrio, por medio de un
uso de las graficas generadas a través de sensores de temperatura.

El momento M1 esta formada por tres preguntas. En principio se cuestiona a los
estudiantes sobre qué sucedera a la temperatura de agua caliente al entrar en contacto con
agua fria, pero sin mezclar ambos tipos de agua. Los cuatro equipos contestaron la pregunta
(conjeturaron y formularon hipotesis) recurriendo a sus conocimientos previos (ver
Extracto 1).
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o

Extracto 1. Conjeturas iniciales de los cuatro equipos (M1).

En la tercera pregunta, los estudiantes debian esbozar la gréfica del comportamiento
de la temperatura de los dos tipos de agua conforme transcurre el tiempo. Los cuatro
equipos presentan resultados muy similares aun cuando sélo se les proporciondé como
referente, un plano cartesiano no graduado (ver Extracto 2 y Extracto 3).

Extracto 2. Esbozo de graficas Tiempo-

Temperatura, E2. Extracto 3. Esbozo de graficas

Tiempo-Temperatura, E3.

En particular el tercer integrante del E3 menciona el porqué del esbozo de la grafica
del agua caliente (ver Extracto 4).

(01:33-01:47 )

3E3:  “pues va a ir disminuyendo pero... va a ser gradualmente... como se dice... en picada” [El
equipo decide establecer una graduacion al tanteo y propone los valores de la temperatura
para la misma]

Extracto 4. Codigo variacional del E3

El M2 comprende ocho pasos de la experimentacién (Ver Anexo 1). En él los
estudiantes llevaron a cabo la recopilacion de datos usando los sensores y las calculadoras
graficas, tanto para el agua fria como para el agua caliente. La recopilacion anterior y las
instrucciones de los pasos 6, 7 y 8, ayudaron a que los equipos ejecutaran mdltiples
realizaciones del experimento, notaran regularidad en el comportamiento grafico y
ajustaran los tiempos de captura. Obteniendo con ello datos que fueran muy préximos al
fendmeno real de equilibrio térmico (ver Figura 2, Figura 3 y Figura 4).
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b =~

Figura 2. Llenado de Figura 3. Captura de datos, Figura 4. Estabilizacion de
recipientes, E1. E2. registros de temperatura, E4.

Cabe hacer notar que cuando iniciaban la captura de datos a destiempo, ya sea
porque introducian mal el sensor de temperatura o no efectuaban la captura
simultaneamente, debian repetir el procedimiento hasta lograr una sincronizacion lo mas
precisa posible. En total, y por realizacion, se recopilaron 19 datos para cada tipo de agua a
intervalos de 20 segundos, completando 6 minutos para la variable denominada tiempo.
Para no perder informacion los equipos registraron los datos en las Tablas Ay B (pasos 6 y
8), y construyeron las gréficas para cada tipo de agua diferencidndolas con colores rojo y
azul. Como ejemplo tenemos el Extracto 5 que muestra la captura del equipo E3.

THARO

Extracto 5. Captura de datos primer experimento, E3.

Todos los equipos lograron identificar y establecer las temperaturas iniciales de
cada tipo de agua (incisos a y b del paso 7). Para el agua caliente la temperatura inicial
reportada oscilé entre los 70 y los 80 grados centigrados, mientras que para el agua fria el
dato se ubicd entre 6 y 7 grados centigrados. Ademas, en esta fase los equipos pudieron
corroborar en parte, sus conjeturas iniciales (inciso ¢ del paso 7), por lo que sus respuestas
fueron complementadas con un poco mas de informacién. Como ejemplo se muestra lo
reportado por el equipo E4 (ver Extracto 6).

¢. ¢Concuerda lo que obtuvieron con lo que contestaron en los inciso 1) y iii) al
inicio de la actividad?
(Porqué? : \ o C (O,

Ih £
M |

Extracto 6. Contraste entre conjetura inicial con resultado de la experimentacién, E4.

Se pudo notar tambien que algunos equipos recurrieron a sus conocimientos previos
sobre caracteristicas de graficas de funciones, identificando correctamente en los incisos d)
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y e) del paso 7 que la grafica tiempo-temperatura del agua caliente es decreciente, mientras
que la grafica tiempo-temperatura del agua fria es creciente, sin embargo ninguno explica el
porqué. A partir de estos comportamientos graficos los equipos E1, E2 y E3 dedujeron que
la temperatura de equilibrio entre los dos tipos de agua se encontraria entre los 20 y los 25
grados centigrados, mientras que el equipo E4 si expresa que “aproximadamente 23°C”,
que era la temperatura ambiente real entre las 7 y 8:30 de la mafiana del dia de aplicacion.

Para el inciso h) del paso 7 se vuelven a notar coincidencias en la respuesta de los equipos,
todos ellos concluyen que el agua caliente se enfria méas répido que lo que se calienta el
agua fria, para ello probablemente aluden al comportamiento de las gréaficas (lo visual) y a
la informacion tabular que obtuvieron del experimento. Por ejemplo del E3 tenemos el
Extracto 7.

(57:49-58:16)
4E3:  “las dos cosas al mismo tiempo” [El cual es corregido por su comparfiero de equipo]

3E3:  “el agua caliente cayo muy rapido... hubo una parte en la que iba en picada...”

Extracto 7. ;Qué ocurre mas rapido?, E3.

En el inciso i) del paso 7, se les pide de manera indirecta hacer una prediccion sobre lo que
ocurre con las temperaturas después de llegar al equilibrio térmico; a lo que los equipos E1,
E3 y E4 contestan que se aproxima a la temperatura ambiente, sin especificar qué valor
podria tener ésta, por ejemplo el siguiente extracto (ver Extracto 8).

70N

i. ¢(Qué pasa después de que llega al equilibrio térmico?

y )' CA

Extracto 8. Comportamiento después del equilibrio, E2.

El paso 8 les permite hacer una reproduccion del mismo experimento con la variante de que
deben duplicar la cantidad de agua fria. Los cuatro equipos lo realizan (y repiten) con mas
fluidez, empleando la experiencia adquirida de la fase anterior.

Por el disefio de la situacion, las comparaciones se pudieron efectuar sobre una
misma gréfica y sobre varias graficas del mismo tipo; las primeras con el objetivo de
predecir la temperatura del equilibrio térmico en el primer experimento; y las segundas
sobre comparaciones en reproducciones sucesivas del mismo, en donde se incremento la
cantidad de agua fria. El primer caso, inciso a) del paso 8, cuestiona sobre el cambio de
temperatura que se presentd en los dos experimentos en un intervalo de tiempo determinado
(60-80 segundos). Los cuatro equipos emplearon la estrategia de comparacion entre los
datos numéricos (calcularon las diferencias con los datos de la tabla) para cuantificar el
cambio, es decir, determinaron la variacion de temperatura en dicho intervalo, un ejemplo
de ello lo podemos observar en el extracto siguiente del E3 (ver Extracto 9).
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l Tiempo |('rempcntwadelagua
(seg) | Caliente | Fria |

Cuantificacion de dos estados (E;-E,)

1 0 13C 9 |¢

|20 I66.916.6
EEEWIER

| 60 |=o 94 8.0 |
| 80 | i P | 10 .2
[ 200 J 0.9 | 10.0

Extracto 9. Cuantificacion del cambio de temperatura, E3.

Ademas los equipos concluyen que al duplicar la cantidad de agua fria el agua
caliente se enfria més rapido, por lo que dan indicios de manejar un primer orden de
variacion (ver Extracto 10).

b. ;Qué es lo que notas cuando el agua fria es el doble del agua caliente?

Extracto 10. Cambio del cambio en la temperatura, E3.

Para llevar a cabo el M3, los equipos recuperaron de la calculadora el registro de los
dos experimentos (pasos 6 y 8), pero Unicamente se trabajé con las temperaturas del agua
caliente. Los archivos, nombrados como captural y captura2, se transfirieron, por el
profesor, desde la calculadora gréfica a un archivo en Excel nombrado como
AguaFria.xIsx. Conforme terminaban el paso 8, cada equipo copié sus datos del archivo de
Excel a la hoja de calculo del archivo AguaFria.ggb (Geogebra), inciso a) del paso 9. Los
equipos seleccionaron los datos de la hoja de calculo de Geogebra (inciso b del paso 9) y
generaron los puntos en la vista gréafica, obteniendo la distribucion puntual del agua caliente
para los dos experimentos (ver Figura 5 y Figura 6).

Figura 5. Generacion de puntos en Figura 6. Comparacion de datos en
Geogebra, E2. Geogebra, E2.

Aun cuando sélo se les solicité la estimacion del cambio en el intervalo 60-80
segundos, algunos equipos aprovecharon el dinamismo de la actividad para practicar con
las rectas paralelas, e hicieron la comparacion entre otros valores y con intervalos
diferentes. Para referirse a la medicion de los cambios se utilizd la notacion incremental,
pero haciendo énfasis en que este cambio es negativo (decremento de temperatura). Lo
trabajado en el inciso a) del paso 8 y d) del paso 9 hizo referencia a un comportamiento
hasta cierto punto local, por referirse a un intervalo especifico en el que s6lo hay registro de
dos puntos. Sin embargo la captura se puede configurar para que se registren datos
suficientes como para que la representacion grafica parezca una curva continua.
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Para el inciso e) los equipos E1, E3 y E4 contestan que el agua caliente se enfria
mas rapido, mostrando evidencia de que conocen o tienen la nocidn de un primer orden de
variacion (ver Extracto 11).

e. ;Qué es lo que notas cuando ¢l agua fria es el doble del agua mhmtc’

8
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Extracto 11. Nocion de un primer orden de variacion mediante el grafico, E4.

Con las reproducciones anteriores del experimento se pretendié que en el inciso f),
los equipos predijeran el comportamiento grafico si se agregaba el triple de agua fria y se
conservaba la cantidad de agua caliente. El equipo E1 respondié haciendo referencia al
comportamiento grafico, utilizando frases que involucraron rapidez de descenso de
temperatura o incremento de la misma, mostrando nuevamente la nocion de un primer
orden de variacion, es decir, de como cambia la temperatura (ver Extracto 12).

f. ¢(Coémo sera la grafica en ese mismo intervalo si se agregara el triple de agua
irla‘) )

Extracto 12. Nocion del cdmo cambia el cambio, E1.

Finalmente, la cuantificacion de los cambios en los incisos a (pregunta 8) y d
(pregunta 9) les permitié aproximar el valor del cambio. Por ejemplo el E1 cuantifica un
cambio de 0.7 grados entre el experimento inicial y el experimento en que se duplica la
cantidad de agua fria, con ello proporcionan un intervalo para el posible valor (ver Extracto
13).

i. ;Aproximadamente cual seria ¢l valor del cambio?

Extracto 13. Prediccién del cambio al triplicar la cantidad de agua fria, E1

En el experimento, emerge el estudio de la variacion cuando los equipos usan
codigos variacionales, los cuales estan presentes en expresiones como “se va a llegar al
equilibrio”, “la temperatura baja sube y la alta baja... y se mantienen estables”, “pues va
a ir disminuyendo pero... va a ser gradualmente... como se dice... en picada”, “el agua
caliente cayoé muy rdpido... hubo una parte en la que iba en picada...”. Ademas con gestos
0 ademanes con su cuerpo como por ejemplo: cuando el estudiante mueve la mano derecha
de forma horizontal, indicando estabilidad; cuando mueve ambas manos de arriba hacia
abajo hasta nivelarlas, es decir eventualmente las ubica a la misma altura; al mover la mano
derecha hacia la izquierda y viceversa; o cuando mueve las dos manos hacia el frente,
proyectando que eventualmente las temperaturas llegaran a ser iguales.

El andlisis de las producciones de los equipos en los tres momentos, permitid
identificar argumentaciones de los estudiantes para la situacion AF, sintetizadas en la Tabla
1. Asimismo enunciamos los funcionamientos y formas de las graficas que los estudiantes
generaron al momento de interpretar, construir y reflexionar sobre la grafica.
Complementamos este analisis, incluyendo qué argumentos variacionales generaron los
estudiantes en la argumentacion sobre la situacion. La tabla 1 condensa nuestro analisis y



Revista Electréonica AMIUTEM | 26
Desarrollo del pensamiento y lenguaje ...

conforma un marco de referencia para la resignificacion de la derivada en la situacion Agua
Fria como un argumento que permitio analizar local y tendencialmente el comportamiento
de la grafica de la temperatura.

La articulacion de las estrategias variacionales usadas durante la situacién, nos
permite afirmar que desde el uso de las gréficas, los estudiantes delimitaron un argumento
que consiste en que: a mayor cantidad de agua fria mas rapido se enfriara el agua caliente, y
el tiempo de equilibrio térmico se reduce. A pesar de que las proporciones de agua sean
diferentes, el comportamiento gréafico global serd muy similar.

Conclusiones

En la situacion Agua Fria, el empleo de sensores de temperatura y calculadoras
graficadoras contribuyd de manera positiva en la realizacion y reproduccién de la misma,
pues con su uso los estudiantes, lograron capturar datos tantas veces como consideraron
necesario. Pudieron observar el comportamiento de la temperatura en las graficas
registradas en la calculadora.

Se opto por transferir los datos a Geogebra, con el objetivo de tener una visién mas
amplia, tanto por el tamafo de la pantalla como por la realizacion del M3 en este software.
Durante la captura de datos, los cuatro equipos comprendieron el funcionamiento de los
sensores de temperatura y consensaron los ajustes para lograr una reproduccion del
fendmeno lo mas aproximada posible. Esto les permitié contrastar sus conjeturas iniciales,
notar regularidades, visualizar comportamientos simultaneos de temperaturas e identificar
patrones de comportamiento grafico. Lo anterior repercutid positivamente pues en el M2, el
registro tabular y el grafico correspondiente se puede apreciar en los resultados de sus
producciones.

Como ya habiamos mencionado, la articulacion de esas argumentaciones con los
elementos del PyLV y la M-G ayudaron a caracterizar un uso de la grafica con su
respectivo funcionamiento y forma (ver Tabla 1). La gréfica fue usada para analizar
comportamientos locales y la tendencia de la temperatura conforme transcurre el tiempo
(Usoyup), en este caso coincidimos con el tercer uso de la gréafica identificado por Zaldivar
(2014). El funcionamiento (for) que le dieron los equipos a la gréfica en esta situacion, fue
el de herramienta para anticipar el comportamiento de las temperaturas del agua fria y
caliente que estan en contacto directo, pero sin mezclarse. Para ello, mas alla de capturar
datos y reproducir el experimento, tuvieron que identificar y analizar cambios locales en la
temperatura (Fap). Se lograron poner en juego las estrategias variacionales de
Comparacién y Prediccion.

El escenario de laboratorio sustentado en situaciones, fue un espacio en la clase de
calculo diferencial en donde los estudiantes tuvieron la libertad de expresar lo que
pensaban, de reflexionar, conjeturar, emplear la intuicion, explorar, de ofrecer alternativas
de solucién, experimentar las situaciones, discutir, refutar y consensar en equipo para
establecer sus argumentos. En este escenario de trabajo, los equipos pusieron en juego sus
conocimientos previos, construyeron sus propios datos, vivieron la situacion de manera
muy diferente a una clase tradicional; construyeron conocimiento al usar gréaficas, el
cambio y la variacion e identificaron comportamientos en el fenomeno de equilibrio
térmico.
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Tabla 1. Analisis de situacion Agua Fria.

SITUACION: AGUA FRIA

Uso de la grafica (Uso,4f): Andlisis del comportamiento local y tendencial
Funcionamiento de la gréfica (f 4r): Anticipar el comportamiento tendencial estable
Forma del uso (F 4¢): Identificar y analizar cambios locales

CONSTRUCCIONES ARGUMENTOS
VARIACIONALES

La varicion es entendidacomo | ¢ Al incrementar la cantidad
Variacion SIGNIFICADOS | una cuantificacion de cambios de agua fria varia la
de temperatura respecto del temperatura de
tiempo. enfriamiento del agua
Obtener graficas por medio de: caliente, conservando
Multiples e Captura de datos con comportamiento grafico.
Realizaciones sensores y calculadoras. e Elequilibrio térmico se
e Distribucién de puntos. logra cuando la grafica
e Simulacion con software. temperatura-tiempo para el
P Relacionar la tabulacion y la agua caliente y el agua fria
(F; gréfica con los cambios entre coinciden (tienden al
p las variables, notando la mismo valor).
Identificacion E dependencia de la temperatura | ® L@ variacion entre la
de Patrones D respecto del tiempo temperatura y el tiempo no
' (comportamiento gréfico es constante, es mas
M similar). pequefia cuando se acerca a
,IE Predecir el equilibrio térmico la temperatura ambiente
N comparando temperaturas con (equilibrio térmico ).
T diferentes proporciones de agua | ® Lacomparacion de dos
O fria y agua caliente. estados (entre graficas)
3 - permite predecir la
Comparamon_de temperaturas temperatura a cierto tiempo
L en intervalos iguales. (bajo ciertas condiciones).
Realizacién de Reproduccion de experimento
Ajustes hasta obtener una curva con
comportamiento decreciente
(creciente). ESTRATEGIAS
Asociar comportamientos a la VARIACIONALES
grafica temperatura-tiempo.
Asociacion de un grafico » Comparacién
Desarrollo del FROEESDS: (distribucion de puntos) con el
Razonamiento OBJETOS comportamiento de la » Prediccion
temperatura respecto del
tiempo. (Equilibrio como
gréfica: Curva-
Temperatura/Tiempo).

Las tres situaciones experimentales desarrolladas en el proyecto, permitieron
resignificar la derivada a través del uso de las graficas, rompiendo con el tratamiento
estatico, algoritmico y con significados parciales producidos al trabajar con el limite,
prevalecientes en el dME. Enfatizamos el uso del cambio y la variacion, para construir
argumentaciones de la derivada opacas en la ensefianza tradicional.
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Finalmente, cabe sefialar que los disefios experimentales y las simulaciones en
Geogebra se centraron en los procesos de cambio, enfatizando en las preguntas del M2 y
M3, la identificacion de aquello que cambia, cuantificarlo y analizar como varian los
cambios. Y como afirma Cantoral (2013), el conocimiento matemaético para constituirse en
saber, exige de su uso. Precisamente eso es lo que hemos propiciado en estas situaciones
experimentales. Pues el estudiante desarrolla en las situaciones la M-G, que de acuerdo con
Suéarez (2014), permite resignificar la variacion.
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Anexo 1: Experimento

Pasos:
1.

Calienten agua (en la estufa o cafetera) y llenen el vaso de plastico que tiene la
marca roja (hasta esa altura), con cuidado de no quemarse.

En otro vaso viertan agua previamente enfriada con hielos (la
misma cantidad que el agua caliente-marca azul) y
depositenla en el recipiente R, evitando derramar liquido.

Coloquen la punta de un sensor en el agua caliente y otro en el
agua fria y esperen 15 segundos para que se estabilice un poco
la temperatura del sensor con el agua, aparecera algo similar a
la imagen.

Cambien en las dos calculadoras de la vista medidor m a la vista tabla

Transcurridos los 15 segundos, coloquen el vaso que contiene el agua
caliente dentro del recipiente que contiene el agua fria, evitando mezclar los tipos de
agua y sin sacar los sensores, y presionen la tecla de [§§ recopilaciéon de datos
en ambas calculadoras al mismo tiempo.

Copien los datos recopilados en la vista tabla tanto de la temperatura del agua
caliente como del agua fria en las columnas correspondientes de la Tabla A y hagan
las graficas correspondientes a las variaciones de temperatura del agua caliente
(rojo) y del agua fria (azul). Guarden los datos con el nombre captural.
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7. Preguntas para reflexionar
a. ¢Cudl es la temperatura inicial del agua caliente?

b. ¢Cuél es la temperatura inicial del agua fria?

c. ¢Concuerda lo que obtuvieron con lo que contestaron en los inciso i) v iii) al
inicio de la actividad?

¢Por qué?

d. ¢Como es el comportamiento de la grafica que obtuvieron para el vaso de
agua caliente?

A) Creciente B) Decreciente C) Ninguna

e. ¢Cdémo es el comportamiento de la grafica que obtuvieron para el agua fria?
A) Creciente B) Decreciente C) Ninguna

f. ¢Cual es aproximadamente la temperatura de equilibrio entre el agua
caliente y el agua fria?

g. ¢Cdémo se comporta la temperatura del agua caliente con respecto al tiempo?

h. ¢Qué es mas rapido, el agua caliente enfriandose o el agua fria
calentdndose?

i. ¢Qué pasa después de que llega al equilibrio térmico?

4
8. Repitan el 1‘:;
procedimiento desde e
el paso 1 hasta el 7, 85
ero ahora agreguen el -
b greg Tabla B

doble de agua fria

(vasos con marca

azul) y registren los

datos en la Tabla B.

Guarden los datos con

el nombre captura2.
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