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Resumen

La presente investigacion, toma como referente tedrico la Visualizacion Matematica
(Zimmermann y Cunningham, 1991), con el objetivo crear una propuesta didactica que,
apoyada del software Geogebra, contribuya a la comprension del concepto de Identidad
Trigonomeétrica en el nivel medio superior. Bajo la metodologia de la ingenieria didactica,
se hace un analisis previo del concepto que permite estructurar una serie de actividades
para promover la interrelacion (tratamiento, transito y conversién) de representaciones, y
con ello determinar el grado de comprension que los estudiantes adquieren del concepto,
de acuerdo a los niveles de visualizacion (Hitt, 1998) alcanzados.

Keywords: Teaching approach, Mathematical visualization, Trigonometric identities,
Representations, Geogebra.

Abstract

This research takes the Mathematical Visualization (Zimmermann and Cunningham,
1991), as theoretical reference, to creating a didactic approach supported by Geogebra
software, that contribute to the understanding Trigonometric Identity in the upper middle
level. Under the didactic engineering methodology, a previous analysis of the concept is
made that allows structuring a series of activities to promote the interrelation (treatment,
transit and conversion) of representations, and with that to determine the degree of
understanding that the students acquire, in accordance to the gain levels of visualization
(Hitt, 1998).

Introduccion

La imparticion del tema de Identidades Trigonométricas en el nivel Medio Superior
tradicionalmente se aborda de manera algoritmica, lo que ocasiona que la comprension de
las mismas se vea limitada al calculo numérico.

Esta propuesta busca enriquecer este tratamiento, haciendo que los estudiantes tengan a su
disposicion diferentes representaciones, con las cuales puedan interactuar y lograr crear
imagenes mentales que les permitan la construccion y comprension del concepto de
Identidad Trigonométrica. En este proceso, el estudiante representa, transforma, propone y
logra dar sentido al objeto matematico de Identidad Trigonométrica.

Basados en la Ingenieria Didactica, (Artigue, Douady, Moreno, y Gémez, 1995), nuestra
metodologia considera la realizacion de un analisis preliminar en 3 dimensiones, como base
del disefio de una situacion didactica, que sera validada mediante un andlisis a priori y a
posteriori de la misma.
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Con todo lo anterior, se disefia, valida y experimenta una secuencia de actividades con uso
de tecnologia (GeoGebra), como herramientas para la ensefianza y aprendizaje del tema de
Identidades Trigonométricas en el nivel medio superior, con la intencion de que los
alumnos logren, altos niveles de comprension (Hitt, 1998) promovidos con la construccién
de redes de representaciones.

Referente Tedrico

Historicamente, la visualizacion ha jugado un papel muy importante en la comprensién y
evolucion de las matematicas, por ejemplo, Torres (2004) menciona que:

En 1945, Jacques Hadamard, realizd una investigacion entre algunos
matematicos a fin de determinar sus métodos de trabajo. La conclusion a la
que llegd fue sorprendente: casi todos ellos, salvo contadas excepciones,
dijeron no atacar los problemas en términos verbales o algebraicos, sino con
base en una vaga imaginacion visual (Torres, 2004, p. 20).

En la época de los Pitagdricos, la visualizacion era sumamente importante, ya que el
descubrimiento estaba ligado a procesos visuales; méas adelante, en la época de Euclides,
imperan en la matematica los procesos logico-deductivos, en los que la visualizacion
empieza a jugar un papel secundario.

Por esta razon, consideramos que un acercamiento didactico en el aula debe tomar en
cuenta el razonamiento légico-deductivo (formal), sin dejar de lado la parte inductiva que
se promueve en la visualizacion:

La visualizacion matematica de un problema juega un papel importante, y
tiene que ver con entender un enunciado mediante la puesta en juego de
diferentes representaciones de la situacion en cuestion (Hitt, 2003, p. 3).

En el mismo tenor, autores como Zimmermann y Cunningham (1991), sefialan que “la
visualizacion matematica es el proceso de formar imagenes (mentalmente, con lapiz y
papel, o con ayuda de tecnologia), usando tales iméagenes efectivamente para un
descubrimiento y comprension matematica. La visualizacion no es el fin mismo, sino el
entendimiento”.

De acuerdo a Hitt (1998), visualizar es crear ricas iméagenes mentales que el individuo
pueda manipular en su mente, ensayando diferentes representaciones del concepto vy, si es
necesario, usar el papel o la computadora para expresar la idea matematica en cuestion;
aclara también que comprender un concepto implica una articulacion coherente de las
diferentes representaciones que intervienen durante la resolucion de problemas, es decir, un
concepto matematico visto en sus diferentes representaciones proporcionara informacién
especifica, que le daran solidez al concepto mismo.

En relacion a las representaciones, Duval (1993) establece que, dado que cada
representacion es parcial con respecto al concepto que representa, debemos considerar
como absolutamente necesaria la interaccion entre diferentes representaciones del objeto
matematico para su formacion. La comprension de un contenido conceptual reposa en la
coordinacion de al menos dos registros de representacion. En otras palabras, la aprehension
de un concepto solo se lograré si existen actividades de conversion de una representacion a
otra y viceversa propiciando con esto la construccion de los conceptos matematicos. Las
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tareas de conversion entre representaciones y la manipulacion coherente de tales
representaciones permitiran una sélida construccion del concepto en cuestion.

Asi pues, Se presenta el diseio de una secuencia que busca el transito entre
representaciones semidticas (Duval, 1998), analizada bajo la visualizacion matematica de
Zimmermann y Cunnigham (1991), estrechamente ligada a los niveles de comprension de
conceptos de Hitt (1998), de los cuales se manejan 4 (Adame, 2017).

Metodologia

La concepcion de la presente propuesta estuvo regida por la metodologia de la Ingenieria
Didéactica, que se caracteriza "por un esquema experimental basado en las realizaciones
didacticas en clase, es decir, sobre la concepcidn, realizacién, observacion y anélisis de
secuencias de ensefianza™ (Artigue, et al, 1995, p.36) y que consta de cuatro fases: analisis
preliminar, concepcion y analisis a priori, experimentacién y analisis a posteriori y
validacion.

El andlisis preliminar a su vez de divide en tres dimensiones, la figura 1 muestra cada una
de las dimensiones, el analisis que se realiz6 al respecto y los resultados obtenidos.

Epistemoldgica Cognitiva Didactica

4 N\ 4 N\ ( A
Errores tipicos que 6 libros de texto y 1 Plan de
presentan los estudiantes al Estudios del Nivel Medio
trabajar con Identidades Superior

Trigonométricas
\ J \ J \, J

Surgimiento de las
Identidades
Trigonométricas

4 N\ 4 N\
No las recuerdan, muestran
problemas algoritmicos al
realizar ciertas

simplificaciones.
. J . J .

(" Actividades que involucren )
la construcciony
comprension de con la
inclusidn de gréficas seran
de gran importancia.

Los inicios de estos
conceptos fueron
totalmente geométricos

J/

Figura 1. Esquema del analisis preliminar realizado

Tomando en cuenta las tres dimensiones del analisis preliminar, entramos a la segunda fase,
concepcion y andlisis a priori, en la que se disefid un instrumento interactivo que consta de
una secuencia de seis actividades guiadas ligadas a ocho programas desarrollados en el
software “GeoGebra”, donde los estudiantes pueden interactuar con distintas
representaciones del concepto de Identidad Trigonomeétrica.

A continuacion, se describen las actividades contenidas en la secuencia, asi como los
principales objetivos y analisis a priori que se tiene de cada una de ellas.

Actividad 1. El objetivo de esta actividad es que los estudiantes deduzcan de manera
intuitiva las Identidades Trigonométricas basicas. Se les pide que asocien diversas
expresiones trigonométricas con una grafica que es Unica para cada expresion, como se
muestra en la figura 2.
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Figura 2. Entorno GeoGebra de la actividad 1

En esta seccion el estudiante identifica dos tipos de representaciones del mismo ente
matematico, la representacion algebraica y la representacion gréfica, y se espera que sea
capaz de transitar entre ellas.

Actividad 2. EIl objetivo de esta actividad es que mediante la manipulacion del circulo
trigonométrico, los estudiantes encuentren los valores de las expresiones trigonométricas
para distintos angulos e identifiquen cuéles valores son idénticos (véase figura 3).

==
’ o o=

Figura 3. Representacién tabular empleada en la actividad 2
En esta seccion, mediante la representacion tabular, podran observar la similitud de los
valores obtenidos y la equivalencia entre expresiones trigonométricas distintas

Actividad 3. El objetivo es que los estudiantes deduzcan la Identidad Trigonométrica
sen’x + cos?x =1y comprendan su significado; se utiliza como recurso el circulo
trigonomeétrico y el Teorema de Pitagoras (véase figura 4).
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Figura 4. Representacion grafica de la actividad 3

Actividad 4. El objetivo es mostrar al estudiante que existen expresiones trigonomeétricas
en apariencia iguales, pero que no son identidades trigonométricas (véase figura 5); se les
muestra una supuesta equivalencia entre expresiones trigonométricas y se le cuestiona de
qué manera se podria saber si la expresion es verdadera. Se espera que el estudiante haga
referencia en su respuesta a alguna de las alternativas propuestas con anterioridad como son
el trazo de gréficas y/o la tabulacion.

o

Vieta Goatca

W e+ RIS

Figura 5. Ambiente de trabajo de la actividad 4

En esta actividad se les define el concepto formal de Identidad Trigonométrica y se les pide
que saquen sus propias deducciones. Se espera que el estudiante concluya que la expresion
trabajada no es identidad porque no es valida para todos los valores de angulos.

Actividad 5. Su objetivo es mostrar al estudiante que los valores de cualquier angulo en
expresiones trigonométricas equivalentes hacen verdadera la identidad. Se muestra una
equivalencia entre expresiones trigonomeétricas (figura 6) y mediante el trazo de graficas y
evaluaciones en diversos angulos en una representacion tabular, van descubriendo que
realmente se trata de una equivalencia.
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A

Figura 6. Entorno gréfico y tabular utilizado en la actividad 5

Actividad 6. En esta actividad se busca introducir un método para comprobar una
equivalencia de manera algoritmico-formal, sin necesidad de obtener valores para casos
particulares (véase figura 7). Se muestran los graficos de ambos lados de la equivalencia y
el estudiante va haciendo modificaciones en las expresiones encontrando que existen
cambios que perjudican las graficas iniciales y otros cambios que mantienen las graficas
intactas.

tanix) + colix) secix) cscix)

L
Figura 7. Entorno de trabajo para la actividad 6

La segunda fase de la metodologia, se refiere a la experimentacion; ésta se llevo a cabo en
el del Centro de Educacion Media de la Universidad Autonoma de Aguascalientes (CEM-
UAA) con un grupo mixto de 51 estudiantes (33 mujeres y 18 hombres) del segundo
semestre (véase figura 8), cuyas edades oscilaban entre los 15 y 16 afios; se realizd en el
aula habitual de clases, contando con varias computadoras portatiles para el desarrollo de
las actividades en GeoGebra.
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Figura 8. Grupo de estudiantes trabajando en la propuesta

En todo el momento el docente-investigador estuvo presente como guia, coordinando los
tiempos de cada una de las actividades y dando retroalimentaciones pertinentes y
oportunas.

En total se aplicaron 6 actividades en un lapso de 7 dias, en sesiones de aproximadamente
50 minutos en donde los estudiantes interactuaron con el software, al mismo tiempo que
completaban las actividades de la secuencia.

Una vez concluida esta etapa, nuestra metodologia propone realizar un Analisis a
Posteriori, que consiste en una confrontacién entre lo esperado y lo ocurrido; para ello, se
procedié a hacer una revision de las respuestas de los estudiantes, implementando una
codificacion de las redes de representacion (tratamientos, coordinaciones y conversiones),
logradas por cada estudiante (Adame, 2017), con la finalidad de determinar el nivel de
visualizacion (Hitt, 1998) alcanzada, un el ejemplo de esto se presenta en la figura 9.

Pregunta 1 | Pregunta 1 | Pregunta 2 | Pregunta 3 | Pregunta 3
T+ CT->A CT->A CT->V CA->V
E_1 0 0 1 1 0
E_2 1 0 2 1 0
E_3 0 0 0 1 0
E_4 0 0 0 1 0
E_5 1 0 1 1 0

Figura 9. Ejemplo de codificacion y condensado de respuestas

Resultados

Los resultados que se muestran a continuacion representan una sintesis de las tablas de
codificacion creadas para ubicar a los alumnos en los diferentes niveles de visualizacion de
acuerdo al numero de interrelaciones realizadas de manera satisfactoria en las actividades
planteadas.

En actividad 1, si el estudiante identificd que existen expresiones trigonométricas distintas
que producen las mismas graficas completaria las especificaciones del nivel 2 de
visualizacion.

> s 1<
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Figura 10. Respuesta de un estudiante nivel 2 en actividad 1

Logramos observar que en general, los estudiantes pueden identificar similitudes en la
representacion grafica y que existen expresiones trigonométricas (en apariencia distintas)
que producen las mismas graficas.

Respecto a la actividad 2, se esperaba que el estudiante, pudiera observar la similitud de los
valores numeéricos de las distintas identidades, presentadas en una representacion tabular
con diferentes angulos; con ello serian capaces de transitar del registro tabular al
algebraico; sus respuestas nos dejan ver que lograron identificar la equivalencia de las
identidades presentadas en la actividad (ver figura 11) y con ello ubicarse en el nivel 3 de
visualizacion.

formula?

(Como escribirfas lo observado a manera de

A L
e $
—-laa —_— - -—— - -

Figura 11. Respuesta de alumno en la actividad 2

En la actividad 3, con ayuda de la representacién grafica y tabular, los estudiantes
identifican lo que sucede con la suma del sen?x y cos?x para distintos valores de angulos,
con ello, pueden deducir una expresion matematica (ver figura 12) adquirir el nivel 1 de
visualizacion.

¢Cudl serfa la expresién matematica que represente los comportamientos observados?

4 —— - —— —
— —— S < (T AN S s] ——_. S "J

Figura 12. Respuesta obtenida en la actividad 3

En la actividad 4, tras trabajar con una expresion que no representa una identidad, poco a
poco, con ayuda de la representacion de grafica y aritmética presentada en distintos valores
particulares, logran identificar la falsedad (ver figura 13), e indicar que no se trata de una
identidad.
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De acuerdo a la definicién anterior. ;Qué concluirfas de la expresion trabajada

en este ejercicio? Justifica ampliamente tu respuesta.

Lo expEeien gue (e muesnd en el punio L
NO_€ec ung Jdenhdad jnaonoone it |, pued

No _Jje (umpie v qodol i‘ (171\‘1\.\(_;3 J-‘\uf_
LN alauwnoi. M me pude _[(_Ar, U €N ' ‘
—nyLel \af A NG | J lu table de

= 102 1 €N wviiaawng WA ye Julttr o
uaule | \¢ ERTATAL (e

Figura 13. Respuesta de un estudiante, pregunta Actividad 4

En la actividad 5, se pretende que una vez que detectaron cudndo una ecuacién
trigonométrica no es una identidad, tengan elementos para identificar cuando ésta se
cumple, se les presenta una en particular en representacion grafica y tabular; esperando que

ellos lo deduzcan, como se muestra en la figura 14.
¢Cémo podriamos saber si la expresién anterior es verdadera?, es decir, ;cémo

podriamos saber si se trata de una Identidad Trigonométrica o no? Describe

posibles sugerencias para solucionar esta interrogante.
usand  Ohox a¥a \dodek . Resoluerek IO\ YR CxDxe
MONCS N 00d€y ver 10Y Stenlhade v ConDonar 108

Lo4cf AY |

Figura 14. Respuesta de alumno en actividad 5

Casi al termino de la actividad se le cuestiona al estudiante si cree que habrd una manera
de probar si una expresion es verdadera o no sin utilizar un software como GeoGebra, sus
respuestas (figura 15) dejan ver que hacen referencia al tipo de actividades realizadas

previamente.
¢Existird algn 4ngulo para el cual la igualdad anterior no se cumpla? ;Cémo

podrias encontrar dicho valor en caso de existir? Justifica tu respuesta.

e / podnonnos yPy COOO

T

A f r Ci ¥

i i A
Figura 15. Respuesta de alumnos a formas de encontrar identidades

En relacién a la ultima actividad de la secuencia, los estudiantes mostraron que podian
identificar identidades equivalentes por diferentes métodos (ver figura 16), con lo cual
podemos ver que ellos han sido capaces de desprender el concepto de su representacion, es

decir, apropiarse del mismo,

>[5 | <
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Cuando estés preparado da clic en el segundo “pasito”. ;Qué sucedié con la

expresion trig btrica ante ?:Qué Y ]
pre rU1lra,:unnmotrl(,zamcrmr:"‘Que,algurxtmn se tuvo que realizar para que

el cambio anterior se produjera? (Si necesitas regresar un paso atras da clic en

el primer "pasito”)

TN _S:L,’ o o A‘r | e ! ¢ P 1
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C Y ¢ [ v

dad s d M L2

Figura 16. Respuesta de alumno a actividad 6

Con las actividades planteadas, una vez que se crearon las redes de representaciones, de los
51 estudiantes que participaron, encontramos que 46 alcanzaron un nivel 3 de comprension,
mientas que 5 fueron capaces de transformar, generar, comunicar y reflexionar sobre la
informacion que se les presentd, lo que para nosotros los hace visualizadores en potencia,
es decir, pudieron alcanzar el nivel 4, que fue el més alto que se promovio con la jnn .

Conclusiones

En una época en donde todo cambia a pasos agigantados, es importante reflexionar sobre
las formas de ensefianza en las aulas. En este sentido la tecnologia puede tomar un papel
relevante al momento de ser utilizada en beneficio del proceso de ensefianza-aprendizaje,
proponiendo alternativas didacticas que la incluyan.

Los resultados arrojados en este estudio dan prueba de que la visualizacion matematica,
concebida a través de un disefio cuidadoso de actividades en el que intervienen tanto la
interrelacion de diversas representaciones de los objetos matematicos como las
herramientas tecnoldgicas, son un medio que permiten a los estudiantes desprender el
objeto de sus representaciones, al tiempo que al crear redes entre estas ultimas van logrando
un mayor nivel de comprensién de los objetos trabajados.

La utilizacion de una herramienta tecnoldgica fue crucial para este estudio, pues favorecio
de sobremanera la actitud de los estudiantes hacia el tema; ademas de que la representacion
de los objetos no habria sido posible de otro modo; ain mas, la implementacion de la
metodologia elegida, en la que se realizan diversos analisis preliminares como base
principal para la concepcion de la secuencia, nos permitié considerar aspectos en los que
los estudiantes pudieran externar las imégenes mentales que en ellos se generan al
momento de manipular el objeto en sus diferentes representaciones, creando con ello redes
de representacion lo suficientemente solidas para dar muestra de la comprension del objeto
mismo.
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