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Resumen

Este documento presenta los avances del trabajo de tesis que lleva por titulo Solucion de
problemas que se modelan con ecuaciones lineales con empleo de GeoGebra. Dicha
investigacion se enfoca en el uso de la tecnologia mediante el programa GeoGebra, en el
cual se desarrollaron applets, para ser utilizados como apoyo en la modelacion de
problemas que involucran ecuaciones lineales. Se presenta un ejemplo de una actividad
aplicada al grupo experimental durante la fase de experimentacion, la cual se desarroll6 con
un grupo de estudiantes de primer grado de educacion media superior. Dicho tratamiento
consistio en la resolucion de problemas mediante la modelacion matematica, relacionados a
fendmenos fisicos presentes en situaciones de la vida cotidiana, mismos que involucran
ecuaciones lineales. El analisis de dicho tratamiento mostr6 que los estudiantes, al
interactuar con el applet, lograron construir el modelo matematico necesario para la
resolucion del problema. Esto gracias a la simulacion mediante la manipulacion de los
applets.

Introduccion

La literatura acerca del aprendizaje de ecuaciones lineales muestra que existe limitada
comprension y asimilacion en dicho tema (Flérez, 2012). Sandoval y Mora (2010) indican
gue son pocos los estudiantes que se sienten con la confianza suficiente para manejar las
ecuaciones lineales en la resolucion de problemas. De igual forma existen también
problemas en la transicion de la aritmética al algebra y dificultades en el desarrollo de
conceptos algebraicos (Boulton-Lewis, Cooper, Pillay y Wills, 1998), llamadas brechas
cognitivas (Herscovics y Linchevski, 1994) y cortes cognitivos (Filloy y Rojano, 1989).

Por otro lado, en la literatura se presentan algunas investigaciones con estrategias
qgue permitan hacer frente a estos problemas de aprendizaje. Erazo (2011) enfatiza la
importancia de resaltar la estrecha relacion entre el desarrollo del pensamiento variacional y
la construccién del lenguaje algebraico para la modelacion e interpretacion de situaciones
problema. Garcia y Renddn (2011) mencionan la importancia de identificar los diferentes
registros de representacion implicados en la resolucion de problemas. Al respecto,
Chavarria (2014) plantea a los docentes la creacion de estrategias novedosas, llamativas y
contextualizadas, con la finalidad de motivar a los estudiantes en el aprendizaje de las
matematicas.

La tecnologia juega un papel importante en el desarrollo de alternativas para el
aprendizaje, y el uso de programas educativos es cada vez mas comun. Papert (1980) y
Cavallo (1996) consideran que las tecnologias computacionales son perfectas para
introducir en la educacion, nuevos elementos que transformen la practica educativa.
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Hechavarria (2013) presenta en su trabajo una secuencia didactica basada en GeoGebra
para el aprendizaje de los conceptos de ecuacion y funcion lineal, asi como el trabajo de
Garcia (2011) que desarrolla secuencias para el aprendizaje de la geometria mediante
GeoGebra para estudiantes de secundaria.

Como propuesta de esta investigacion, se ha desarrollado una serie de actividades
enfocadas en la resolucion de problemas, para lo cual, se pretende que los estudiantes
utilicen diferentes registros de representacion, mismos que con ayuda del programa
GeoGebra intentan servir de apoyo a los estudiantes en la resolucién de problemas
mediante la interaccion con el programa y las representaciones de la ecuacion lineal que se
pueden emplear en el mismo.

Los applets utilizados en las actividades de modelacion contenian una
representacion gréfica y una iconica del fendmeno en cuestion de cada uno de los tres
problemas, es decir, se tenia un applet para cada problema. De esta forma, los estudiantes
podrian transitar entre éstas representaciones y manipular los applets para formar los
modelos matematicos, y de esta manera solucionar cada problema.

Marco Tedrico

Bruner (1966) menciona que una persona puede representar al mundo en términos de una
accion (enactiva), de una imagen estatica (iconica) o a partir del lenguaje comdn
(simbdlica). Duval (2004) enfatiza el rol fundamental de los registros de representacién en
la actividad matematica, dentro de ellos tienen lugar las representaciones semidticas, que
son reproducciones construidas por el empleo de signos que pertenecen a un sistema de
representacion. Dichas representaciones son indispensables para la designacion de los
objetos matematicos o la comunicacion, esenciales para la actividad cognitiva del
pensamiento (Ulloa, Nesterova y Pantoja, 2009).

En su teoria de representaciones, Duval habla de la semiosis como la aprehension o
la produccién de una representacién semidtica, y noesis como la aprehension conceptual
del objeto. Entonces, es necesario afirmar que la noesis es inseparable de la semiosis. Asi
mismo, se puede afirmar que no existira la aprehension conceptual de un objeto sin ninguna
representacion de éste, y de igual forma la concrecion de la aprehension conceptual se
expresa a través de una representacion semictica, Duval (2001, en Ulloa et. al., 2009).

Villa (2007) define por modelacién matematica como aquella actividad escolar
derivada de la actividad cientifica Ilamada modelizacion matematica. M&s que una
herramienta para construir conceptos, la modelacién se convierte en una estrategia que
posibilita el entendimiento de un concepto matematico inmerso en un “micromundo”
(contexto dotado de relaciones y significados) que prepara al estudiante para desarrollar una
actitud para cuestionarse a si mismo y abordar problemas de un contexto real.

Villa, Bustamante, Berrio, Osorio y Ocampo (2009) hablan sobre la estrecha
relacion entre los procesos de modelacion y resolucion de problemas sin establecer limites
en cada uno de ellos. Los definen como dos procesos diferentes, pero con caracteristicas
similares. La resolucion de problemas incorpora el uso de diferentes contextos, tales como:
intra-matematicos, artificiales, de otras ciencias y de la vida real. Asi pues, cuando se
abordan estos ultimos dos contextos (otras ciencias y la vida real) con el animo de construir
un modelo matematico, la resolucion de problemas tiene un significado analogo con la
modelacion matematica (Villa et. al, 2009).
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Otro aspecto importante incluido en esta investigacion, es el aprendizaje asistido por
computadora. ElI empleo de programas educativos es cada vez mas comun, y ademas, se
considera como una estrategia de aprendizaje que ha sido adoptada por los sistemas de
educaciéon. En la actualidad, el aprendizaje asistido por computadora, se establece en
tecnologias de simulacion, procesadores de texto, gestores de bases de datos, gréaficos,
programas de disefio grafico, hojas de célculo, juegos educativos, entre otros, que a su vez,
pueden ser 0 no supervisados por profesores (Torres, 2009).

Metodologia

Para llevar a cabo las actividades de modelacion se conté con un grupo de 30 estudiantes,
dicho grupo perteneciente al primer grado de educacion media superior de un centro
educativo de modalidad a distancia. Este grupo se dividié en dos grupos: uno de ellos fue el
de control y el otro grupo, el experimental. La division de los mismos se realizé de forma
aleatoria simple. Con los integrantes del grupo experimental se formaron aleatoriamente
cinco equipos de tres integrantes, a cada equipo se le entreg6 el material en una memoria
USB que consistio en tres problemas de forma escrita, un video para cada problema con
informacion para la resolucion del problema y un applet en GeoGebra para ayuda en la
modelacion y la resolucion del problema.

La variable independiente del experimento es el empleo o no de la propuesta para el
aprendizaje de la solucion de problemas de ecuaciones lineales con empleo de GeoGebra.
La variable dependiente serd entonces, el aprendizaje de la solucion de problemas de
ecuaciones lineales.

La hipotesis alternativa para la investigacion es que se genera aprendizaje en los
estudiantes con el empleo de la estrategia didactica basada en el uso de GeoGebra para la
resolucion de problemas de ecuaciones lineales. Como hipoétesis nula, que no se genero
aprendizaje alguno.

Un aspecto en el que se hara énfasis es la motivacion y el interés que se genere en
los estudiantes el uso de la tecnologia y las actividades basadas en fendmenos de la vida
cotidiana, Para esto, se llevd un registro de las actitudes mostradas por los estudiantes
durante el trabajo grupal.

Para el desarrollo de las actividades de modelacién se elaboraron de los materiales
que se enlistan a continuacion:

Lecturas de apoyo sobre ecuaciones lineales.
e Cuaderno digital de trabajo en formato PDF con los problemas.
e Hojas de trabajo para contestar los problemas.
e Applets en Geogebra para cada problema.
¢ Videos con informacion para cada problema.
Exposicion de la propuesta

Se empleo el cuadernillo digital en formato PDF para mostrar los problemas en forma
escrita, en cada uno de ellos se presentaban también, preguntas que guiaban a los alumnos
en la construccion de los modelos matematicos. La figura 1 muestra la redaccion del
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problema 1, éste trataba sobre la relacion entre el consumo de energia eléctrica y la
cantidad de lamparas encendidas.

PROBLEMA 1.

Una empresa que se dedica a brindar asistencia telefénica a clientes de una compaiiia
celular, cuenta con 20 oficinas de forma rectangular que miden 12 metros de ancho por 15
metros de largo. Se iluminan mediante 20 limparas de tubos fluorescentes con un consumo
de 60 watts cada una y cada limpara ilumina un drea 9 metros cuadrados

Para obtener un ahomo bimestral en ¢ consumo de energia eléctrica, se ha programado
cambiar las limparas fluorescentes por limparas de luces LED cuvo consumo es de 20
watts cada una y cubren un irea de iluminacion igual que las limparas fluorescentes
Calcular

1) Las ecuaciones que indiquen ¢l consumo de energia para x cantidad de limparas
fluorescentes y LED

2) El ahomro en ¢ pago de energia eléctrica por bimestre con ¢ uso de limparas LED
en comparacion con las limparas fluorescentes si se sabe que las luces se mantienen
encendidas doce horas dianas v ¢ bimestre tiene una duracion de 60 dias. Ademas
el costo por kilowatt-hora es de $1.55

3) El area total que se podria iluminarse con las limparas LED, tomando en cuenta el
consumo de energia de las limparas fluorescentes

Figura 1. Problema 1 de las actividades de modelacion

Se disefid ademas, un cuadernillo en formato Word con hojas de respuesta para cada
pregunta guia. En éste, los alumnos tenian la posibilidad de escribir sus respuestas en
cuadros de texto. Dichas preguntas se basaron en las fases de la modelacién matemaética,
éstas son:

e Determinar el problema y observar el fendbmeno
e Identificar los datos involucrados

e Construir el modelo matemaético

e Manipular el modelo matemaético

e Interpretar y validar la solucién

Asi mismo, cada problema contaba con una rubrica para evaluar la respuesta de
cada pregunta.

La figura 2 muestra las preguntas guia.

La finalidad de las preguntas guia era conducir a los estudiantes a un proceso de
analisis y reflexion acerca de conceptos relacionados a la ecuaciéon lineal de dos incdgnitas,
en el cual, con ayuda del applet lograrian construir los modelos matematicos.

El applet tenia la caracteristica de ser manipulable, es decir, que se podia utilizar el mouse
de la computadora para modificar la cantidad de ldmparas. Ademas, se simulaban las luces
encendidas para que el alumno pudiera relacionar la grafica lamparas-consumo creada en el
applet con la cantidad de lamparas encendidas. De esta manera los alumnos podian
comprobar el modelo construido, y modificarlo hasta conseguir el adecuado. La
construccién del modelo matematico era solamente una parte de la solucién del problema,
ya que era necesario para resolver el problema. La figura 3 muestra el applet utilizado en la
Actividad 1.
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Paso 1. Determinar el problema y observar el fenomeno

a) A partir de 12 lectura de! problema y la reproduccion del video, describan con sus
propias palabras de qué trata el problema y como iniciar para encontrar la solucion:

Paso 2. Identificar los datos involucrados

b) Identifiquen los datos que proporciona el problema.

¢) Idenufiquen los datos que permanezcan constantes v asignenles una letra para
tdentificarlos.

d) Identifiquen los datos que sean variables y asignenles una letra para identificarlos.
Paso 3. Construccion del modelo

¢) Propongan ideas sobre las relaciones entre los datos del problema en forma
algebraica

f) A partir de las relaciones que encontraron entre los datos, construyan los modelos
matematicos que describan los consumos de energia eléctrica para ambos tipos de
lamparas

Paso 4. Manipulacion del modelo

g) Comparen los modelos que crearon con las graficas que muestra el applet para
verificar que son correctos

Paso 5. Interpretacion y validacion del modelo

h) Ahora con ayuda del modelo dinamico encontrar y comprobar la solucion del
problema. Resolver cual sera el ahorro en el consumo de energia utilizando
lamparas LED y qué drea s¢ podria iiuminar utilizando lamparas LED con la misma
energia consumida por las lamparas fluorescentes

1) Por ultimo den una respuesta de forma escrita argumentando la solucion del
problema.

Figura 2. Preguntas guia utilizadas en la Actividad 1
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Figura 3. Applet LUMINARIAS, utilizado para la Actividad 1 del experimento
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En la figura 3 se muestra el applet empleado para la construccion del modelo
matematico en la Actividad 1. En la parte de la derecha del applet se observan dos vistas
superiores de dos oficinas, cada una con diferente tipo de iluminacién. En la figura de la
izquierda con iluminacion fluorescente y en la derecha con iluminacion LED. Cada oficina
contiene un deslizador con el cual se podia modificar la cantidad de ldmparas encendidas, o
también era posible hacerlo introduciendo la cantidad con nimero en la casilla de entrada
de cada oficina. Al activar el deslizador llamado “on-off” se simulaban las luces
encendidas en cada oficina.

Del lado izquierdo del applet, se mostraban las graficas “numero de lamparas-
potencia” de cada oficina mostrando el consumo de energia de ambas oficinas. De esta
forma los alumnos podian relacionar una representacion grafica con una representacion
iconica de la situacion, ademas, con la redaccion del problema y las preguntas guia,
facilitaban la comprension del fendmeno y la construccién del modelo matematico.

Como se menciond anteriormente, la construccion del modelo matemético era
solamente una parte de la solucion del problema, es decir, que éste deberia ser empleado
para resolver el problema. Para la resolucion del problema se empled un video con
informacién relacionada al tema tratado en el problema, con la finalidad de obtener
informacion necesaria relacionada al contexto del problema y emplearla para solucionarlo.

La figura 4 muestra el video empleado para la resolucién del problema de la
Actividad 1. Este problema contenia informacion sobre la energia eléctrica, sus usos en los
hogares y la manera cono se calcula el cobro de la energia en nuestros hogares.

O]

POTENCIA ELECTRICA

Figura 4. Video sobre el consumo de energia eléctrica como apoyo para la resolucién del
problema en la Actividad 1.
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Resultados

Respecto a la construccion del modelo matematico, los alumnos identificaron las variables
a partir de la manipulacion de los applets; en el caso de la Actividad 1, se muestra en la
figura 5 una respuesta a los incisos ¢ y d de la hoja de preguntas.

identificarlos:

| DATOS CONSTANTES:
LAMPARAS FLUORESENTES / LAMPARASLED

Los walts= 60 Los watts =20
=120 -0
=180 =50

d) ldentifiquen los datos que sean vanables v asignenles una letra para identificarlos:

NUMERQO DE LAMPARAS :

=(X)

DEPENDE AL NUMERO DE LAMPARAS SE LE DAEL VALOR “X"

Figura 5. Respuesta a los incisos c y d de la Actividad 1

Se nota en la respuesta del inciso ¢ de la figura 5, que los alumnos de este equipo
llegan a la conclusién de que 60 y 20 watts son datos constantes, ya que aumentan de forma
proporcional al modificar la cantidad de lamparas, ademas los identifican como “Los
watts”. Del mismo modo, en la respuesta al inciso d denominan a la variable independiente
como “x” refiriéndose al nimero de ldmparas.

Respecto a la relacién entre las variables, la figura 6 muestra la respuesta de este
mismo equipo.

e) Propongan ideas sobre las relaciones entre los datos del problema en forma
algebraica

Los numercs de wattsdependen de la cantidad de lamparas de forma multiplicativa
20x=watts
20{1)=20 watts /  Watts (Jamparas)= N.de watts
Lamparas fluorescentes
60({1)=b0 watts [/  Watts (limparas)= M. de watts.

Figura 6. Respuesta al inciso e en la Actividad 1

En esta respuesta se observa que relacionan los datos, indicando que es “de forma
multiplicativa”, ademas forman el modelo matematico 20x = watts utilizando | apalabra
“watts” para referirse a la variable dependiente de la ecuacion de dos incdgnitas construida.

Tienen ademas una respuesta del lado izquierdo 20(1) = 20 watts y 60(1) =
60 watts como dos formas casi algebraicas, mientras que del lado derecho escribieron las
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ecuaciones Watts(lamparas)=N. de watts, siendo esta respuesta una combinacién de algebra
con el lenguaje cotidiano.

Otra respuesta a este mismo inciso es la que se muestra en la figura 7. En ella, se
observa una respuesta mas completa en el sentido de que se emplea el algebra de forma
correcta.

e) Propongan ideas sobre las relaciones entre los datos del problema en forma
algebraica

(%) ESTA REPRESENTANDO LASLAMPARAS

(Y) ESTA REPRESENTANDO LOS WATTS

(60) Y (20) ES POR EL NUMERO QUE MULTIPLICAMOS
(60}(X)=Y

(20)(x)=Y

Figura 7. Otra respuesta al inciso e de la Actividad 1

En esta respuesta ya determinan una letra para cada variable, x para la variable
independiente e y para los watts que consume cada tipo de lampara. Ademas mencionan en
su respuesta que 60 y 20 son los nimeros por los que deben multiplicar el niUmero de
lamparas para conseguir el consumo total. Por Gltimo, en dicha respuesta ya vienen
incluidos los modelos matematicos o ecuaciones de cada uno de los tipos de ld&mparas:
(60)(X)=Yy (20)(X)=Y.

Cabe hacer mencién, que estos tipos de respuestas se lograron una vez que los
alumnos manipularon el applet, por lo que fue necesaria la interaccion para contestar a la
par las preguntas guia y al mismo tiempo, construir el modelo matematico.

Conclusiones

Se pudo observar durante el experimento que la simulacién de los applets apoy6 de manera
visual a los alumnos en la contextualizacion de los problemas, ya que éstos mostraban la
situacion del problema de forma virtual y lo mas apegada a la realidad.

Asi mismo, los alumnos mostraron interés por utilizar los applets, mediante la
manipulacion y la simulacion ellos podian comparar el modelo matematico construido, y de
esta forma modificarlo y tomar decisiones sobre su funcionalidad, hasta llegar al modelo
correcto.

Los applets fueron utilizados principalmente para tres cosas diferentes: como ayuda
para la comprension del problema, apoyo para la construccion de los modelos matematicos
y como meétodo de comprobacion.

Respecto al uso de representaciones semioticas, los alumnos tuvieron la oportunidad
de comparar una representacion grafica con una representacion iconica, y de esta manera
construir una representacion algebraica. El uso de estas representaciones, junto con las
preguntas guia facilitd la compresion del problema y la construccion de los modelos
matematicos para resolver los problemas.
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Existieron durante el experimento, procesos de conversion de una representacion
semiotica a otra. En estos, los alumnos lograron transitar en representaciones de un sistema
iconico y uno grafico presentes en los applets para lograr una representacion algebraica.

Durante las actividades de aprendizaje, se logré que existieran episodios de
discusion entre los integrantes de los equipos para llegar a conclusiones a partir del dialogo
y la reflexion. Las preguntas en el cuadernillo, lograron hacer que los alumnos analizaran
las situaciones planteadas y reflexionaran para llegar a conclusiones correctas.

En relacién a la motivacion durante las actividades de modelacién, los equipos en
donde existio interaccion, el desarrollo de las actividades de modelacion los mantuvo
motivados e interesados en la resolucion de los problemas. Esto se evidencid en los
episodios de didlogo, en los que la participacion fue activa por parte de los integrantes de
estos equipos. Caso contrario en los equipos donde no se logro la interaccion, ya que no
hubo participacion de todos los integrantes, o que generd desmotivacion y desinterés hacia
las actividades de modelacion.

En relacion al uso de un medio tecnoldgico para el desarrollo de la modelacién
matematica, los alumnos se mostraron motivados hacia su empleo como medio alternativo
a la resolucién de problemas clasica en el aula, es decir, a lapiz y papel.
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